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5. Resumen

El presente trabajo nos permite mostrar una introduccion a otra parte de las ecuaciones
polinomiales ya que daremos a conocer otro método mas general a los tratados

comunmente que nos permitira la solucion de sistemas de ecuaciones polinomiales.

En e transcurso de nuestros estudios no percibimos muchos e desarrollo de este
método de solucion, esperamos que e presente trabajo de un aporte a que estudiantes de
nuestra carrera enfaticen més sobre dicho estudio en e Algebra Abstracta y la

Geometria Algebraica.

Las herramientas a utilizar en nuestro trabajo son las Bases de Grobner a ver las
variedades de los sistemas de ecuaciones polinomiales, es un interesante método de

solucion en dichas ecuaciones.

Al presentar los gemplos en nuestro trabajo utilizaremos e sistema computacional
CoCoA para la comprobacion de los gercicios presentados. En los gercicios
propuestos hemos sido lo mas claro, preciso y coherente para dar a entender los
métodos utilizados y ayudar a ser mas reflexivas las soluciones para los lectores y

estudiantes de la carrera

El método de Autovalores nos permite encontrar las soluciones de un sistema de
ecuaciones polinomiales, es decir encontrar los puntos de la variedad de un Ided
generado por los polinomios.
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6. Introduccion del tema y subtema

En matemética € Algebra es una base de nuestros conocimientos tanto como la
aritmética, la geometria, los diversos tipos de funciones; a fusionar estas bases hemos

encontrado nuevas cosas por aprender en nuestro universo matematico.

Este trabagjo tiene como finalidad € explicar de manera sencilla los diversos tipos de
ordenes Monomiaes y € agoritmo de la divisién en ecuaciones multivariadas en

K xyq,..,x, .

Nuestro trabgjo presenta las definiciones bésicas de polinomios, anillos, monomios,

campo; para estructurar y comprender facilmente la lectura de nuestros gjemplos.
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7. Justificacion

La matemética juega un papel muy importante en nuestra vida, una rama de la
matematica que se aplica es € dgebra para ser mas conciso los métodos para resolver
sistemas de ecuaciones lineales, pero si en vez de tener un sistema lineal obtenemos un
sistema polinomial puesto que se ha escogido un enfoque intermedio que hace uso de
métodos tanto abstractos como computacionales. Los métodos convencionales no
resuelven dicho sistema es por ello que introducimos un nuevo concepto “BASES DE
GROBNER”’.

Es por eso que nos introducimos un poco en poder resolver |os problemas para aplicar
el método de Autovalores ya que para estudiar afondo estos métodos se deben conectar

al dgebray alageometria para estudiar |os polinomios sobre un cuerpo.

Para la obtencién de las BASES DE GROBNER utilizaremos el software CoCoA, €

cual nos permite ssimplificar los calculos y comprobacion de los datos propuestos.

El presente trabajo radica en mostrar la importancia gque tiene esta nueva teoria ya que
resulta muy Util en campos como la genética, la programacion, investigacion de
operaciones, en las ingenierias, etc. Pero también es mostrar a los estudiantes y
profesores un nuevo método para resolver sistema de ecuaciones polinomiales, €

método de Autovalores.
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8. Objetivos

8.1 Planteamiento del problema

En nuestros estudios de secundaria vimos la division de polinomios de una variable en
la division sintética vemos cada paso a respetar en los polinomios, identificar sus

grados paraanalizar si ladivision puede realizarse.

Nos planteamos la pregunta ¢Cémo sera la division si € polinomio posee dos o més
variables? Empezamos a investigar y vimos los tipos de érdenes de los polinomios, €

algoritmo de la division, los S-polinomios, etc.

De igua manera descubrimos las aplicaciones importantes que tienen los sistemas de
ecuaciones polinomiaes en lavida cotidiana a analizar los resultados de estos.

8.2 Objetivo general

Resolver sistemas de ecuaciones polinomiales utilizando las Bases de Grébner y

|aTeoriade Autovalores.



Bases de Grobner y Método de Autovalores. 11

8.3 Objetivos especificos

Definir los conceptos de Estructura Algebraica que seran abordados en €

presente trabg 0.

Calcular las bases de Grobner para los sistemas de ecuaciones polinomiales.

Resolver sistemas de ecuaciones polinomiales utilizando € método de

Autovalores para solucionar problemas de optimizacion de recursos.

Utilizar & software CoCoA para la solucion de sistemas de ecuaciones

polinomiales.
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9. Desarrollo del tema

9.1 Antecedentes

Presentaremos este trabajo, dando una pequefia historia de los origenes del problema

que agui trataremos.

Una de las primeras civilizaciones en tratar problema del tipo algebraico fueron los
egipcios, que en sus papiros hay una multitud de problemas matematicos resueltos .La
mayoria de ellos son aritméticos, pero también se encuentran problema del tipo
algebraico. Conforme iba transcurriendo € tiempo se empezaron a descubrir nuevos
métodos para resolver problemas algebraicos, uno de ellos fue € griego Thymarila
(800 — A.C.) @ cua habia encontrado una formula para resolver un determinado

sistemade n ecuaciones con n incognitas.

Otro griego que se internd en la solucidn de sistemas de ecuaciones fue Diofanto de
Algandria, quien publico su aritmética en la que por primera vez las mateméticas
griegas eran tratadas de forma rigurosa. Estos métodos pasaron alos arabes los cuales
lo extendieron a Europa... En el siglo IX el matematico y astrbnomo musulman Al-
jwarizme investigo y escribié acerca de los nimeros y méodos de caculo,

procedimientos algebraicos pararesolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

Un siglo después el matemético musulman Abul-kamil continto con los trabajos de
Al-jwarizme, cuyos avances fueron aprovechados por e mateméatico italiano

Fibonacci.

En & siglo XV & matematico Francés Nicolas Chuquet introdujo a Europa € uso de
los nimeros negativos y € matematico Aleman Christopher Rudolff introdujo € signo
de la raiz cuadrada. Posteriormente entre 1545 y 1560 los matematicos Italianos
Grirolano Cardano y Rafael Bombilli, se dieron cuenta de la importancia de los

nimeros complejos para resolver sistemas de ecuaciones de segundo, tercer y cuarto
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grado. En 1591 & matemético Francés Francois Vlite, desarrollo la notacion algebraica
mas conocida y en 1637 Rene Descarte dio lugar a la geometria analitica y también

introdujo la notacién exponencial que se usa hoy en dia.

Finalmente en € siglo XX € matemdtico Aleman Wolfgang Grobner vy €
matematico Austriaco Bruno Buchberger, introdujeron un nuevo concepto conocido
como bases de Grébner, en honor a director de su tesis (Wolfgang- Grébner) Su
descubrimiento, es un conjunto especial de generadores para ideales en un anillo de
polinomios en varias variables € cual nos permite resolver sistemas de ecuaciones
Polinomiales, que a su vez son muy dificiles o imposibles de resolver mediante 1os
métodos convencionales conocidos del agebralineal.
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9.2 Marco tedrico

9.2.1 Estructuras Algebraicas

Definicion 1. Un Grupo G,- es un conjunto (G provisto de una operacion -: ; x

G - (i que satisface | as siguientes condiciones:

1. Asociatividad: paratodo g, g g5 € G, €s
174z "93= G1 G293
2. Elemento neutro: existeun unico ¢ € (i tal queparatodo g € G es

e-g=4g=49-¢
3. Inverso: paratodo g € G,3 g' € G ta que

g-g'=e=g"-g
Si ademas paratodo par g, € (G es g- @ = B- g entonces & grupo sellama

abeliano o conmutativo.

Definicion 2. Un anillo 4,+,- es un conjunto no vacio en donde estan definidas un
par de operaciones llamadas suma y producto, las cuaes denotamos por + Yy -

respectivamente.
Estas operaciones satisfacen cada una de | as propiedades siguientes:

1. Cerradurarespecto alasuma: Paratodo a, b € A, setieneque a + b estan en
A.
2. Asociatividad respecto ala suma: Paratodo a, b, ¢ € A setiene que
a+ b+c = a+b +¢
3. Existencia del idéntico aditivo: Existe un elemento neutro 0 en A4, € cua
[lamaremos cero, tal que

@+ 0=a= 0+ apaatodoa enA.
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4. Existencia del inverso aditivo: Para todo a en A, existe otro elemento en A4,
denotado por - a, el cua llamamos e Opuesto de a y que verifica
a+ -a =0=-a+a
5. Conmutatividad respecto ala suma: Paratodo a, b en A setiene
a+ b= b+ a
6. Cerradura respecto al producto: Paratodo a, b € A, se tiene que a - b estan

en 4.

7. Asociatividad respecto al producto: Paratodo a, b y ¢ en A se satisface
a- b-c =(a-b)-c
8. Existencia del idéntico multiplicativo: Para todo a, existe un (Unico)

elemento, e, en A que es neutro de la operacion -, es decir

Je€e AVaed:era=a=a-e

9. Leyesdistributivas del producto respecto a la suma: Paratodo a, by c en A
Se satisface
a- b+c =a-b+a-c

a+b -c=a-c+b-c

Definicion 3. Sea K un conjunto no vacio, y sean + ¥ - dos operadores internas sobre

K e sistema K,+,- esuncampo s cumple:
1. Asociatividad respecto alasuma: Paratodo a, b, ¢ € K setiene que

a+ b+¢c = a+b +¢

2. Conmutatividad respecto ala suma: Paratodo @, b en K setiene

a+ b=hb+a
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Existencia del idéntico aditivo: Existe un elemento neutro 0 en K, & cud
[lamaremos cero, tal que
a+ 0=a= 0+ apaatodoaenk.
Existencia del inverso aditivo: Paratodo a en K, existe otro elemento en K,
denotado por - a, €l cual llamamos e Opuesto de a y que verifica
a+ -a =0=-a+a
Conmutatividad respecto a la suma: Paratodo a, b en K setiene

a+ b=hb+a

. Asociatividad respecto al producto: Paratodo a, b ¥ ¢ en K se satisface

a- b-c = a-b -c
Conmutatividad respecto al producto : Paratodo a, b en K setiene
a-b=b-a
Existencia del idéntico multiplicativo: Existe un (Unico) elemento e € K |, ta
gue paratodo a es neutro de laoperacion -, es decir
dJee K,VaekK:era=a=a-e
Existencia de elementosinversos multiplicativo: Paratodo a € K,3 a' € K,

esdecir:

Definicion 4. Un modulo sobre un anillo £ consiste en un grupo abeliano M, + ,yla

operacion R x M —- M multiplicacion escalar, estrictamente escrita solo por

yuxtaposicion, es decir como rx parar en R y x en M, tal que paratodo r,senr,xy

en H tenemos:

A w0 DdRF

r's X=7r SX
r+ 5 X=TrX+ 5x
FX+ Y =TX+ Ty

l.x=x

Generalmente, escribimos simplemente “un f-mdédulo izquierdo M.
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Un R modulo derecho M, se define de forma semejante, solo que €l anillo actda por la
derecha, es decir tenemos una multiplicacién escalar delaformaM x R — M, y los tres

axiomas antedichos se escriben con los escalares ¥ v s aladerechade x ¢ y.

S R es conmutativo, entonces los R-médulos a la izquierda son o mismo que R-

modulos ala derecha y se [laman simplemente R-médulos.

Definicion 5. Dado un cuerpo K y un conjunto £, decimos que E se ha dotado de
estructura de espacio vectorial, s en E estan definidas | as siguientes operaciones:

ExE-E Kx E->E
wy su+v (Auw)-4A-u

Que tiene las propiedades siguientes:
vuekEveEweEANVAeK uek

1 U+ V+W = U+ TV + W
2 U+ v=v+1uU

3 30€ef/u+ 0=1u

4. JuteE/u+ut=0

5 A+ ru=A-u+ p-u
6 A-u+v =A-u+A-v
7 A-pra = 4A-p-a

8

1-a=a

LIamaremos un vector atodo elemento de un espacio vectorial.

Definicion 6. Un monomio en  xy,X5-+,X, €S un producto de la forma

iy iy

xy x5 - x," , donde todos los exponentes @y, @, -+, @, SON enteros no negativos.

El grado total de este monomio eslasuma ay, i, -+, @;, .
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gy

Notacion. Escribiremos x® por xy.x.%---x," , donde a = a4, @, -+, @, €SUNA Ti-
uplas de enteros no negativos. Si @ = 0,0,---,0 , x* = 1. Ademés, |a| = Y., @,

denota el grado total del monomio x*“.
Definicion 7. Un Ideal esun subconjunto | ¢ K x4,--+,x,, esunidea s satisface:

1 0€el
2. Sif,gel, entonces [+ g€l
3. Sfely@de K xy,--,x,, entonces Bf €l

9.2.2 El anillo de polinomios K x4,:--, x,,

Definicion 8. Sea A un anillo y denotemos 4 ® con la estructura de anillo definida

anteriormente (definicion 2):

1. Si acordamos que x = ¢4, € anillo A ® serd denominado anillo polinomial en la
indeterminada x sobre A y denotada por A x . Este es un anillo conmutativo y cada
elemento de A x tiene unarepresentacion Unica

ax’

iem

Cona; € A ya, # 0 Unicamente para un nimero finito de indicesi € A.

2. Paran = 1, definimos recursivamente
Axy X, = AXy, o Xpoq X
Y llamémoslo anillo polinomial en n indeter minadas sobre A.
3. Los elementos de un anillo polinomial se llaman polinomios. Con mucha frecuencia
los polinomios en una indeterminada son |lamados polinomios univariados,

mientras |os polinomios en varias indeterminadas, polinomios multivariados.
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9.2.3Ideales en el anillo K xy,:--, x,

Definicion 9. Sea I c K[xy,---,x,] un subconjunto no vacio. I Se llama un ideal

polinomial si:

1 f+g el sdempreque f el y g el

2. pf €l sempreque f €l y pe K[xy,-,x,] esunpolinomio arbitrario.

Definicion 10. Aritmética de Ideales. Las siguientes operaciones existen entre los

Ideales I y | deanillos K[xy, -, x,], Siendo K un nimero natural.

[+]= f+g/felge€]

I-)= Yiafig / fiel g€l netd
ILLJ=f € Kxy-,x, /fg el vge]
Inj= f€eKxy,-,x, /fel,fe]
=Y fifefe | fo fe €1

g > Ww Db

Ideales principales e | deales maximales.

El siguiente teorema nos dice gque la intercepcion de ideales de un anillo es también
ideal.

Teorema 1ll. Siparacadaj € [, [, esunidea entonces = U ¢; I, esunided.

Definicion 12. Si X ¢ A [lamamosideal generado por X a idea de A que contiene

aX . Lodenotamos (X).

SiX = a €idea generado por x. Sellamaideal principa generado por a para€llo
bastaconsiderar N | = lesidealde A yX < I
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Definicion 13. Unideal M € A sedicemaximals M# AyvNeA, s Mc A -
N = A. En otras palabras unideal es maximal si no esta contenido en ninguin otro ideal

no trivial.
Ejemplo 14.

1. Elidead 3Z deZ esmaximal.
2. Elideal (x*+ 1)deQ[x] es maximal.

9.2.4 Ordenes entre términos

Definicién 15. Ordenes entre términos
Seaf = Y,a,x“ unpolinomiode K x,---,x,

1. Llamaremos a a, € coeficientedel monomio x*
2. Sia, # 0, a,x“esuntérminode f
3. El gradototal de f denotado grad (f) esel méximo || entretodos|os

monomios cuyos coeficientes a, son distintos de 0.

Definicion 16. Términos principales
Dado un polinomiono nulo f € K[x], sea
fz ﬂ,_-_,Im+ I:.111,:11'! 1y .4 a,,

Donde @; € K y a; # 0 (esdecir m = grad (f)). Decimos entonces que i x™
es el termino principal de f y seescribet, (f) = 2x?. Observetambiénque f ¥ g

son polinomios no nulos, entonces

grad f < grad g ot, [ / t,(9))
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Definicion 17. Ordenes Monomiales

Unorden monomial en K x4,---,x, esunarelacion > en ZI,, o equivaentemente,

unarelacion en el conjunto de monomios x“, a € Z%,,, que sastiface:

1. > esunorden total olineal en ZI,
2. sia>Byy € ZI,, Entonces a+y > B+ vy
3. > esunbuenordenen ZZ, . Esto significa que todo subconjunto no vacio de

Z£2, tieneun elemento minimo bgo >
Definicion 18. Orden L exicogr éfico

Seaa = (ay,,a,) Yy ff = fy,-,5, € £I, Decimos que @ >,.,  S,en
ladiferenciavectorial @ - ff € BE™ laprimeracomponente no nula por laizquierda

espositiva. Escribiremos x%>,., xf s a >,., f

Ejemplo 19.
1. 1,20 >,., 03,4 dondea- = (1,-1,-4)
2. 324 > (3,21)dondea - fi= (0,0,3)

3. Lasvariablesxy, -+, x,, estdn ordenadas en € sentido usual por € orden Lex.

1'0"";0 > Lex 0;1;0;'”:0 > Lex 2 Lex 0,"',0,1

Asl Xy > pexr X2 > pex 0 2 Lex An

En la practica, cuando se trabaja con polinomios en dos o tres variables se utiliza x, y, 2

envez de x,, x5, X5. Se asumetambién € orden alfabético x > v > z.

El orden Lex es analogo a orden de las palabras usado en € diccionario (de aqui su
nombre). Las componentes de las n-uplas & € @%,; 0 como una anaogia en las letras de
unapalabra. Las |etras estén ordenadas alfabéticamente,

a>h>c>-->x>y> =z
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Definicion 20. Orden Lexicogr afico Graduado

Sea a,f € Z};, Decimos que @ > ., S lal = Xl > |f] =
Yieibi oo lal=16ly a > B

Vemos que € orden Lexgr ordena con el grado total primero, luego cuando son iguales

sumamos €l orden Lex.

Ejemplos 21:

1. 1,23 > e 320 ,yaque| 1,23 |=6>]320]=5

2. 124 >peee L15,1(024)=1(1L15)|=7 vy 124 >, 1,15 donde
1,24 - 1,1,5 = (0,1,-4) seconcluyeque 1,2,4 > .4 (1,1,5)

Definicion 22. Orden L exicogr afico Graduado Revertido

Seanf,ﬁ € IE'r;ll.]' Da:imosque ) >|!r-_rJ:g.r1"£v ﬁl S' |ﬂ'| = 2?:1({'! > |.|G| = ZT:Iﬁ!
o |a|l=|fi] yen a- [ € BE",laprimeracomponenteno nula por laderechaes

negativa.

Ejemplos 23:

1. (471) > pexgrw (42,3) yaque|(4,7,1)| = 12 > |(4,2,3)| = 9

2. (1,52) > pexgre (41,3) ya que [(1,52)]= [(413)I=8y 1,52 - 413 =
(-3,4,-1)

Definicion 24. Orden Lexicogr éfico I nver so.

Parat, t; €T" diremosque t; >,..in» tz S Yy solos enladiferenciavectoria
log( ty) - log( tz), laprimera componente no nulapor laderecha es positiva, o bien s
t'l. = tz.
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Ejemplo25. En K u, v,w conu > v > w tenemos que:

1 x%v%z2? > . X*yz?, dado que d hacer ladiferencia 2,2,3 - 4,1,3 =
-2,1,0 , laprimera componente no nula por la derecha es positiva.
2. V> evin X3, dado que al hacer ladiferencia 0,1,0 - 3,00 = -3,1.0,la

primera componente no nula por la derecha es positiva

9.2.5 Division en el anillo K x4, , x,,

Para estudiar € problema de dividir un polinomio K x4, -+, %,, €smasde un divisor, se
planteara el algoritmo de ladivisiéon para polinomiosen K x4, -+, x,, , lametaesdividir

fpor gy, -, d; €K xq,--+, X, , €sto se puede expresar en laforma:

f: gy + o+ Ay + T

Donde los cocientes ay, -, a. v r € K x,,---,x,, , para caracterizar e residuo, serd

necesario usar los ordenes monomial definidos en el apartado 9.2.4

La idea basica del agoritmo de la Division es cancelar € termino principal de f (con
respecto a orden monomia fijado) multiplicando y dividiendo cierto g, para un
monomio apropiado. Entonces este monomio se convierte en un término

correspondiente a,.
Definicion 26. Algoritmo dela division

Seas= 1,yseanf, gy, 8, €K xy,-,x, consideremos |la siguiente secuencia de
pasos.

1 Seagy=-=¢g,=0p=0yv=f

2. Encontrar el menori € 1,---,5 ta que tp(v) esun multiplo de tp(g,), s tal i

mp(v) . - mp(v)
v porv - .
mp(ay) yvpo mp(ay)

existe, reemplazar g, por g, + i’
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3. Repetir € paso Il hasta que no existamas i € {1,::+,5} tal que tp(¥) es un
multiplo de tp(g,), entonces reemplazar p por p +mp(v)y v por v — mp(v).

4. Si ahora v # 0, iniciad de nuevo con € paso Il, s v =0 regresar la tupla
(gy,+,q,) Ep’yevectorp e p.

Este es un algoritmo que retorna vectores (g, -, g.) E p° y p € p" taes que:

f=q0:+ - +q.9.+p

Que satisfacen las condiciones siguientes:

1. Ningun elemento de p estacontenido en (tp(g,), -, tp(g.)).

2. Ningin g, # 0 paraagini € {1,---, s} entonces tp(gq,9,) < tp(f).

3. Para todo indice i€ {1,:--,5s}v todo término t € g, tenemos t.tp(g,) &

(tp(gy), -, tp(g-1))

Ejemplo 27:

Seaf =x*y+xy* = y?y F ={y®=1,xy—1}. dividir f entre F con & orden Lex.

a :
, Ay r
y - >x2y+xy2-y2
Xy_

Podemos apreciar que solo hemos colocado cada elemento en su lugar. Ahora

procedamos a sacar |os términos principales de f v F y verifiguemos si podemos hacer

ladivision.

to(f) = x*y, tp(F) = (¥*,xy). Como vemos & término que divide a tp(f) = x°y es
Ir\-" .

xy por lo tanto procedemos hacer la division B S el cua es nuestro cociente a.,

ahorahacemoslaresta f — x(xy —1) = f — x*y +x.
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a .
v - a, : X r
>x2y+xy2- yz
xy-1 2
- Xy +X

XY A XY ey Wy XY

Ahora hacemos e mismo procedimiento y como se observa € término principa de ¥

aun es divisible por xv, pero también es divisible por ¥* y como a, esta antes que a,
¥
por lo tanto se hace la divisién correspondiente == =x e cudl es nuestro nuevo

cociente para a,, se hace la resta de nuestro nuevo f — x(y®—1), el cua da como
resultado |o siguiente.
a,; X
a,: X r
2 _ 1 2
y . >x2y+xy2- y?
- X°y + X
Xy2 +X- y2
- Xy2 + X
2X- Y? —  2X- P

Aqui como ni xy,v* dividen a término principal de nuestro nuevo f = 2x — ¥,

tp(f) = (2x) sesacafueraa residuo, y queda de la siguiente forma.
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f==v% ysutp(f) ==y e cuad es divisible por %, y se procede a redizar la
v? . -
division correspondiente a1 el cua es € cociente para a,, se efectia la resta

—y% = (=1)(¥* = 1) = =1, y nos queda de la siguiente forma.

y?-1 -1

Como —1 no esdivisible por {¥*,xv), se sacaa residuo y nos queda.
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-1® 2x- y

0 — > residuo

Después de todo este procedimiento [legamos a f puede ser escrito de la forma f
a, v*-1 +a, xy- 1 + r, donde los valores para a;, a,, ¥ sona, = x - 1, a,

X, r=Xx+ ¥- 1,delocua seconcluye que.

f= x-1 -1+ x xv-1 + x+y-1.

27
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9.3 Metodologia

9.3.1 Modalidad de investigacion

El presente estudio, segun e disefio es de tipo descriptivo, ya que describe los diversos
tipos de 6rdenes monomiales, € agoritmo de la divisién para K x4,--,x,, , €
algoritmo de Buchberger, las bases de Grobner, el método de Autovalores, etc. Dando

sus definiciones previas pararealizar nuestro estudio.

Planteamos nuestra aplicacion en conceptos cientificos y en la problemética de la vida

cotidiana en nuestro pais.

9.3.2 Recursos computacionales

Utilizamos como herramienta e software CoCoA 4.7.5, e Mathematica, el Singular y
el Scientific WorKPlace 5.5

Para hacer uso de énfasis en la parte algoritmica utilizamos e sistema de Algebra
Computacional. Se hace uso del SAC en casos, como verificacion de algun célculo,
gemplificacion de algun agoritmo y en aguellos célculos engorrosos donde solo

interesa el resultado para el andlisis de algun dato.

9.3.3 ¢Qué es CoCoA?

El SAC CoCoA es un software libre que puede ser descargado gratuitamente en URL :

http://cocoa.dima.unige.it

Es un programa especidizado en d&gebra conmutativa, de ahi su nombre
“COMPUTATIONS IN Commutative Algebra”, contiene un listado con sus principales

comandos g emplificados como una herramienta para facilitar su uso.
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Es un sistema de algebra computacional, desarrollado por Universidad de Génova y
disefiado para hacer frente a los problemas de la teoria de nimeros y especialmente de

polinomios.

CoCoA presenta una interfaz de texto (también utilizado por temas) y una interfaz

grafica

Todos los gercicios citados en e documento estan presentados con el CoCoA 4.7.4

9.3.4 ¢QuéesSingular?

Singular, es un sistema de agebra Computacional (SAC) para caculos polinomicas
con énfasis especia en las necesidades del algebra conmutativa, de geometria
algebraica y de la teoria de singularidades. Como sistema especializado su objetivo no
es proporcionar toda la funcionalidad de un SAC de proposicién general.

Es un software libre que puede ser descargado gratuitamente en el URL:

http://www.singular.uni kl.de

9.3.5 ;Qué es Mathematica?

Mathematica, es un programa utilizado en areas cientificas, de ingenierias y areas de
computacionales. Originamente fue concebido por Sthephen Wolfram, quien contintia
como lider del grupo de mateméaticos y programadores que desarrolla. EI mathematica
es considerado como un sistema poderoso de algebra computacional de propésito

general.
Es un software libre que puede ser descargado gratuitamente en el URL:

http://www.softoni c.com/s/programa-mathematica
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9.4 Sistemas de Ecuaciones Polinomiales

L os sistemas de ecuaciones polinomiales son importantes dentro de la modelizacion de
problemas reales. El estudio y € calculo de sus soluciones exactas constituyen todo un
campo de trabajo con diversas aplicaciones en la vida cotidiana asi est4 plasmado en la
economia, la ingenieria, informética, etc. Este campo se estudia dentro de las diversas

ramas de la matemética

9.4.1 Algoritmo de Buchberger y Bases de Grobner

Definicion 28. Téminos principales de un I deal

Seal € K xy,---,x, unided distintode 0 .
1. Denotamos por tp(f) a conjunto de todos los términos principales de los

elementosdef as,

tpl = ex*:3felcontp f = ex®
2. Denotamos por (tp(f)) a ideal generado por los elementos de tp(1).

Esto brinda un importante detalle respecto a (tp(f)), es decir si tenemos un conjunto
generador finito de I = (f,, -+, f;) , entonces (tp f, ,---,tp(fs)) y (tp(])) pueden ser
idedles diferentes. Es cierto que tp(f;) € tp(l) < (tp(l)) por definicion, lo que implica
que (tp fy ,-,tp(fy)) c (tp(1)). No obstante, (tp(f)) pueden ser estrictamente mas

grandes.
Ejemplo 29. Términos Principales del 1deal

Seal = (fy, f2), donde f, = x% - 2xy, fo = x°y - 2¥%+ x, y usemos € orden Lexgr

en los monomiosde K x,y . Entonces

X x%y- 2%+ x -y (x%- 2xy) = x°
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Demodo que x© € I. Portanto, x% = tp x* € (tp I ), sinembargo x“ no es
divisibleni por tp(f;) = x*, ni por tp(f:) = xy asique x* & (tp f, ,tp(f2))

Proposicion 30. Seal c K x4 -+, x,, unideal detérminos principales. Entonces.
1. (tp(1)) esunidea Monomial.

2. Existen gy,-, g, €1:{tp 1 )= (tp g, ,,tp(4:))

Teorema 31. LasbasesdeHilbert. Todoideal I c K x4,---,x, tieneun conjunto

generador finito. Esdecir I = (gy, -+, g;), paraalgunos gy, -+, g; € 1.

Demostracion. Si f = 0, € conjunto de generadores serd 0 , € cua es ciertamente
finito. Si I contiene algun polinomio no nulo, entonces se puede construir un conjunto

generador g,,:--, g, para I de la siguiente manera: existen g, ..., g, € I ta que

(tp 1 )= (tp g, ,---,tp(g:)). Afirmamosque ! = (gy, -, G¢)-

Es evidente que (g4, --+, ) < I porque cada g, c I. Paralaotrainclusion, sea f € I un
polinomio arbitrario. Si aplicamos el algoritmo de la division de la seccion 9.2.5 para

dividir f por g,,-:-, g; , entonces obtenemos una expresion de laforma

f = ﬂlfl"‘ et aﬁ'fﬁ'-'- r

Donde ningin término de r es divisible por aguno de los tp gy ,-,tp(4,).

Afirmamosquer = 0, paraver esto, observemos que

r= f_ al)rl_ T ah‘fﬁ' €l

Sir+ 0,entoncestp r e(tp I )= (tp g, ,--,tp(4g:)), por lo tanto tp r debe ser
divisible por algun tp(g,). Esto contradice a hecho de que r esresiduo y por lo tanto, r

debe ser cero. Asi,

f=afy+ -+ afi+ 0€(gy, -, G

Lo cua dgjade manifiesto que ! < (gy, -+, g;), completandose asi |ademostracion. =
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Definicion 32. Un conjunto finito G = g4,---,g, de un idea [ es una Base de

Grobner paral (o base estandar) s

(tp gy, tp g )= (tp ')

Un conjunto 7 = g4,-+, 8, <1 esunaBasede Grébner del s y slo s € término

principa de cualquier elemento de f esdivisible por alguno delostp g, .

Corolario 33. Todo ideal 1 # 0 < K x4,:--,x, tiene una Base de Grébner. Ademas

toda Base de Grobner deunideal | esunabase de /.

Demostracion. Dado un ideal 1 no nulo, € conjunto &G = g4,--+, g, construido con la
demostracion del teorema es una Base de Grobner por definicion. Respecto ala segunda

afirmacion observamos que si

(tp I )= (tp g, ,---,tp G, ),

Entonces el argumento dado en €l teorema pruebaque { = g4,-:-, g, de modo que

esunabaseparal. m

Definicion 34. S-polinomio
Seaf,g € Kl[xy,-,x,], polinomios no nulos

1. S e multigrado f = ay e multigrado g = [ entonces p= (gy,, Fa)
donde p, = Max(e,f5,) para cada i. Llamamos x¥ a m.cm. de mpg [,
mp g ,y escribimos

xP=mem.(mp f ,mp g)

2. El S polinomiode f, g eslacombinacion.
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Ejemplo 35. Calculed § f, g usando el orden DegRevlLex. Paralos|os polinomios
f=4x*z- 7v*y g = xvz°®+ 3xz*
El primer paso es encontrar e multigrado de f ¥ g, alos cuales designaremos por @ v [i
respectivamente.
El multigrado de f esa@ = (2,0,1) y el multigrado de g es 5 = (1,0,4), lo que implica
que p= (2,0,4), por ende x” = x“z* aplicando la formula para calcular & S

polinomio obtenemos:

2.4 2.4

Sf -xzx4xzz—72—xzxxzz+3xz“
9 = axzy y 3xz* Y
7}',223 IZ},EE
5 f,g = - -

4 3
Ahoraresolveremos e mismo gjemplo utilizando CoCoA 4.7.4

UseR ::= QQJX,y,z],DegRevL ex;
f1:= 4x"2z-Ty" 2,

F2:= xyz" 2+3xz"\ 4,
TPL1:=LT(4x"2z-7y"2);

TP2:=L T (xyz"2+3xz"4);
M:=LCM (TPLTP2);
SPOLY:=(M/TPL)* (F1)-(M/TP2)* (F2);
Print " El S-polinomio es:";
SPOLY;

El S-polinomio es:

-(7y"2 2 3)/4-(x"2yz"2)I3
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Definicion 36. Algoritmo de Buchber ger

Sea K un campo, sean = 1, seap = K[xy, -+, x,] un anillo polinomia, sea r= 1,y
sea @ un orden de términos sobre € modulo T (&, -++, €,). Nuestrameta es calcular una
o - base de Gréibner de un P-submodulo M < p" € cua esta explicitamente dado por
un sistema de generadores G = g¢,---, 8. Sp" \ 0. Sea § latupla ( gy,, 8s).
Iniciemos escribiendo mp,(g,) = c;tg,, con ¢, € K\ 0,4, €T yy, € 1,1

paai=1,--,5.

Definicion 37. Criterio de Buchberger
SeaM < p" un P-submodulo generadopor G = gy,---,8; Sp"\ 0 ysea
G = (g1, 9,). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. El conjunto G esuna o - base de Griibner de M.
2. V(i,j) € B, tenemos RN, :(5,;) = O.

Teorema 38. Algoritmo de Buchber ger

Sea §=( g, ,8:) (P")*una tupla no nula de elementos los cuales generan un

submédulo M = gy,---,9, p’. Paai=1,---,5 seamp, g, = c;t;e, con ¢

i

K\ 0,t;, T"vy, 1,--,r.Consderelasiguientesecuenciade instrucciones.

1l Seas=syB=B= [(jAI<I<j< 5.,7,=V.

2. S B= |, retornad resultado §. De otro modo, escoger unpar i,j By
eliminarlo de B.
3. Cdcular

=P =P

tp(h) I ] - g

SfHa =

Y RN;;(5,;). S el resultado es KN, (5, ;) = 0, continuar con &l paso 2).
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4. Incrementar s' en uno. Afiadir g, = RN, ;(5,;) ag y & conjunto de pares
LJALl< i< j< 5,y,= ¥, aB.Entoncescontinuar con el paso 2).

Este es un algoritmo, es decir que se detiene después de un nimero finito de pasos.

Retorna unan-upla§ de vectores los cuales forman una r — base de Griibner de M.

Ejemplo 39. Bases de Grobner

Calcular laBase de Grobner del ideal respecto a orden monomial lexicografico con

x> y> z
I= -z%+x-2z°+y

Sabemos que nuestro Ideal no es una base de Grébner, como € gercicio nos lo estén
pidiendo con &l orden monomial lexicogréfico ya se encuentra ordenado.

Encontraremos e S-Polinomio:

x# xP
S Lz _W'h_ﬁ'fz
x=z>en fifs
_ ZE — _ EE =B
Sfhtf: = A T tX - g CEHY
Shfp = -2z -z%+x -2°+y

Sfufe =28-xz-2°+y
Shifz =-xz+y

ShhT=Ff
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Comprobaremos con € algoritmo de ladivision si nuestro f; pasa a ser parte de la Base
de Grdbner.

a:0

a,:.0 r
f,=-2z"+x - Xz+y
f,=-2+y 0

-XZty s -XZty

Como €l residuo no es cero entonces f; = —xz + ¥ pasa a ser parte de la base.

F={-z%4+x,—2°+y —xz+y)

Ahora encontraremos el S-Polinomio de f;, f; con x = xz*
: xz* . gzt
Sf.ftnf:!]:{:g';]{"'i? +I]*‘-{:_E]{“-x2+}']

S(fi, fa) = (=x)(=z* + x) = (—=2%) (—xz + y)
S(fu.f5) = xz* = x% = xz* + y2°
S(fu. f3) = —x* + yz?
S(fu f3) = yz°—x?

T I.':J.EI;JF‘- = .f"1-
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Comprobaremos con el algoritmo de ladivision s nuestro f, pasa a ser parte de la Base
de Grébner.

a;- X
a,.0
3
a..z r
f1:‘24+x 33 2
- X
—_ 5
f,=-z27+y . .
fo=-xzry | YT
g= X2ty 4 2
xz* - X
- xzt +x°

f, = v2*—x? Pasaaser parte de la base

F={-z%4+x —2°+y —xz+y yzi—x?}

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f,, f; con x” = xz®
o xz® xz5
S(fafa) = | —5 ) (=25 +y) | = ) (—xz + )

S(fa fz) = (=x)(=z° +y) = (—=z*)(—xz + ¥)
S(fo, f3) = x2° — xy — x2° + yz*

S(fa f3) =yt —xy = (=¥)fi
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Comprobaremos con € agoritmo de la division s pasa a ser parte de la Base de

Grébner.
a,;:0
a,:0
a, X
£ oty a, z r
1 4
f2:'25+y _yzyz4 _X))/(ZZ
f,=-xz+y 5
f =y X2 - X°Z- Xy
N X’z - xy
- 2Xy ——3 - 2XY
Por lo tanto

F={=z%4+x —2°4+y —xz+y yzi=x?}

Ahora encontraremos e S-Polinomio de f,, f, con x? = yz*

S f) =125 (24 +20) = [S5) 7 ~x?)

S(fufa) = (=9)(—z*+x) — (2)(yz*—x7)
S(fuf) =yz* —xy —yz* +x7z
S(fufi) =x*z—xy = (-x)fs

I T
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Comprobaremos con e agoritmo de la divison si pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,:0
a,:0
a - X
f,=-2z%+x ?“: 0 '
f,=-25+y X“Z- Xy
f,=-xz+y - X’z +xy
2 =YZ - X Y i O
Por lo tanto

F={=z%4+x —2°4+y —xz+y yzi=x?}

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f, f, con x# = —yz=

J._}rzF-‘
yz?

S f) =1 25 1 (=27 +3) = | 2o | 777—?)

S(fa fy) = W)(=2° + y) = (=2%) (yz®—x?)
S(fa fa) = —yz° + y* + yz° — x%2?

S(fafi) = —x?22 +y* = (xz+ Y)fs

BiERT =0
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Comprobaremos con € agoritmo de la division s pasa a ser parte de la Base de

Grébner.
a,:0
a,.0
axz+y
a, 0 r
f,=-2z"+x s
f2=-25+y X°z°+y
f,=-xz+y - x°z° ~ 9z
— 53 2 - Xyz+y
4a=Y2 - X 2
-y
0 — 0
Por |o tanto

F={=z%4+x —2°4+y —xz+y yzi=x?}

Ahora encontraremos e S-Polinomio de f;, f, con x” = xyz?

xyz?
—Xxz

3
St ) =1 25 | (22 49) = (5 ) 02829

S(fs fy) = (=yz®)(—xz + y) = (x) (yz°—x?)
S(fa. fo) = xyz® — y*z% —xyz® + x°
S(fafy) = —y*2% + 23

Gl =%
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Comprobaremos con el algoritmo de ladivision si nuestro [ pasa a ser parte de la Base

de Grébner.
a,:0
a,.0
a3'-y22
f oy a, -X r
fl:-25+y y*z’ +x°
2
f3:_X2+y yzzz _ 3 3
. X" - Xyz
4s=YZ - X 3 3
- X*+ Xyz

fs = —v*z* + x? Pasaaser parte de la base.

F={=z2%+x—=2°4+y —xz +y yz3=x? —y?z% + x%}

Ahoraencontraremos € S-Polinomio de f;, f= con x” = —y?z*

S f) = [- ) (=2 +0 - | :_:_i% | (=y222 +1%)

S(fi fs) = ) (=z* + x) — (23) (=2 + x7)
S(fi fs) = =y*z* + xy? + y?z* —x327
S(fi.fe) = =x?2% + xy* = (x*z + xy)fs

:'-E.J:Ij'r =10

B
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Comprobaremos con € agoritmo de la division s pasa a ser parte de la Base de
Grébner.

a,:0

a,:0

a;x’z+xy

a, 0

ag: 0 r

f.=-z2*+x
1
- X7+ xy?

f,=-2"+y
fo=-xz+y x°z? - x*yz
2 2
L=yE - X ;(yz+x3/
x’yz- Xy
O —— =5 0

fo=- yzzz +x3

Por lo tanto

F={-z%4+x—2°4+y —xz+yyz?—x? —y?z? + x%}

Ahora encontraremos e S-Polinomio de f,, f= con x” = y*z°

2.5 255
St = (T5 ) (-2 49) = | 25 | (372 +.2)

S(fauf5) = (=¥°)(—2° + y) — (=27)(—y?2* + x7)
S(fo f5) = y?2° —y? —y°z° + x%2°
S(fafs) = x%2° =% = (x*2° + xyz + y*) fy

I L )
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Comprobaremos con el agoritmo de la divison s pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,;:0
a,:.0
ag - X°z° - xyz- y*
a, 0
f=-2"+x ag:so 3 r
- xX’z° -
:2:')2(2::;/ -X323ZX2y22
,=- AN
f, =yz*- x° x*yz® - y?
4 2\ ,52 2
- X°yz© +xy“z
f5:-y222+x3 - :
Xy'z-y
_Xy22+y3
0O ——=>» 0
Por lo tanto

F={=z2%+x—=2°4+y —xz +y yz3=x? —y?z% + x%}

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f;, f= con x” = xy?z?

2 2

xy?z?
y

xy2z
—x

= | (=»%2% +x7)

S(fafe) =| | (—xz +3) —|

—yipi

S(fa fs) = (=y22) (—xz + y) = (—x)(—y%2? + x7)
S(fa fo) = xy?2® — y3z — xy?22 + x*
S(fs.f5) =x* —y3z

T =
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Comprobaremos con € algoritmo de ladivision si nuestro f; pasa a ser parte de la Base
de Grdbner.

a,:0
a,:0
. 2
a;-yz
a, 0
ag: X r
f,=-z"+x —
f2='25+y x3-y222
yz-Xxyz
f,=-xz+y —
x4 - xy272
= vz - x2 Xy
4= Y2 4 2,2

2_2 3 _X—H(u

Por lo tanto f, = x* — y3z pasaaser parte de labase.

F={—z*+x —2°+y —xz +y yz?—x2 —y?22% + x? x* — y37)

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f;, fs con x# = y*z?

2'%

S(farfs) { l{yz —x?) —~{ — 1 (5?2 + %)
S(fa, f3) = W (yzP—x?) — (=2)(—y%2z* + x7)
S(fofo) =y22% —x%y—y222 4+ x%z

S(fo &) =23z —x?y = (—x%)fy
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Comprobaremos con e agoritmo de la divison si pasa a ser parte de la Base de
Grobner.

a,:0
a,.0
a, - X°
a, 0
a;:0
L =-2%+x a,: 0 r
=-72°+y x3z- x?
2 3 2
- X°Z+X
s 5 0 > 0

.50 =0 no pasaaser parte delabase

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f;, f, con x” = x%z*

SUufd) = =5 | (2% +0) = [ - | (* - y*2)

S{h-f:-:.] = f_"‘l'q';lf_—-24 -I-x] — {34]{I4 ___},:;z]
S(fi, fe) = x%2% = x5 —x%2% 4+ y3z°

S(fufe) ==x>+y3z°
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Comprobaremos con € agoritmo de la division s pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,:0

a,:0

ag - X°

a, 0

a;:0

a, - z* r
f,=-2*+x - xE YRz
f2:-z5+y X5-X4Z4
fy=-xz+y - x'z+y37°
f,=yz’- x° x*z*- y3z7°
f=- yzzz 33 _O—_ 3 0
fo =x*-y’z

_ ,': :.',er = () no pasa a ser parte de la base.

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f,, f, con x” = x*z°
. x3z5 x4z9
SUfaf) =l 1 (=2 +3) = [ | (x* = »%2)

S(fo, fo) = (=xY) (=2 + y) — (2%)(x* — y3z2)
S(fo, fe) = x%2° —xty — x%2° + y3z°

5(fo fo) = —x*y + ¥32° = y(—x* + y22°) = y(—x* — y23)f,
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a7

Comprobaremos con e agoritmo de la divison s pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
- X’y
a,.0
a;x’yz’®
a,y’z®
a;:0
f1:-24+X 4a6:036 r
fo=-2%+y - x'y+y’z
2
f3 =-Xxz+y X4y' X3y24
PRIV y3z° - x3yz*
4
B - 375 4+ x2y253
fo=- Y227 4% Y’z +x'y'z
ooty - x°yzt +x°y°z
s =X Y2 x3yz* - x2y?7?

0 5 O

LY =0 nopasaaser parte dela base.

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f;, f con x” = x*z
. xiz x4
S(fafe) == | (=xz+ ) = [ | (x* = y2)
S(fafe) = (—x¥)(—xz +y) — (2)(x* — y32)
S(fafe) =xtz—xPy—xtz + y32°

S(fa fe) = —x3y + y32°

S(fa fe) = y(=x% +y%2%) = yf;
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Comprobaremos con € agoritmo de la division s pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,:0
a,:0
a,:0
a,.0
ag;-y
f]_ - Z4 +X ae: 0
f,=-2+y - X’y+y’z
f,=-xz+y x’y- y’z
PERVAERS B
f5 - y222+X3
fo=x*-y’z

.Y =0 nopasaaser parte dela base.

Ahora encontraremos e S-Polinomio de f,, f: con x” = x%yz?

xty
x

SUuf) =| If 2 ) (yz® - x%) —|

z.

z?!
— | (x* = ¥32)

S(fa.fe) = (x*) (yz® = x%) = (y2?) (x* = y32)

S(fufo) = x*yz? = x° = x'yz® + yiz*

S(far fo) = —x® + y*2*

S(fa fo) = (=2 = y*2%) f;
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Comprobaremos con e algoritmo de ladivision si pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,:0
a,:0
a,:0
a,:0
a5:-x3-y222
f1:'Z4+X 6 48;6:0 r
f,=-25+y -X"+y'z
f3_-XZ+y XG X3y222
— 3 2 X3y222+y424
4 =YZ X 3252 _ A h
fo=- Y222 +%3 yz-yz
R 0 > 0
fe=x"-yz

U .0 =0 no pasaaser parte dela base,

L

Ahora encontraremos € S-Polinomio de f, f; con x” = x*y?z?

xhyZz?

x4

SUo fo) = =57 | (2 +29) = | =5 ) (r* =5%)

S(fs fe) = (=xN)(=y?2% + x3) = (y%2%) (x* — y32)
Sifq-fﬁ] = I4}'222 ___x? ___x4},222 +},EZE

S(faife) = —x7 +y°2°

49
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Comprobaremos con el algoritmo de ladivision si pasa a ser parte de la Base de

Grobner.
a,:0
a,.0
a,:0
a,.0
ag: - x*
‘252
foo gt ey s yz r
1 —_—
f,=-f4y | X YT
2 x7-x4y222
fy=-xz+y
4,,2,2 5,3
32 -Xy'zi+ty'z
s =Y - X

4,22 5.3
2.2 3 Xyz-Yyz

D 0 —— 0

L5 5)F = 0no pasaaser parte dela base.

F={=z%+x—2"+y —xz+yyzi—x? —y?z% + x3 x% — y3z}

Esta esmi Basede Grobner.
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9.4.2 Ceros de Hilbert

Definicion 40. Los Cerosde Hilbert
Seaunavariedad V' K™ yunidea [, consideremos

Varieda afines Ideales
vV — (V)

Reciprocamentedado unideal I K x4,---,x,, , definimos € conjunto;
VIi=x Kufx=0174F 1

El teorema de la Base de Hilbert asegura que V(1) es una variedad afin por que existe
un conjunto finito de polinomios fy, -+, f 1= f,- f , dondeV (/) es d

conjunto de raices comunes de estos polinomios por consi guiente tenemos el mapeo:

Ideales Variedades afin
! — 70

L os mapeos anteriores dan una correspondencia entre Ideales y Variedades, pero dicho
Mapeo No €S uno a uno, es decir Ideaes diferentes pueden corresponder a la misma
variedad.

Ejemplo 41.

S x, x* son ideales diferentes en K x que tienen la misma variedad V x =
V x% = 0, ahoraconsideremos 1,1+ x% 1+ x*+ x* K x que generan idedles

diferentes.

Ih=1=Rx,lLb=21+x%1;=1+ x%+ x*
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Pero cada polinomio no tiene raices reales, siendo sus variedades correspondientes

vacias.
VL =VIL =VI =

En cualquier anillo de polinomios, basta la clausura algebraica para garantizar que €
unico ideal que representa la variedad vacia es € mismo anillo. Esto es €
Nullstellensatz Débil, el cua es base de unos de los resultados matematicos mas
celebrado del siglo XIX. El Nullstellensatz de Hilbert, tal fue su impacto que ain se

usala palabratipicaen Aleman Null (=cero), Stellen (=lugares), Satz (=T eorema).

9.4.3 Sistemas de Ecuaciones Polinomiales y Variedades

Teorema42. Loscerosde Hilbert (El Nullstellensatz de Hilbert)

El teorema de los cero de Hilbert representa el borde de la moneda cuyas caras son €
algebra conmutativa y la Geometria Algebraica, es la herramienta fundamental para €
traslado de la Geometria Algebraica a lenguaje de Algebra Conmutativa y viceversa.
Este Teorema prevé la conexién entre las variedades de un conjunto de polinomiosy €
ideal polinomial definidos por ellos.

Teorema 43. El Nullstellensatz Débil

Sea K un campo algebraicamente cerrado e /, unideal con ¥V I = | entonces [ =

K xy - x, .

Demostracion. Para probar que | = K x4,---,x, la estrategia es mostrar que €
polinomio constante 1 estaen [, porquesi 1 [, entonces por ladefinicion deidea f =
f-1 I f Kxq- x,.Entoncessaber que 1 [ essuficiente para probar que /

est K xy,---,x, todod anillo.
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La prueba es por induccién sobre 1, € nimero de variables. Si n=1, 1 K x
satisfacequeV [ =

Supongamos ahora que se cumple para €l anillo de polinomios en n - 1 variables en
K xy-,x,.Safl= f,.,f unided en K xy,---,x, conV¥V I = . Asumamos
gue f; no es constante porque de lo contrario no habria nada que probar. Supongamos

que el grado total de f, es N > 1, podemos asumir también f, tienelaforma:
fi %y, %, = cx+ términos en x, con grado < N,
Donde ¢ # 0 es una constante. Consideremos e cambio lineal de coordenadas

=5
Xz = Xzt azky

x,=X,+a,

Donde los @; son constante en K que deben determinarse. Si sustituimos xy, ..., X,, f;

adquierelaforma

fi 2y, = f(E X+ agky, - X, + X
=C @y, 4, XY+ términos en x,con grado < N

Donde ¢ a,,--,a, €S unaexpresion polinomia no nulaen ay,---,a,, por definicion
de polinomios antes de proseguir probemos que K es un campo agebraicamente

cerrado esinfinito.

Sea K un campo algebraicamente cerrado. Supongamos que K es finito, digamos K =

tty, -+, @, , formemos el siguiente sistemade polinomiosde K x .

fx = x-a, x—-a;, - x—-a, +1
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Observemos gque € polinomio asi formado no tiene ningunaraiz en K puesto que:
fa, = a4-ay -y - -, +1

fa, = 0 ay-at; - 43—, +1=0+1=1%0

fa, = a,—ay a— ty - -, +1

fa, = d—-a, 0 a—-a, +1=0+1=1#0

fﬂ'n = o, -y @, - g o Oy~ O, +1
fa, = a,-a, a,-a; - 0+1=0+1=1%0

Lo cua contradice € hecho de que K es algebraicamente cerrado. Por tanto K es

infinito, asi podemostomar ay,---,a, conc @y, -, a, # 0.

Con esta escogencia de a4,---, @, bao e cambio de coordenadas todo polinomio
[ K xy,- x, setrasformaraen € polinomiof K %, ,%,,0 f_por como [ es
un ideal 0 I, y & polinomio que le corresponda a este mediante el cambio de
coordenadas es € polinomio ¥, 0,%“ y este polinomio nulo del anillo K &,,---,%, , a

saber e polinomioOseaf fyg I
Seenahoraf [yg K&, - ,%,,implicaque f Iy g K x,-,%, comol
es un ideal de K xy,-,x, tenemosque fg [yas fg= ﬂi’ I. Observamos que
todavia V [ = por que s las ecuaciones tuviesen solucion tambiéen tendrian las

originales. Ademés si podemos probar que 1 =1 Ise seguirad del hecho de que

las constante no son afectadas por la operacion -

De ahi es suficiente probar que 1 I fi 1 setrasformaen f, I con la propiedad
que:

f %y %, =€ Ay, @, XY+ términos en x,con grado < N
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Donde ¢ ay,---,a, # 0. Esta observacion nos permite relacionar V I con su

proyeccion en el subespacio de K™ con coordenadas i, -+, %,,. Sea
]T'L - K?l N K?l 1

El mapeo sobre las Ultimas n— 1 componentes, s hacemos Iy n K i3, -+, %, se

establece que:
Vi =mWWl)

Esto implica que:

Por |a hipétesis de induccion sesigue que I, = K i, -+, &,, , pero esto implica que 1

I, I,portantol = K xy,-- X, .

Inspirados por & Nullstellensatz Débil uno podria esperar que la correspondencia entre
ideales y variedades a fines de uno a uno si nos restringimos solamente a los campos
algebraicamente cerrados. En el gemplodeV x = V x* = 0 esvdidoen cuaquier
campo, sSimilarmente losidedles x% v, x,¥ (y e caso masgenera x™ ¥™ n,m

@.,) son diferentes pero definen la misma variedad: 0,0 k™. Estos gemplos
ilustran unarazon basica del porque ideales diferentes pueden definir la misma variedad
porque una potencia de un polinomio se anula en e mismo conjunto que el polinomio

original.

El Nullstellensatz de Hilbert establece que en un campo al gebraicamente cerrado, esta
es la Unica razén para que ideales diferentes den la misma variedad: si un polinomio f
se anula en todos los puntos de una variedad V ('), entonces alguna potencia de f debe

pertenecer af.
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Teorema 44. El Nullstellensatz de Hilbert.

Sea K un campo algebraicamente cerrado. Si f;, -+, f; K x4,---,x, sontaesque f

I(V fi,-+, f ), entonces existeun enterom = 1 tal que:

o fue

(y reciprocamente).

Definicion 45. Espacio afin

Sea K uncampoyn [, entonces definimos € espacio afin n — dimencional sobre K

como K™ = @y, @,  ay, -, a, K.

Los polinomios pueden expresarse también como funciones, estableciéndose una
conexion interesante entre los polinomios y € espacio ain. Si f= Y, gncata
pertenece a anillo de polinomios K x4,---,x, sobre un campo K, podemos evaluar
[ en cada punto de K™ obteniendo una funcién f: K™ - K, definidaasi: ay, -, a,

K™, reemplazamos cada x; por @; en la expresion para f. Como todos los coeficientes

de f pertenecena K, entonces | a;,---,a, K.

El hecho de considerar a un polinomio como una funcion es lo que hace posible

establecer relaciones entre € agebray la geometria.

Definicion 46. Variedades Algebraicas

Dado un conjunto de polinomios A= f; ;; R=Kx,-,x, ,la vaiedad
algebraica determinada por 4, V A K™ se define como € conjunto de todas

aquellas n- uplas que son ceros comunes atodos los polinomios de A. Es decir

VA= a= a, - a, K" fia =0, fiend.
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Observaciones 47.

1. VA =V 1 donde! esel ideal de R generado por A. Primero, observemos que si
A B entonces setieneque V B VA . Enecasoend que B=1 setiene
también la contencion en € sentido contrario yaque si @ es un cero comun de todos
los polinomios de A también lo es de cualquier elemento que sea una
combinacion lineal de elementosde A con coeficienteen R.

2. Paratodo par deidedes I,/en R setieneque V I nV [ = VI-[] vyque
VI V] =VI+]. Aqui I,/ denotael conjunto detodos los elementos que
son sumas de productos de elementosde [ ¥ [. Como [,/ estaincluidoen I,y en/
entonces V I,/ deberdestarincluidoenV I yen V [ . Esto pruebalainclusion
VIinV] VI-|.Ahoras # VI nV ] setieneque # debe serun
cero comun atodos los elementos de [ v [,y por lo tanto de cualquier suma @ =
>figp conf, I v g, | Esto demuestrala otrainclusion. La demostracion
delaotraigualdad essimilar.

3. Por € teorema de |la Base de Hilbert vemos que existen f,,---,f, [ talesque
VA =V fh =VfinVfn-nVf ,dedonde se ve que cada
variedad algebraica se puede expresar lainterseccion de hipersuperficies en K™.

Teorema 48. Sea X K™ unavariedad algebraica. Entonces X es irreducible si y
solos su anillo coordenado, K X es un dominio entero.

Demostracion:

Supongamos que X esta definida como € conjunto de ceros de un cierto ideal
{ R =Kxy,-,x,, yque X esirreducible. Sean f, g K X dos funciones
polinomicas talesque f,g =0 en K X . Definamos X, =V I+ Rf y X, =
VIi+Rg.Paacadaa X setienequefa =0 oga =0,luego a X, o
a X, dedondesededuce que X eslaunionde X; y X,.Como X es irreducible
setieneque X; =X o X; = X. La primera iguadad nos dice que f es

idénticamente cero sobre X, esdecir, f = 0 en K X esun dominio entero. m
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Definicidn 49. Variedad afin
El conjunto de todas las soluciones simulténeas ay,---,a, K" dd sistema de
ecuaciones:

.Irl Il!"'lxu = 0
fz Xy Xy = 0

,lf'f R CTRANET =1 0

Recibe el nombre de variedad afin definida por f,,--, f., y sedenotapor V f;, -, f. .
Unsubconjunto ¥V K™ esunavariedad afinsi V = V f,,---, f; paraagunacoleccion

depolinomios f; K x4,---,x, estoes,
V e s = ageeea, K™ f ay,-a, =0,1<i< 5.

Una variedad puede describirse por diferentes sistemas de ecuaciones. Observemos que

S
g=pfi+ pafot -+ pof. donde p; K x4, ,%, , 1< i< 8,

Son polinomios cualesquiera, entonces g d4,:--,ad, = 0 para todo a;,--,a,

V fi,-, f . Asl, dado cuaquier conjunto de ecuaciones que definen una variedad,
podemos siempre producir un nimero infinito de polinomios adicionales que también
se anulara en dicha variedad. Estos polinomios adicionales, como en € caso de g, son
elementos del ided fy,:--, f. . Ademas una coleccion de estos nuevos polinomios

puede definir lamismavariedad quelos f;, -, f..

Tomando en cuenta lo anterior, junto con & teorema de las Bases de Hilbert, podemos
pensar en una variedad como algo definido por un ideal en K x4,---,x,, , mas que por
un sistema especifico de ecuaciones. Si queremos pensar en una variedad en el sentido
anterior, la podemos denotar por V=V [, donde I K xy,---,x, es € idea en

consideracion.
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Ahora, dada una variedad ¥V K™, podemos también tratar de regresarnos en la
construccuion de la variedad V' de un ideal, considerando la coleccion entera de

polinomios que se anula en cada punto de V.

El conjunto de K* = ay,-,a, :a;, -, d, K € espacio afin n—dimensional
sobre K, y vimos que cada polinomio f K xy,-,x, defineunafuncion f: K™ -
K. Esdecir d evaluar f en ay, -, a, K™, por la sustitucion de x,= a,, la

expresion que resultaestaen K.

Notemos que cualquier ecuacion p= g , donde p= g K x,---,x, , puede ser
reescritacomo p- g = 0, asi que es usua escribir todas las ecuaciones en la forma
f =0 Y siempre haremos esto. Para generalizar, podriamos considerar las ecuaciones

simulténeas de un sistema de ecuaciones Polinomiales.
Idealesy variedades afines
Tratemos ahora de establecer larelacion que existe entre ideales y variedades a fines.

Una variedad puede describirse por diferentes tipos de ecuaciones. Observemos que S
g=pfi+ pafot -+ pf., donde p, K xq,,%,,1<i< s , son polinomios
cualquiera, entonces g a4,---,a@, = 0 paa todo @y, -, a, v fy,, f . As,
dado cualquier conjunto de ecuaciones que definen una variedad, podemos siempre
producir un numero infinitos de polinomios adicionales que también se anularan en
dicha variedad. Estos polinomios adicionales como en e caso de g, son elementos de
ideal fy,---,f. . Ademas una coleccion de estos nuevos polinomios puede definir la

mismavariedad delos f,, -+, f..

Tomando en cuenta |o anterior, junto con el teorema de las Bases de Hilbert, podemos
pensar como en una variedad algo definido por un ideal en I K x4,---,x, , més que
por un sistema especifico de ecuaciones. Si queremos pensar en una variedad en €
sentido anterior, la podemos denotar por v = V' [ ,donde I K x,,---,x, esel ided

en consideracion.
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Proposicion 50.

Sean V' vy W variedades afinesen K™. Entonces
a VvV W dysilos!V [IW
by V = W sysolos !V =1 W

Observaciones 51. Las primeras claves en larelacion entre ideales y variedades estén

resumidas en |os siguientes teoremas:

a) Version fuertedeloscerosde Hilbert: Si K esun campo algebraicamente cerrado

el esunided en K xy,-,x, , entonces! V I = VI.

b) Correspondenciaideal -Variedad : Sea K un campo arbitrario |os mapeos

Variedad afines - ldeales (1)

Ideales —~ Variedadesafines (V)

Invierte las inclusones ' y [ VI =V paa toda vaiedad afin V. S K es

algebraicamente cerrado entonces

Variedad afines » ldeales Radicales (1)

Ideales Radicales -~ Variedadesafines (V)

Invierte las funciones (como unafuncién uno a uno) y son inversos mutuamente.
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Propiedades 52. Sea K un campo algebraicamente cerrado V, W K™ variedades y
sean I,/ K x4,---,x, ldeales. Entonces en la correspondencia ldeal- Variedad se
cumple

1. VI+) =VI +V]

2 V1=Vl VI

3VI 1 =VInV]
4. V1Inl =VI1 V]
5. 11 J=11nll
6. 1lnJ = 11 +11J

9.4.4 NUmero de soluciones

L os sistemas de ecuaciones polinomiales aparecen en muchos modelos matematicos de
sistemas fisicos, en €l estudio de estructuras algebraicas y en la descripcion algebraica

de objetos geométricos, robdtica.

Es ahi donde radica la importancia de resolver dichos sistemas, pero antes de entrar a
método de solucion, necesitamos saber € limite de soluciones distintas y € numero

exacto de soluciones. Para ello introduciremos un nuevo concepto de a gebra cociente.

Béasicamente |o que se pretende hacer es que, dado un idea [ y la Base de Grobner
asociada adicho ideal, e nimero de soluciones distintas es la cardinalidad del conjunto
B= x*x% tp() .

Lema 53. Lema de Dickson: Sean = 1, y sea ty,t;, -+ una sucesion de términos en

T™. Entonces existe un numero NV > 0 tal que parai > N el termino t; es un multiplo de

uno de los términos ty, -+, ty, €s decir, el monoideal t,,---,t,  T™ es generado por
ty, oty .
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En particular, para cada anillo A, € idea t,,--,ty, A xy,--,x, es finitamente

generado.

Demostracion. Debemos probar que € monoideal ty,---,ty  T" es finitamente

generado, para €ello verificamos primero que € mapeo log:T" - @™ dado por

LIy
'L )

ity

Xt e " e iy, e, @, esunisomorfismo de monoides. Lainyectividad del mapeo
log se sigue claramente del hecho de que dos términos t,, ¥ t; en T™ son distintos s y
solo si @ v fi son distintos. Por otro lado, para todo elemento a4, -+, @, @A™ existe
un Unico elemento t, en T", con lo cual se hace obvia la sobreyectividad de log.
Observemos ahora que € monoided log t, ,log t; - A" es finitamente
generado, dado que & monoide @",+ es notheriano. Entonces existe un numero N >
0 td que logt, logt,,- e generado por logt, ,---,logt, . En
consecuencia, por laisomorfia T" @™, el monoideal t,,:--,t,,  T" es generado

por ty, -ty . |
Ejemplo 54.

Seal= xy?- x% x3y?- y! X, ¥ Yy usemos € orden Lexicogréfico Graduado.

Encontramos que

Z

6= ¥3p%- ptat- y? xy3 - x% yt - xy
Es unaBase de Grobner paral. En consecuencia tp(f) = x3y? x* xy? v* | donde

al =(32) a3 =(40)
a2 =((13) a4 =(04)

Dondea 1 ,a 2 ,a 3 ,(4) son los grados de los términos principales de la base,

ahora podemaos graficar estos puntos en €l plano cartesiano.

Este ggemplo esta construido manuamente y también utilizando los software Singular y
Mathematica, también el CoCoA nos permite ver € limite de solucionesy e nimero de

soluciones.
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Lasalidade Singular
> LIB’’graphics.lib’’;
Ring r0=0,(x,y),Is;
Ideal 1=x3y2,x4,xy3,y4,
Ataircase(*” “’,std(1));

Nos dara laentrada del Mathematica para obtener |a grafica.
Show|[Graphics[{{GrayLevel[0.5],
Map[Rectangle[#, {8,7}]1&,{{3.2},{4,0},{1,3},{0,4}}1}.
PointSize 0.03 ,Map Point, 32, 40, 1,3, 04
Table[Circle[{i, j},0.1],{i, 0,8}, {j, 0,7}1},

Axes - True, AspectRatio —» Automatic]]
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Los elementos gque estan por debajo del drea sombreada son todos |os puntos que no

pertenecen a ideal formado por los términos principales de 1.

Dado cualquier f X, %,y por la proposicion anterior tenemos que € residuo f %
sera una - combinacion lineal de los 12 monomios
1, x% x% v oxy, 2%y, 0%y, vE xv® x%v? ¥4, lo cuales son los e ementos que estan por
debgo del area sombreada. Se observa que todos los residuos pertenecen a un

subespacio vectorial de @ x,y dedimension finita.

Lo que implica que & conjunto B = 1,x x% x% v xy, 2%y 2%y v2 xy? x2y% y* |

este conjunto nos servira para encontrar €l limite de soluciones distintas.

Definicion 55. Sea A unanilloon> 1, F= A x4,--,x, unanillopolinomia y r > 1.
Un P-submédulo M P" es un médulo monomial, si tiene un sistema de generadores
compuestos por elementos de T" &,,:-,&, . Un sub médulo monomia de F sera

denominado un ideal monomial de F.

Observacion 56. Para ideales monomiales | A xy,--+,x,, , podemos ilustrar €
conjunto de términos en | de la siguiente manera: Un término x3x,  T* se representan
por medio del punto i,j  @% Entonces, para cada término xjx, [, € cuadrante

x¥,xb k> i,l>j estacontenidoen I.

Proposicion 57. Limite para €l numero de soluciones Sean f,,---, f.  P-polinomios
que generan a idea cero-dimensiona [ = f,,---,f, . Entonces e sistema de
ecuaciones f;, Xy, %X, = = f. X;,---,x, =0 tiene a lo sumo dim, P-I

solucionesen K.
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Demostracién. Dado P= K x,,--,x, , las soluciones del sisema de ecuaciones
polinomiales S se corresponden una a una con los idedles maximales en P que

contienen al P. Sean my, -+-, m, estosideales son maximales. Asi podemos decir que
De donde obtenemos

dimg(P/1P) > dimg(P/(my n - nm,))
Para seguir con la demostracién es necesario enunciar un teorema muy importante.
Teorema 58. Chino del Residuo.
Seaff unanilloyseanly, -, 1, ideadlesen K.

1. El mapeo canbnico R-lineal @: R/ (I, -+, 1,) — [Ni., B/I, esinyevtivo.

2. Silosidedes!y, -, I, son maximales en pargja, esdecir, si I, + I, = R parai #
], entonces e mapeo @ es un isomorfismo de f- modulos.

Ahora podemos proseguir con la demostracion. Por el teorema chino del residuo 1.
Sabemos que

P/(myn--nmy) i, P/m,
Y ademéstenemos P/m; K parai = 1,---,t. Finalmente obtenemos que
dimg(F/1P) > dimg(P/T).

En conjunto hemos conseguido

t

t = dimg P/m, = dimg(B/(my n - nm,)) < dimg(F/1P)
=1
= dimg(P/1)

De donde
t < dimy(P/T)

Que eraladesigualdad que se queriallegar. m
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Ejemplo 59. Consideremos € siguiente sistemay encontremos € limite para el nimero
de soluciones.

x*+y+z=1

x+y*+z=1

x+y+zi=1

Para calcular € limite parael nimero de soluciones utilizaremos el CoCoA 4.7.4

UseR ::= QQI[x,y,z],DegRevL ex;

| :=ldeal (X" 2+y+z-1 x+y" 2+z-1 X+y+7" 2-1);

J:=ldeal (I);

Print " El ideal detérminos principaleses.”;

LT();

Print " La base del modulo cociente esta formada por:";
QuotientBasis(L T(J));

Print " Por tanto la dimension del modulo cocientees:™ ;
L en(QuotientBasis(L T(J)));

El ideal detérminos principaleses:

Por tanto la dimensiéon del médulo cociente es:
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Donde € idea de términos principaes es tp I = 272, v"2,x"2, as que la
dimension dimg P/I = card B,,; = cad 1,2y yzx xz,xy,xyz = 8, por lo

tanto, 8 es el limite superior para el nimero de soluciones del sistema.

Definicidon 60. Radical deunideal: Seal K xy,---,x, unideal. El radica de ! es€
conjunto:

Vi= g Kuxy-.x,:g" Iparaalgunmz=1

Un ideal se denominaun idea radical si vI = I.

Teorema 61. NUmer o exacto de soluciones

Sea | un ideal radical cero-dimensional en P, sea K la cerradura algebraica de K, y sea
P=K x,-,x, .S K esun campo perfecto, e niimero de soluciones del sistema de
ecuaciones S es igua a nimero de ideales maximales de P que contiene a I P, y este

ndmero es precisamente dim, P-T .

Demostracion. Podemos escribir { = my n --- n m, con ideaes maximales my, -+, m;
de P, y escribimos también m,P = T,y n -+ n ,,, con ideales maximales i, y, -+ , i,

de P parai = 1,--,t. Entonces el Teorema chino del residuo tenemos

t t

dimg P/I =  dimg P/m, =  dimgz B/mP

=1 =1
dhn.ﬁ{ F/'F = 25:1 Z:-:ldhnrf(ﬁ/mu) = 25:1.”4-

El nimero S!_, i, es exactamente € nimero de ideales maximales de F que contienen

alP, esdecir, € nimero de solucionesde S. =
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Ejemplo 62. Retomemos €l sistema de ecuaciones polinomiaes del gjemplo 59:
x*+y+z=1
x+ yi+z=1

X+ y+ z2°=

Utilizaremos el CoCoA 4.7.4 para encontrar el nimero exacto de soluciones.

UseR ::= QQI[x,y,z],DegRevL ex;

| :=ldeal (X" 2+y+z-1 x+y" 2+z-1 X+y+z" 2-1);

Print " El radical del ideal | es:";

Radical(l);

Print " La Basede Grébner del radical del es:";

RADI ;= Radical(l);

GBasis(RADI);

Print " El ideal detérminos principalesdel radical del es.";
LT(RADI);

Print " La base del modulo cociente esta formada por:";
L := GBasis(RADI);

J:=ldeal(L);

QuotientBasis(L T(J));

Print " Por tanto la dimension del modulo cocientees:” ;
L en(QuotientBasis(L T(J)));

El radical del ideal | es:

LaBasede Grobner del radical del es:
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Se observa que @ numer o exacto de soluciones es 5.

9.4.5 Método de Autovalores

El problema central del trabgo se basa en encontrar las soluciones del sistema de
ecuaciones polinomiales f, = f; = .- = f. = 0. Sobre I, es decir, encontrar |os puntos
delavariedad VV I , dondel esel ideal generado por fy, ..., [..

Dado un polinomio f K x4,---,x, , podemos usar la multiplicaciéon para definir un
mapeo lineal m; de A = K xy,---,x, / I en si mismo. Mas precisamente, dado f y su

clase f A, definimosm;:A - Aporlareglasi g A, entonces
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mg g = f-9=fg A
Algunas propiedades de m, estan dadas de la siguiente proposicion.

Proposicion 63. Mapeo Lineal Seaf K x,,---,x, entonces

1. El mapeo m; esun mapeo lineal de 4 en A.

2. my; = m, exactamente cuando f - g . Por consiguiente, dos polinomios dan €
mismo mapeo lineal si y solo si difieren por un solo elemento de [. En particular,

m, es el mapeo nulo precisamente cuando f 1.

Demostracion. Para probar la parte @) usaremos laley distributiva de la multiplicacién

sobre laadiccion en el anillo A.

S g, a2 Ayc K, entonces
me cf + = f.cf+ @
me cf + =cf g+ f O

me ¢ f + =cmy f o+ my

Para la pate b) supongamos que m, = m,. Puesto que 1 es € idéntico

multiplicativo en A, entonces

Porlotanto f = g. m

Puesto que A es un espacio vectorial sobre . de dimension finita, podemos

representar a m, mediante una matriz con respecto a una base. Denotaremos esta

matriz también como m;.
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Proposicion 64. Sean f, g A. Entonces:

1 mp,,=mp+my,
2. my,=my-my (donde & producto a lado derecho es la composicion de

operadores lineales o la matriz multiplicacion).

Esta proposicion dice que € mapeo que enviaa f K xy,---,x, alamatriz m,
define un homomorfismo de anillos ¢ K x4,---,%x, d anillo M,.,(K) de las

matrices dxd, donde d esladimensién de A como K-espacio vectorial.

Demostracion. El homomorfismo de anillo esta definido de la siguiente manera.
. K Xyper Xy — M:i:l::!(f()

f—om

Por consiguiente,

Mpg=@f+g =9f +pg =m+m,
Andogamente,

My,=@f-g=9f 9g=mm =

Sea @ x = Y",5x" K x un polinomio. La expresion @ f = Y7",c,f' es un
_ ! N
elemento de K xy,---,x, . Similamente @ m, = }{Z,c, m; €S una matriz bien

definida, donde € término ¢ podria ser interpretado como ¢/, donde [ esla matriz
identidad.
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Corolario65.Sea®@ t yf K xy,--,x, ,entonces.
Myp) = B(my)

Donde e polinomio f K x,,---,x, dalaclase f de A. Puesto que A es de
dimensidn finita, @ conjunto 1, f, f % -+ debe ser lineamente dependiente en la

estructura de espacio vectorial de A, es decir existe una combinacion lineal .
qf'=0
=0

En A, dondelos¢; K no son todos nulos. Por la definicion de anillo cociente, esto es

equivalente a decir que:

c,ft 1

=0

Por lo tanto, 3", ¢,f* se anulaen cada punto de V().

Seall(t) Kt yseaf K xy--,x, .Porel corolariotenemos que,
m, =008 f =0

En A.

Los polinomios Bltalesque @ m, = Oformanunidea enk t .

Dada una matriz M, dxd, con elementos en un campo K, consideremos la coleccion 1,

de polinomios A(t) tal que @ M = 0O, entonces,; esunided en K t .

El generador monomico no nulo &, del ideal 1, se llamapolinomio minimo de M, s

es cualquier polinomiocon @ M = 0, entonces €l polinomio minimo &, divide a?. En
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particular 2, divide a polinomio caracteristico de M. Ademas todos |os valores propios

de M son también raices del polinomio minimo.
Z, denota el polinomio minimo del operador multiplicacion m;, en A.
Tenemos tres conjuntos interesantes de nUmeros.

1. Lasraicesdelaecuacion 2, (t).
2. LosAutovaloresdelamatriz m;.

3. Losvaoresdelafuncion f en V([).

Teorema 66. Sea I K xy,---,x, cero-dimensiona, f K x4, x, y E €
polinomio minimo de m, en A=K xy,--,x, /I. Entonces, para 4 K, son

equivaentes:

1. AesunaraizdelaecuacionZ; t = 0
2. Aesunvalor propio delamatriz m;

3. Aesunvaordelafuncion f enV(I)

Demostracion. Sabemos que si A es unaraiz de laecuacion 2, t = 0, entonces A es
un auto valor de la matriz m;, €l reciproco también se cumple, habiéndose probado
a) = b), probemos ahora b) = ¢): sea A un valor propio de m;. Entonces existe un
auto vector correspondiente z # 0 A. Eso es, dado VI = py,-,Pm ,

supongamos que f(p,) # A para todoi = 1,---,m.
Para continuar con la demostracion es necesario enunciar €l siguiente Lema.

Lema 67. Sea S = p,,-, 0, UN subconjunto a fin de @™. Existen polinomios g,
K xy-,x,,1=1 - mta que

Osii# |

QP = 1sii=
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Seag=f- A asiquegp, #0 i Pore Lema anterior existen polinomios g, tal
que g, p; =0sii#jy g, p; = 1sii=j. Consideremos e polinomio g =
Yo 1/g(p)g;. Sucede que g p, g p, =1 i, y por consiguiente 1- g g

&V I ). Por e teorema de los ceros de Hilbert, 1- g g ! [ para agin [ > 1.
Desarrollando la dltima expresion por e teorema del binomio y agrupando términos
que contienen a g como factor, obtenemos que 1- gg [ para agin g

K xq4,-,x, . En A, esta Ultima inclusion implicaque 1 = 4 g ; por consiguiente

g tieneuninverso multiplicativo g  A.

Peeo g 2z = f—- A4 2z = 0 A Multiplicando ambos lados por  , obtenemos

Z = 0 .Locua esunacontradiccion. Por lo tanto A debe ser un valor de f en V(1).

Solo faltaprobar ) = a): Sead = f(p) parap V([). PuestoqueZ; m, = O por €
corolario poner nuimero muestraque 2, f = 0,y entonces esto implica que &, f

I. Esto significa Z; f seanulaen cadapunto deV (), asi que

Z,A =8 fp =0 =

Ejemplo 68.
Consideremos €l sistema de ecuaciones polinomiales:
¥+y+z=1

x+ 3 +z=1
X+ y+ 2=

Este sistema nos genera e idea = f,,fo,fa = x%+ y+2—- 1 x+ ¥+ z-

1,x+ y+ z%- 1, encontraremos las solucionesen Q x, ¥, 2 .
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Usando e orden DegRevLex, laBase de Grobner paral es, G=[z"2+x +y-1,y"2
+Xx+2z-1 x"2+y+z-1]. Los monomios que no son divisibles por los términos
principaes del ideal forman la base monomial o modulo cociente B =

1,2, ¥ vz x X2 xy,xyz . Luego procedemos a calcular m,, para f = x,f =
¥, f = 2. Los célculos se haran e e SCA CoCoA, luego se utilizara e Scientific

WorkPlace para calcular los valores propios de ;.

Usando CoCoA 4.7.4, Calculemos m.,

UseR ::= QQI[x,y,z],DegRevL ex;
| :=ldeal (X" 2+y+z-1 x+y" 2+7z-1 X+y+7" 2-1);
Print " Esteesel mapeo m_x:";
A:=x;

B:=xz;

C:=xy;

D:=xyz,

E:=x"2;

F:=x"2z,

G:=x"2y;

H:=x"2yz,

Print "L es la base de Grdbner encontrada para € ideal formado por e
sistema polinomial:" ;

L:=[z02+x+y-1,y " 2+x+2z-1,x"2+y+z-1];

Print " las divisiones algebraicas del mapeo m,, con la base de Grobner:";
DivAIlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);
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DivAlg(D,L);
DivAlg(E,L);
DivAlg(F,L);
DivAlg(G,L);
DivAlg(H,L);
Este esel mapeo m,:

L es la base de Grébner encontrada para el ideal formado por e sistema
polinomial:

Record[Quotients:=[0, 0, 0], Remainder :=X]

Record[Quotients:= [0, 0, 0], Remainder := xz]

Record[Quotients:= [0, 0, 0], Remainder := xy]

Record[Quotients:= [0, 0, 0], Remainder := xyZ]

Record[Quotients:=[0, O, 1], Remainder :=-y - z + 1]

Record[Quotients:=[-1, 0, z], Remainder :=-yz+x+y +z-1]

Record[Quotients:=[0, -1, y], Remainder :=-yz+x+y+2z-1]
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Record[Quotients:=[-y + 1,-z+ 1, yz], Remainder :=xy + Xz +yz-2x -2y - 2z
+ 2]

L uego m, es;

o 000 1 -1 -1 2

O 000 -1 1 1 -2

O o000 -1 1 1 -2

. = O 000 0 -1 -1 1

* 1 0 00 0 1 1 -2

01 00 0 0 0 1

0010 O 0 0 1

0O 001 0 0 1 0

Y sus Autovalores son:
v2-1-v2- 101

Calculemos m, obtenemos:

UseR ::= QQJX,y,z],DegRevL ex;

| :=ldeal (X" 2+y+z-1,x+y" 2+7-1 xX+y+7" 2-1);
Print " Esteesel mapeom_y:";

A=y,

B:=yz,

C.i=yn2;

D:=y"2z;

E:=xy;

F:=xyz,

G:=xy"2;

H:=xy"2z,
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Print "L es la base de Grdbner encontrada para e ideal formado por e
sistema polinomial:" ;

L:=[z02+x+y-1,y " 2+x+2z-1,x"2+y+z-1];
Print " las divisiones algebraicas del mapeo m_y con la base de Grobner:";
DivAIlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);

DivAlg(D,L);

DivAIg(E,L);

DivAlg(F,L);

DivAlg(G,L);

DivAlg(H,L);

Este es €l mapeo m,:

L es la base de Grébner encontrada para el ideal formado por e sistema
polinomial:

Record[Quotients:=[0, 1, 0], Remainder :=-x - z + 1]
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Record[Quotients:=[-1, z, 0], Remainder :=-xz+Xx+y +z- 1]

Record[Quotients:=[-x + 1, Xz, -z + 1], Remainder :=xy + xz+yz-2x -2y - 2z
+ 2]

L uego m, es:

-
-
1
o oQ - OO
=N —R—N =N — N —]
| |
===H==HH
| |
==HH=HHH
(=N = =R == =
= oo oo
| |
GGHHGHHH
|
I

Y susvalores propios son:

v2-1-v2-101

Analogamente m, es.

UseR ::= QQJX,y,z],DegRevL ex;

| :=ldeal (X" 2+y+z-1,x+y" 2+7-1 X+y+7" 2-1);
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Print " Esteesel mapeom_z:";
A=z

B:=z"2;

C.=yz;

D:=yz"2;

E:=xz

F:=xz"2;

G:=xyz,

H:=xyz"2,

Print "L es la base de Grébner encontrada para € ideal formado por €
sistema polinomial:";

L=[z"2+x+y-1Ly 2+x+z-1,x"2+y+z-1];
Print " las divisiones algebraicas del mapeo m_z con la base de Grébner:";
DivAlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);

DivAlg(D,L);

DivAlg(E,L);

DivAlg(F,L);

DivAlg(G,L);

DivAlg(H,L);

Este esel mapeo m,:

L es la base de Grobner encontrada para € ideal formado por € sistema
polinomial:

las divisiones algebraicas del mapeo m,, con la base de Grdbner:
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Record[Quotients:=[y, -1, 0], Remainder :=-xy + x +y + z - 1]

Record[Quotients:=[xy, -x + 1, -y + 1], Remainder :=xy + Xxz+yz-2x -2y - 2z
+ 2]

Obteniendo que m,:

0 1 0-10-10 2

1 0 01 0 1 0 -2

o -1 0 1 0 1 0 -2
m= o0 0 100 00 1
=2 -101 0 1 0 -2
o 0 0 0 1 0 0 1

0 0-10-10 1

O 9 00 0 01 o
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Y sus Autovalores son:
v2-1-v2- 101

Finalmente al sustituirlos los Autovalores dentro del sistema vemos que de las

64 posibles combinaciones sélo 5 son solucién del sistema:

001,010,100, -1-vV2-1-v2-1-V2,
-1+v2-1+V2 -1+ V2

VI =

9.5 Aplicacion de esta teoria

En un sistema de ecuaciones lineales es un caso particular de sistemas polinomiales en
el que los polinomios involucrados son de grado 1. Para dichos sistemas sabemos que €l

algebralineal da respuestas sencillas.

9.5.1 Optimizacioén de recursos

En las diferentes organizaciones siendo estas pequefias, medianas incluso las grandes
empresas tienen a su disposicion una serie de recursos, sin estos pues estas o pudieran
persistir, como son por gemplo: las personas, materia prima, etc. Llevar a cabo €
proceso de las practicas administrativas para € manego de los recursos de vita

importancia, ya que de esta forma se garantiza un adecuado manejo de estos.

Es por ello que € método abordado en este trabajo resulta de mucha importancia, ya
que tiene la capacidad de resolver sistemas que son muy complicados de resolver, por

los métodos convencionales de Algebra Lineal y Andlisis Numérico.
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Aqui presentamos un modelo genera de optimizacion, en €l cual se puede observar que
las restricciones son lineales y polindmicas de grado mayor que uno, a como estamos

acostumbrados atratar en los modelos lineales.
minimizar; f x,v,2 = x*+ 3y*+ 5xz°
sujeta a:
g, X, V2 = xz2+ 2y+ y*- 11;
Gz X, V.2 = X+ 2xy+ 2° - 14;
g; X, ¥,2 = x°+2y+ z2- 8.

Solucién:
Para agilizar los cal cul os serén hechos con € software CoCoA 4.7.4

Usando €l orden entre términos DegRevLex (Léxico graduado revertido por sus siglas

en ingles), usando el CoCoA 4.7.4 obtenemos el siguiente resultado.

UseR ::= QQJX,y,Z], DegRevL ex;

| :=ldeal(xz+2y+y”" 2-11,x" 2+2xy+z" 2-14 X" 2+ 2y+7-8);
Describel;

GBasig(l);

Record[Type := IDEAL, Value := Record[Gens := [y*"2 + Xz + 2y - 11, X" 2 + 2xy +
ZN2-14,x"2+2y +z- §]]]

[UseR ::= QQ[x,y,z], DegRevL ex;
| :=ldeal(xz+2y+y”"2-11,x" 2+2xy+2z" 2-14 X" 2+ 2y+7-8);
Describel;

GBass(l);
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LaBasede Grobner para €l ideal formado por las ecuaciones del sistema es:

GBasis(l)= [x*2 + 2xy + "2 - 14, y*2 + xz+ 2y - 11, -2xy - 22+ 2y + 2 + 6, -
2yz"2 - xz - 3/2yz - 22"2 - 11X + 3y + 9z + 17, -1/2xZ"2 - 3/2xz + yz - 1/22"2 + 3X -
11y + 1/2z + 25, 1/2z74 + 23 + 32Xz - 4yz + 5/22"2 + 32x + 132y - 227 - 392]

Para aplicar el método necesitamos encontrar la base B formada por los elementos que
no son divisibles por €l ideal formado por los términos principales del ideal. Dicho ideal
esta dado por tp(l) = x7°2,¥"2,xy, yv2"2,x2"2,2"4 |, la base B la encontraremos
usando CoCoa4.7.4.

UseR ::= QQI[x,y,z],DegRevL ex;
| :=ldeal(xz+2y+y”" 2-11,x" 2+2xy+2z" 2-14 X" 2+ 2y+7-8);
QuotientBasis(LT(l));

[1,z, 272, 23, Y, Yz, X, XZ]

De aqui se observa que B = 1,z,2°2,z"3,y,yz,X,Xz , segun la proposicién 63 y €
corolario 66 podemos encontrar la solucion a este problema encontrando los valores

propios asociados alamatriz generada por cada uno de los mapeos m,,.

Primero encontremos la matriz generada por € mapeo m, = x, esto se hace
multiplicando x con cada término de la base E y luego haciendo la division algebraica
por la Base de Grobner, luego de efectuar dicha division la matriz se obtiene con los

coeficientes de los residuos.

UseR ::= QQI[x,y,z],DegRevL ex;
A:=X;

B:=xz,

C:=xz"2;

D:=xz"3;

E:=xy;
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F:=xyz,

G:=x"2;

H:=x"2z;

L:=[x"2+2xy+272"2-14,y"2+xz+2y-11,-2xy - "2+ 2y + 2 + 6, -1/2yZ"2 - Xz -
32yz - 222 - 11x + 3y + 9z + 17, -1/2xZ2"2 - 3[2xz + yz - 1/2z"2 + 3x - 11y + 1/2z +
25, 1/27"4 + 273 + 32Xz - 4yz + 5/22"2 + 32x + 132y - 227 - 392];

DivAlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);

DivAlg(D,L);

DivAlg(E,L);

DivAlg(F,L);

DivAlg(G,L);

DivAlg(H,L);

Record[Quotients:=[0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder :=X]

Record[Quotients:=[0, 0, 0, 0, -2, 0], Remainder :=-3xz+ 2yz-z"2+6x - 22y + z
+ 50]

Record[Quotients:=[0, 0, 0, -4, -2z + 6, 0], Remainder :=-z"3 + 11xz - 34yz - 42\2
- 62x + 78y + 83z - 82]

Record[Quotients:=[0, 0, -1/2, 0, 0, 0], Remainder :=-1/2z2"2 +y + 1/2z + 3]
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Record[Quotients:=[z, 0, z, 0, 0, 0], Remainder :=-2yz - "2 + 87]

Lo queimplica que:

0 0 50 -82 3 0 8 0

00 1 g3 1/2 3 -1 8

00 -1 -4 -12 V2 0 -4

m.= 0 0 0O -1 o -1/2 0 0
x 0 0 -22 78 1 0 -2 0
0o 0 o0 -34 ¢ 1 0o -2

1 0 1 -62 0 0 0 0

0 1 -3 11 0 0 0 0

Del Algebra Lineal sabemos que los vaores propios asociados a esta matriz, son las
raices del polinomio resultante que sale de calcular € determinante de |m., — al| donde
I es la matriz identidad. Usaremos € CoCoA 4.7.4 para calcular e polinomio

caracteristico y para calcular los valores propios usaremos en Scientific WorkPlace 5.5 .

Use R 1= QQ[x],DegRevlex;

CharPoly(Mat([[0,0,0,0,0,0,1,0],[0,0,0,0,0,0,0,1],[50,1,-1,0,-22,0,1,-3],[-82,83,-4,-
1,78,-34,-62,11],[3,1/2,-1/2,0,1,0,0,0],[0,3,1/2,-1/2,0,1,0,0],[8,-1,0,0,-2,0,0,01,[0,8,-
1,0,0,-2,0,0]]), x);
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X8 - 496 + X5 + 693X - 389xN3 - 3122x72 + 3402x + 568

y los valores propios asociados ala matriz (raices del polinomio) ser a:

56188 2.8057,1.0+ 8.1879x 102§ 1.9544 - 81879
x 1072i,-0.14747 - 3. 0574, - 4.5642 + 0.22752i -4.5642 - 0.22752i

para calcular m, se hace un proceso analogo por lo tanto:

Use R ::= QQ[x,y,z],DegRevLex;

A=y,

B:=yz;

C:i=yz"2;

D:=yz"3;

E:=y"2;

F:=y"2z;

G:=xy;

H:=xyz;

L:=[x"2 + 2xy + z"2 - 14, y"2 + Xz + 2y - 11, -2xy - "2 + 2y + 2 + 6, -1/2yz"2 - Xz -
3/2yz - 2272 - 11x + 3y + 9z + 17, -1/2xz"2 - 3/2xz + yz - 1/2z2"2 + 3x - 11y + 1/2z +
25, 1/2z"4 + z"3 + 32Xz - 4yz + 5/22"2 + 32x + 132y - 22z - 392];

DivAlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);

DivAlg(D,L);

DivAlg(E,L);

DivAlg(F,L);
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DivAlg(G,L);

DivAlg(H,L);

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder :=y]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder :=yz]

Record[Quotients := [0, 0, 0, -2, 0, 0], Remainder := -2xz - 3yz - 4z"2 - 22X + 6y +
18z + 34]

Record[Quotients := [0, 0, 0, -2z + 6, 4, 0], Remainder := -4z"3 - 10xz + 1lyz +
32272 + 54x + 26y - 22z - 202]

Record[Quotients := [0, 1, 0, 0, 0, 0], Remainder := -xz - 2y + 11]

Record[Quotients := [0, z, 0, 0, 2, 0], Remainder := 3xz - 4yz + z"2 - 6X + 22y + 10z
- 50]

Record[Quotients := [0, 0, -1/2, 0, 0, 0], Remainder := -1/2z"2 + y + 1/27 + 3]

Record[Quotients := [0, 0, -1/2z, 0, 0, 0], Remainder :=-1/2z"3 + yz + 1/2z2"2 + 3Z]
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La matriz asociada es:

0 0 34 -202 11 -50 3 0
00 18 -22 0 10 1/2 3
00 -4 32 0 1 -1/2 1/2
m.= 0 0 0 -4 0 0 0o -1/2
¥ 10 6 26 -2 22 1 0
o1 -3 11 0 -4 0 1
0 0 -22 54 0 -6 0 0
00 -2 -10 -1 3 0 0

El polinomio caracteristico es:

Use R 1= QQ[y],DegRevLex;

CharPoly(Mat([[0,0,0,0,1,0,0,0],[0,0,0,0,0,1,0,0],[34,18,-4,0,6,-3,-22,-2],[-202,-22,32, -
4,26,11,54,-10],[11,0,0,0,-2,0,0,-1],[-50,10,1,0,22,-4,-
6,3],[3,1/2,1/2,0,1,0,0,01,[0,3,1/2,-1/2,0,1,0,0]]), y);

YN8 + 14y"7 + 36y"6 — 246y"5 — 1219y + 4074y"3 + 1930y"2 — 11722y + 6156

y los valor es propios son:

2.6703,2.1531,2.0,0.69301,- 1.8564,-5.1815+ 4.2322i -5 1815
- 4.2322i,-9.297

calculemos m,,.

Use R ::= QQ[x,y,z],DegRevLex;
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C:=z"3;

D:=z"4;

E:=yz;

F:=yz"2;

G:=xz;

H:=xz"2;

L:=[x"2 +2xy + 2”2 - 14, y"2 + Xz + 2y - 11, -2xy - "2 + 2y + 2 + 6, -1/2yz"2 - Xz -
3/2yz - 2272 - 11x + 3y + 9z + 17, -1/2xz"2 - 3/2xz + yz - 1/2z2"2 + 3x - 11y + 1/2z +
25, 1/2z"4 + 273 + 32Xz - 4yz + 5/2z"2 + 32x + 132y - 22z - 392];

DivAlg(A,L);

DivAlg(B,L);

DivAlg(C,L);

DivAlg(D,L);

DivAlg(E,L);

DivAlg(F,L);

DivAlg(G,L);

DivAlg(H,L);

Record[Quotients :=[0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder := Z]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder := z"2]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder := z"3]
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Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 2], Remainder := -2z"3 - 64xz + 8yz - 522 - 64X -
264y + 44z + 784]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder := yz]

Record[Quotients := [0, 0, 0, -2, 0, 0], Remainder := -2xz - 3yz - 4z"2 - 22X + 6y +
18z + 34]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, 0, 0], Remainder := xz]

Record[Quotients := [0, 0, 0, 0, -2, 0], Remainder := -3xz + 2yz - z"2 + 6X - 22y + 2
+ 50]

Esto implica que:

0 00O 784 0 34 0 50
100 44 0 18 0 1
010 -5 g -4 0 _1

m- 001 -2 0 0 0 0

*~ 0 0 0 -264 0 6 0 -22
o 0o 8 1 -3 0 2
0 00 -64 0 -220 6
0 00 -64 0 -3 1 -3

Y el polinomio caracteristico asociado sera:

Use R ::= QQ[x],DegReviex;

CharPoly(Mat([[0,1,0,0,0,0,0,0],[0,0,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,1,0,0,0,0],[ 784,44,-5,-2,-
264,8,-64,-64],[0,0,0,0,0,1,0,0],[34,18,-4,0,6,-3,-22,-2],[0,0,0,0,0,0,0,1],[0,1,-1,0,-
22,2,6,-3]]), X);
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XN8 + X7 + 18XM6 - 80XNS - 3387xM + 3104x13 + 20768x72 - 27072x + 249504

y lasraices del polinomio son:

4.9484,3.0,2.4756,-3.491x 1072°,- 2.1209+ 5.88761i -2 1209
- 588761 -2 2467, -9.2944

Como €l problema se trata de minimizar, se excluyen todos los valores propios
negativos e imaginarios por lo tanto el punto optimo que minimizalafuncion objetivo y

satisface las condiciones es:

xyz = 1,23

9.5.2 Otras Aplicaciones

En nuestro trabajo presentamos algunas aplicaciones en la geometria algebraica, la
teoria de ideal es polinomiales, dgebra conmutativa'y no conmutativa.

Asi también encontramos informacién en mas aplicaciones como lo es la teoria de
codigos, combinatoria, criptografia, teoria de invariantes, programacion entera, teoria

de grafos, ecuaciones diferenciales, etc.

Una aplicacion muy interesante es la de un condensador de energia eléctrica que nos
permite reusar la energia utilizada, ya que en nuestro pais los marcadores de energia

contabilizan la energia que entra asi también la energia utilizada.
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10. Conclusiones

10.1 En relacién a los objetivos de la investigacion

La resolucion de los sistemas de ecuaciones polinomiales nos permiten analizar
resultados utilizando |as Bases de Grébner.

Conocimos procesos interesantes y nomenclaturas que para nosotros eran
desconocidos asi  profundizamos en € andisis de las diversas definiciones,

teoremas, lemas, formulas utilizadas, etc.

10.2 En relacién a la metodologia aplicada

Practicamos y analizamos |os resultados presentados por € software CoCoA en
nuestra metodol ogia utilizada.

Planteamos nuestra aplicacion en un sistema de ecuaciones multivariado pero de
grado 1, probando que e método de Autovalores también nos permite ver el
numero de soluciones en estos sistemas.

La optimizacién de recursos resulta imprescindible para la industria y empresa
moderna he ahi donde radica la importancia de resolver los sistemas de

ecuaciones polinomiales.

10.3 Perspectivas de futuro (Recomendaciones)

Se recomienda implementar en €l laboratorio de matemética la facilidad hacia
los estudiantes en el estudio y practica de los software CoCoA 4.7.4, Singular y
Mathematica.

Analizar mas a fondo las aplicaciones ya que pueden ser Utiles en nuestro pais

resolviendo probleméticas necesarias para mejorias en nuestro entorno.
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12. Anexos

I. Sistemas de computacion algebraica usados

En e presente trabgjo utilizamos el software CoCoA 4.7.4, el Scientific Word Place,
Singular y € Mathematica. Se hizo uso de estos software para hacer los caculos

algebraicos més rapidos y menos tedi0sos.
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