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1. RESUMEN

Esta tesis aborda las técnicas de los polinomios de Adomian e Iteracién Variacional, que son
métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales de la forma f (z) = 0. El objetivo principal
es generar nuevos algoritmos y nuevos esquemas iterativos que permitan obtener nuevas férmulas
y métodos iterativos. Se estudian los polinomios de Adomian y se construyen nuevas variantes
del método de Newton. También se estudian la técnica iterativa variacional y se obtienen algunos

resultados conocidos, como también, nuevos esquemas y por ende, nuevos métodos iterativos.

En el presente estudio se realiza una revisién de las diversas férmulas existentes y se crean nuevas
férmulas mediante procedimientos mateméticos basados en los polinomios de Adomian y la técnica

iterativa variacional.

Se desarrolla la construccién de los principales esquemas iterativos, asi como el andlisis de su

convergencia, enfatizando en el orden de convergencia de dicho método.

Este estudio permitié obtener los principales esquemas iterativos de cada método, mediante la
deduccién de su método constructivo, asi como el andlisis de convergencia del mismo. Se ejemplifican
y se calculan raices de funciones no lineales de algunas funciones bases, utilizadas en los articulos

cientificos consultado.

También, se realiza una comparacién entre los algoritmos existentes y los disenado en nuestra
investigacion, utilizando los criterios de: orden de convergencia, eficiencia computacional, indice
operacional, asi como el maximo y minimo nimero de evaluaciones funcionales e indice de eficiencia

computacional.

Segtin los resultados obtenidos después de las comparaciones, nuestros algoritmos presentan un
excelente funcionamiento con respecto a los existentes en la literatura sobre este drea de conocimien-

to.



2. INTRODUCCION

En la vida real existen existen diversas clases de problemas que surgen en la teorfa de la op-
timizacién, control econémico, robdética, inteligencia artificial, teoria de ecuaciones, modelos de la
fisica-matemadtica y en otras dreas de conocimiento que se puede formular utilizando una ecuacién

no lineal del tipo
f(x)=0
Esta ecuacién puede ser una ecuacion algebraica de orden superior y posiblemente puede im-

plicar términos trigonométricos, trigonométricos inversos, exponenciales, logaritmicos, hiperbdlicos,

hiperbdlicos inversos o ser completamente una ecuacién trascendente.

Se sabe que toda ecuacién algebraica de orden mayor o superior a cinco, no puede ser resuelta
bajo ningin método de radicales y en algunos casos, no se puede encontrar la solucién exacta de
dicha ecuacién. Para superar esta dificultad, se han desarrollado métodos numéricos que permiten

obtener soluciones aproximadas de dicha ecuacién no lineal.

La resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales figura entre los problemas maés
importantes, tanto desde un punto de vista teérico como préctico, de las matemaéticas aplicadas, asi
como también de muchas ramas de las ciencias, la ingenierfa, la fisica, la informética, la astronomfa,
las finanzas, etc. Un vistazo a la bibliografia y la lista de grandes matemaéticos que han trabajado

en este tema pone de manifiesto un alto nivel de interés contemporédneo en el mismo.

Aunque el rédpido desarrollo de las computadoras digitales llevé a la aplicacion efectiva de muchos
métodos numéricos, en la realizacion préactica, es necesario analizar diferentes problemas tales como:
la eficiencia computacional basado en el tiempo usado por el procesador, el diseno de métodos itera-
tivos que posean una réapida convergencia a la solucion deseada, el control de errores de redondeo, la
informacion sobre las cotas de error de la solucién aproximada obtenida, las condiciones iniciales que
garanticen una convergencia segura, nimero de evaluaciones funcionales, la eficiencia computacional,
indice computacional, indice operacional, orden de convergencia, nimero de iteraciones, etc. Dichos

problemas constituyen el punto de partida de este trabajo.

En la actualidad, el estudio de los métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales, es un
campo bastante explorado por la investigacion de matemética numérica y cada dia, la preocupacion
es mas arraigada, debido a la imperante necesidad de resolver ecuaciones no lineales que no poseen

soluciones analiticas exactas.



La inquietud por mejorar el orden y la rapidez de convergencia de los métodos iterativos, es una
necesidad imperante en el estudio de dichos métodos y cada dia, es mds creciente las investigaciones

referidas a la bisqueda de nuevos procesos numéricos.

Entre los principales valores metodolégicos de la tesis, se pueden mencionar :
1. Disenar nuevos algoritmos para obtener soluciones de ecuaciones no lineales.
2. Aplicacién de diferentes técnicas numéricas creadas para la solucién de una ecuacién no lineal.

3. Evidenciar la importancia de la ciencia computacional en la biisqueda de nuevos enfoques de

paradigmas de programacién matemética.

Esto reafirma, el objetivo central de este trabajo, el cual consiste en disenar nuevos algoritmos,
basados en la Descomposicién de los Polinomios de Adomian y la Técnica Iterativa Variacional, los

cuales permiten obtener nuevas variantes del método de Newton.

Los objetivos especificos alcanzado al desarrollar esta tesis son:

1. Disenar nuevos métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales.
2. Estudiar la convergencia de los nuevos métodos iterativos desarrollados.

3. Implementar en lenguaje C++, los nuevos métodos numéricos estudiados.

El capitulo 1, se refiere a los conceptos generales de la teoria de los métodos iterativos, en-
fatizando en aquellas definiciones y teoremas generales necesarios para la investigacion, también
presenta el estado de arte de la investigacién, con el objetivo de mostrar la amplitud de las diversas
técnicas numéricas y poder dirigir nuestro estudio a la continuacién de los conocimientos que se
han alcanzado. También se presenta un listado de definiciones, propiedades y teoremas relativos a
los métodos iterativos, destacando el método general del punto fijo y sus principales consecuencias
tedrica y a partir de aqui, se infiere el caso particular del método de Newton. También se enfatiza

en los aspectos relativos al andlisis y orden de convergencia.

El capitulo 2, muestra una perspectiva del método de Newton, resaltando nuevos esquemas
iterativos y obteniendo nuevas férmulas iterativas para el hallazgo de las raices reales de ecuaciones

no lineales. Se analiza su orden de convergencia y se presenta diversas variantes del mismo.
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El capitulo 3, destaca la teoria de los polinomios de Adomian, sus diversas variantes, asi como,
los métodos iterativos de Abbasbandy y el método de Chun. Se desarrolla la construccién de ambos
método iterativo, asi como, el andlisis de su convergencia. En este acdpite, se obtienen nuevos

esquemas y métodos iterativos basado en la técnica de los polinomios de Adomian.

El capitulo 4, desarrolla la teoria de la Técnica Iterativa Variacional, sus diversas variantes, asi

como la obtencion de nuevos esquemas y métodos iterativos.

El capitulo 5, se demuestran los teoremas generales de los diversos esquemas iterativos obtenidos
por la técnica de variacion iterativa y se presentan algunos casos especiales de los mismos. Se estudia

el orden de convergencia de los diferentes esquemas iterativos.

Los capitulos 2 - 4, desarrollan los resultados numéricos obtenidos con los diversos algoritmos,
destacando aquellos que superan o son equivalente al método de Newton, de acuerdo al ntimero de
iteraciones necesarias para alcanzar dicha raiz real. Es necesario senalar que la seleccién de estas
funciones bases, obedecen a criterios de comparacion que se efectuaron entre las aproximaciones
numéricas presentadas en los articulos cientificos consultados y los obtenidos por los diversos pro-
gramas que se codificaron para el anélisis de la informacién. También estos capitulos contienen una
conclusién del resultados de las ejecuciones de los cédigos fuentes desarrollados para cada uno de

dichos algoritmos.

La programacién de todos los algoritmos fueron codificados en el lenguaje de alto nivel C++,
para este fin, se utilizé técnicas de POO (Programacién Orientada a Objetos), es decir, programacion

que emplea definicién de clase.

Varias técnicas numéricas se han introducido para desarrollar nuevos métodos numéricos, entre
ellos: Serie de Taylor [8, 57, 94|, férmulas basadas en la cuadratura de Gauss [63], Perturbacién
homotdépica [67, 68], Descomposicién de Adomian [1, 2, 10, 42] y la técnica de iteracién variacional

[34, 65], todos ellos han sido desarrollados e implementados para resolver ecuaciones no lineales.



3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales figura entre los problemas mas
importantes, de las mateméticas aplicadas, la ingenieria, la fisica, la informética, la astronomia, las
finanzas, etc. Un vistazo a la bibliograffa y la lista de grandes matemadticos que han trabajado en

este tema pone de manifiesto un alto nivel de interés contempordneo en el mismo.

El estudio de los métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales es cada dia mas im-
portante, ya que es necesario obtener soluciones aproximadas confiables, necesarias para resolver

problemas de la vida real.

La necesidad por mejorar el orden y la rapidez de convergencia de los métodos iterativos es muy
imperante en el estudio de dichos métodos y cada dia, es mas creciente las investigaciones referidas

a la busqueda de nuevos procedimientos numéricos.

Por lo antes expuesto, nuestro interés se centra en mejorar y optimizar las soluciones aproximadas
para el problema de la resolucién de ecuaciones no lineales, mediante la descomposicién de los

polinomios de Adomian y la técnica iterativa variacional.



4.

METODOLOGIA DESARROLLADA

La metodologia empleada en este trabajo siguié las siguientes etapas:

. Se revisé el estado del arte sobre los métodos iterativos existentes, la cual consistié en analizar

la metodologia y resultados obtenidos en 307 articulos publicados en revistas indexadas de
matemadticas aplicadas. Esto permitié obtener una visién general sobre las diferentes varian-
tes existentes sobre el método de Newton, ademds de apreciar la belleza tedrica con que es

abordado este tema de matematica numeérica.

. Se estudiaron los procedimientos matemdticos de los Polinomios de Adomian y de la Técnica

Iterativa Variacional, asi como sus diferentes aplicaciones a la teoria de los métodos iterativos.

. Generacion de diversos esquemas iterativos y biisqueda de funciones arbitrarias auxiliares que

permitieran obtener nuevos métodos iterativos, basados en los polinomios de Adomian y la

Técnica Iterativa Variacional.

. Se formularon y demostraron teoremas que permiten obtener el orden de convergencia de

dichos métodos numéricos.

. Programaciéon en C++, de todos los algoritmos consultados y los nuevos obtenidos por las

técnicas de los polinomios de Adomian y la variacién iterativa.

. La comparacion realizada se basoé en el niimero de iteraciones de cada método para determinar

la solucidn real de la ecuacién no lineal.



5. OBJETIVOS

5.1. Objetivo General

Diseniar nuevos algoritmos basado en la descomposicién de los polinomios de Adomian y en la

técnica de iteracién variacional.

5.2. Objetivos Especificos

1. Generalizar el método de Newton, basado en diferentes enfoque mateméaticos y métodos aproxi-

mativos para la solucién de ecuaciones no lineales.

2. Aplicar la teorfa de los polinomios de Adomian y la técnica de variacién iterativa para generar

nuevos esquemas y métodos iterativos.

3. Disenar los algoritmos y programas computacionales de los nuevos métodos iterativos obtenidos,

evaludndolo con algunos criterios comparativos y clasificativos.



6. CAPITULO I: CONCEPTOS GENERALES

6.1. Introduccién

El objetivo principal de este capitulo es introducir algunos conceptos bdsicos referentes a las
principales definiciones, propiedades y teoremas relativos a la teoria de métodos iterativos, tales
como: orden de convergencia, multiplicidad de una raiz y eficiencia computacional. También se
presentan algunos resultados de la teorfa general de los métodos iterativos necesarios para el estudio

a realizarse en los capitulos posteriores.

En la actualidad existen una gran cantidad de métodos iterativos para resolver ecuaciones no
lineales, con f : R — R, una funcién real de variable real. La esencia de estos métodos consiste
en que si se conoce un entorno suficientemente pequeno que contiene solo a una raiz « de la
ecuacién f (z) = 0 y seleccionamos una estimacion inicial de la raiz z, lo suficientemente cerca
de la raiz buscada «, generamos mediante una funcién de punto fijo g (x) una sucesién de iterados
xry1, To, -+ , T, +++ que convergen a la raiz a. La convergencia de la sucesién se garantiza con la

eleccién apropiada de la funcién g y de la aproximacién inicial z.
El método descrito por la funcién de iteracion g : I C R — R tal que
xk—i—l:g(xk:) ) k:07172a"'

partiendo de una estimacién inicial zy dada, incluye una gran cantidad de esquemas iterativos,
los cuales difieren entre si por la forma de definir la funcién de iteracién g. Para el estudio de la
convergencia de los métodos iterativos, asi como para probar la existencia de la raiz de la ecuacion

f () = 0 se usan las llamadas funciones contractivas.

Un método iterativo es un método que progresivamente va calculando aproximaciones a la solu-
ciéon de un problema. En Matemética, un método iterativo se repite un mismo proceso de mejora
sobre una solucién aproximada: se espera que lo obtenido sea una soluciéon mé&s aproximada que la
inicial. El proceso se repite sobre esta nueva solucién hasta que el resultado mas reciente satisfaga
ciertos requisitos. A diferencia de los métodos directos, en los cuales se debe terminar el proceso
para tener la respuesta, en los métodos iterativos se puede suspender el proceso al término de una

iteracion y obtener una aproximacion a la solucién.

Un elemento en contra que tienen los métodos iterativos sobre los métodos directos es que

calculan aproximaciones a la solucién. Los métodos iterativos se usan cuando no se conoce un



método para obtener la solucién en forma exacta. También se utilizan cuando el método para
determinar la solucién exacta requiere mucho tiempo de célculo, cuando una respuesta aproximada

es adecuada, y cuando el nimero de iteraciones es relativamente reducido.
Un método iterativo consta de los siguientes pasos:

1. Inicia con una solucién aproximada (semilla).

2. Ejecuta una serie de cédlculos para construir una mejor aproximacién partiendo del valor de la
semilla. La férmula iterativa que permite construir la nueva aproximacién usando la anterior,

se conoce como ecuacién de recurrencia.

3. Se repite el paso anterior pero usando como semilla la nueva aproximacién obtenida.

6.2. Estado del Arte

Los métodos iterativos se han desarrollado en los 1ltimos siglos debido a su eficacia para afrontar
diferentes problemas no lineales, tales son los casos de predicciones de érbitas planetarias, hasta
los procesos mads recientes utilizado en la inteligencia artificial, especificamente en el campo de la

robdtica.

La clasificacién de los esquemas iterativos para resolver ecuaciones no lineales del tipo f (z) =0
se basa en el nimero de pasos del proceso: asi, un método puede ser de un solo paso o multipaso.

El més conocido método de un solo paso es el de Newton, cuya expresion iterativa es

f (zx)

Te+1 =Tk — 7~

f' (@)
en cada paso del proceso, este método necesita dos evaluaciones funcionales (f, f’). Bajo ciertas
condiciones, el orden de convergencia del método de Newton es dos, lo que proporciona una buena
eficiencia con un coste computacional razonable, de ahi su amplio uso. Sin embargo, sucesivos
intentos de mejorar su eficiencia, en términos de velocidad de convergencia, dieron sus frutos en
forma de otros métodos de un solo punto: los esquemas de Halley, Chebyshev, etc. Los cuales tienen
convergencia ctibica, donde sus expresiones iterativas tienen un elemento en comin: el operador de

convexidad logaritmica (o) £ (22)
[ (@) 1" (g
I _ L \K)J ATk
1= T P

el uso de este operador permite acelerar la convergencia hasta tercer orden, pero a costa de

evaluar la segunda derivada de la funcién no lineal en cada iterado. Esta idea puede extenderse para
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acelerar aun més la velocidad de convergencia, pero a costa de evaluaciones funcionales de derivadas

de 6rdenes superiores, lo que a efectos practicos no es conveniente.

Esta y otras limitaciones de los métodos punto a punto llevan, en la segunda mitad del siglo X X,
al desarrollo de métodos multipaso que, mediante expresiones iterativas sencillas y evaluaciones de
derivadas de bajo orden de la funcién no lineal permiten obtener érdenes de convergencia elevados.
Un esquema propuesto por Traub, es el método de Potra-Ptak, el cual su expresion iterativa parte
del método de Newton como primer paso y un segundo paso consiste en aplicar Newton sobre
el primero, pero evaluando dnicamente la funcién en el primer paso y manteniendo la derivada

evaluada en el iterado anterior, es decir

_ _ [ (zr)

Ye = Tk ()
T+l — Yk — / (gr)
i I (yw)

este método tiene orden de convergencia tres, posteriormente se desarrollaron los métodos clasi-
cos de la familia Chebyshev-Halley. Jarratt, Ostrowski y los métodos de King, los cuales no hacian

uso de la evaluacién de la derivada segunda, todo ellos con orden de convergencia cuatro.

Durante las siguientes décadas se profundizé en el conocimiento de estos métodos, analizando su
convergencia local mediante la determinacién de regiones donde se aseguraba su convergencia. Sin
embargo, el trabajo de Weerakoon y Fernando [21] basado en un trabajo previo de Ozban, marca un
nuevo punto de inicio en esta drea de investigacién. En este momento comienza el auge en el diseno
de métodos iterativos multipasos para la resolucién de ecuaciones no lineales. En la tltima década
del siglo XX y la primera del siglo XXI aparecen numerosos trabajos en los que se disenan tantos
métodos como familias de métodos 6ptimos de 6rdenes crecientes. Para ellos se utilizan diferentes
técnicas, pero con una raiz comun: la composiciéon de métodos conocidos (bésicamente Newton) y
la posterior eliminacién de algunas de las evaluaciones funcionales anadida en el proceso. La razén
del éxito de esta técnica es simple: la composicion de dos métodos de 6rdenes p y ¢ respectivamente,
permite construir un nuevo esquema cuyo orden de convergencia es el producto de los 6rdenes de los
métodos originales. Es por tanto, una técnica que permite aumentar la velocidad de convergencia,
sin embargo, aumenta el nimero de evaluaciones funcionales implicadas. Para evitar esto, se elimina
alguna de las evaluaciones funcionales anadida en el proceso de composicién, ya sea por interpolacién

polinémica, por funciones racionales o por polinomios de Adomian.

Otra técnica reciente que permite aumentar significativamente el orden de convergencia, sin

elevar el nimero de evaluaciones funcionales, es la técnica de las funciones peso, en el proceso de
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composicion, se sustituye en el iltimo paso una o mds de las evaluaciones funcionales nuevas por
otras existentes, con lo que el método resultante no alcanza el producto de los 6rdenes de partida.
Para hacerlo, se introduce como factor una funcién indeterminada cuya variable contiene alguna de

las evaluaciones funcionales usadas en el método.

Finalmente se analizan métodos iterativos multipunto 6ptimos con derivada para la solucién de
ecuaciones no lineales, donde dichos esquemas son construidos mediante la técnicas del polinomio
de Adomian, Técnicas de Variacién Iterativas y esquema predictor-corrector, donde estos 1ltimos

tienen la estructura del esquema de Potra-Ptak.

6.3. Conceptos Basicos

Definicién 1 Dada una sucesion infinita de elementos {x;}32,del espacio métrico (E,d) se dice
que la sucesion es convergente hacia el elemento x* € E, si para cualquier valor € > 0 siempre se
puede encontrar un numero natural N tal que para todo n > N se verifica que d(z,,x*) < . Al
elemento z* se le denomina, si existe, limite de la sucesion {x;}2,. En forma simbdlica

lim z, =2 <=V e>0, 3N €N tal que n> N implica que |z, —z| <e

n—oo

s 2 ; . . c s 00
La notacién lim z,, = x significa que la sucesién {z,} , converge a x

n—oo

Definicién 2 Dada una sucesion infinita de elementos {x;}5°, del espacio métrico (E,d) se dice
=1 )
que la sucesion es una sucesion de Cauchy, si para cualquier valor € > 0 siempre se puede encontrar

un nimero natural N tal que ¥V n > N ym > N se verifica que d(x,,z,,) < €.

Definicién 3 FEl espacio métrico (E,d) es un espacio métrico completo si toda sucesion de Cauchy

de elementos de E es una sucesion convergente en (F,d).

Definicién 4 Sea g una aplicacion definida en un espacio métrico (E,d) y con valores en el mismo
espacio métrico, se denomina punto fijo de la aplicacion g a todo elemento x* de E tal que z* =
g(z*). Geométricamente un punto fijo representa el punto de interseccion de la curva y = g(x) con

la recta y = x.
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Definicién 5 Sean (E,d) y (V,d*) dos espacios métricos y sea g : E — V una aplicacion definida
en E y con valores en V. Se dice que g es una aplicacion lipschitziana de razén k cuando existe

una constante real k > 0 tal que:

d* (9(z),9(y)) <k d(z,y), Vz,yeck

A la menor constante k que verifica la condicién anterior se la denomina constante de Lipschitz
(o razén) de la aplicacién. Hay un tipo de funciones lipschitzianas de interés especial, las funciones

contractivas, que son funciones lipschitzianas para las cuales k toma valores 0 < k < 1.

Teorema 6.1 Toda aplicacion lipschitciana definida en (E,d) y con valores en (V,d*) es una apli-

cacion continua en todo E.

Demostracién 1 Si g : E — V es una aplicacion lipschitciana con constante de Lipschitz k se

verifica que
d*(g9(x),9(y)) <k d(z,y), Vayek

Por tanto para cualquier valor de ¢ estrictamente positivo y para cualquier punto x de E se
tiene que

Ve>0,36=— . day) <d=d (g(@).gy) <k da,y) <<

Por tanto g es continua en todo punto z € E.

Definicién 6 A toda aplicacion lipschitciana que verifique las dos condiciones siguientes:

1. Estar definida en un espacio métrico (£, d) sobre si mismo: g : £ — F

2. Tener una constante de Lipschitz estrictamente inferior a 1.
se le denomina contraccién sobre E.

Teorema 6.2 Toda contraccion definida sobre un espacio métrico completo admite un unico punto

figo.
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Demostraciéon 2 Comencemos demostrando la existencia del punto fijo. Sea g : E — E una
contraccion, de constante de Lipschitz k < 1, definida en el espacio métrico (E,d) y sea xo un

elemento cualquiera de E. Considérese entonces la sucesion formada a partir de xq mediante x;11 =

g (zi)

Para la sucesion {z;}°, se verifica

d(x1,22) = d(g(wo),9(x1)) <k d(xo,21)
d(z9,23) = d(g(x1),9(x2)) <k d(w1,75) < k*d (20, 21)

d (T, Tni1) = d(g(xn), 9 (Tnt1)) < K"d (20, 71)

De estas desigualdades, aplicando la desigualdad triangular de las distancias, resultara que:

d(Tn, Tntp) < d(Tn,Tnt1) + d(Tnt1, Tntp)
< d(@, Tng1) + d(Tng1, Tng2) + d (Tnga; Toip)
< d(Tn, Tog1) + d(Tpg1, Togz) + -+ d (Tpip-1, Todp)
< k" (zo,x1) + K" (20, 21) + - - + K" (20, 21)
)

k'd (wo,x0) [1+k+ K>+ -+ k71

En la expresién anterior, el sumatorio que aparece representa la suma de una progresién geo-

métrica cuyo primer término toma el valor 1 y de razén k. Por tanto Z k' = - lo que conduce
a i=0
d(Tn, Tpeyp) < ——d (zg, T
(s Tip) < i (w0,31)

y puesto que, al ser g(x) una contraccién, k es estrictamente inferior a 1, para cualquier valor

de € positivo y bastaria considerar el indice natural N de forma que

log k

para que se verifique que d(z,,z,) < € para todo par de indices n y m mayores que N. En

definitiva, la sucesion {z;}3°,es una sucesién de Cauchy.

Y como por las hipétesis del teorema se estd trabajando en un espacio métrico completo, admi-

tirfa limite z*. Y puesto que al ser g una contraccién, es continua, entonces se verifica que

g (2") = lim g (z;) = hm Tipp =2

i—00
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Luego g(x) admite un punto fijo que es el limite de la sucesién generada mediante
xiJrl:g(xi) ) i:O71727"'
a partir de cualquier elemento xq perteneciente a FE.

Demostremos ahora la unicidad del punto fijo, mediante reduccién al absurdo. En efecto, con-
sideremos por un momento que en las condiciones del teorema hubiera dos elementos distintos de
E, que denotaremos por a y b, que fuesen puntos fijos. Al ser distintos se tendrd que d(a,b) > 0.

Pero por otra parte se debe verificar que
d(a,b) =d(g(a),g (b)) <kd(a,b) <d(a,b)
Y que un nimero real sea estrictamente menor que s1 mismo obviamente es absurdo.

El teorema anterior, no imposibilita que otras aplicaciones que no sean contracciones, o que estén
definidas en espacios que no sean completos, puedan tener uno o varios puntos fijos. Simplemente
nos asegura que si nuestra aplicacién es una contraccién y estd definida sobre un espacio métrico
completo siempre existird un tinico punto fijo de la aplicacién. La demostracién de la existencia del

punto fijo nos indica que podemos encontrarlo como limite de la sucesién
z(i+1) = g ()
generada a partir de cualquier zy perteneciente al espacio FE.

La demostraciéon de la existencia del punto fijo que se ha realizado en el teorema precedente
ya pone de manifiesto muchos aspectos importantes sobre los métodos iterativos de resolucion de
ecuaciones no lineales. En efecto, si logramos definir una contraccién g con la que generar una
sucesion que converja hacia la solucién de las ecuaciones no lineales a resolver ya habremos dado

un primer paso. La distancia que separe x,, de la solucién z* = (z,) podria estimarse mediante

d(zp, ") = d(Tn, o) < d(Tp, Tni1) +d (Tpi1, Too)

IN

d ({L‘n, Tp+1 + d (:En—‘rl) xn—&—?) + d (xn+27 Ioo)
+

IN

d(Tn, Tny1) + d (Tpp1, Tnyo) + o+ d (Tngg, Tngjra) + -0

k"d (l’o, T

= k"d(xo, 11

IN

BN (w0, 1) + -+ KT (2, 1) - -
[L+k4+k +- k]

k'd (20, 21) Y K
=0

L
= 1 _kd(ﬂjo,l’l)
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Ello pone de manifiesto diferentes hechos (para el caso en que ya se haya resuelto el problema

de que la sucesién converja). Entre ellos podemos citar:

1. No es indiferente el elemento xg con el que se inicialice la sucesién pues el ”ahorrarnos”

iteraciones en el proceso depende de d (xg,x7) .

2. Cuanto més proxima a 1 sea la constante de Lipschitz de la contraccién més pequeno seria
(1 — k) y por tanto mayor serd el nimero (n) de iteraciones que se necesitardn para estar

7 W * 2 2 . , , .
razonablemente” cerca de la solucién. En otros términos cuanto mds préxima a 0 sea la
constante de Lipschitz de las contracciones con las que se trabaje, menor serd el esfuerzo de

cédlculo necesario para obtener ”"buenas” aproximaciones de las soluciones.

3. Si en lugar de acotar la distancia a la solucién con d (zg,x;) se acotara con d (zn, Tpi1) se

tiene que
d(zp, ") = d(Tn, ) < d(xp, xnt1) +d(Tpi1, Too)
S d(l’ y Tl ) + d<$n+1,$n+2) + d(mn—o—%xoo)
< d(®p, Tppr) + d(Tpg1, Tna2) + -+ A (Tpajy Trgjyr) + -0
< kd(Tn_1, ) + K2 d (Tp_1,20) + - + K d (Tp_1,20) + - - -

= kd (Tn1, ) LAk + R4 R 4]
- kd(xn—lyxn)z I{ZZ
=0

= md ($n71, xn)

Ello nos indica que la distancia entre dos aproximaciones consecutivas de la solucién es una

forma de medir la distancia de la ltima de ellas a la solucién ponderada por el factor ] (lo que

—k
nos vuelve a llevar a la consideracién de que interesan valores de la constante de Lipschitz cuanto

m&s pequenos mejor).

Definicién 7 El nimero o € R se dice una solucion de la ecuacion si se verifica que f (a) =0, es

decir, si a es una raiz de la ecuacion f.

Definicién 8 El error absoluto, representado por e, se obtiene como el valor absoluto de la diferen-
cia entre el valor exacto x y la aproximacion a este valor a. Esto es

= |z —a
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Definicién 9 Supongamos que la sucesion x,, — «, x, # a. Decimos que la sucesion converge a o

con orden de convergencia p > 0, si 3 una constante A > 0 tal que

1 l€j41] —y |Tj41 — o —\
j=oo e oo oy —aff

la constante A se llama constante asintdtica del error.
De aqui podemos inferir los siguientes resultados:

1. Sip =1, la convergencia se llama lineal y, para j suficiente grande, es |e;11| = A|e;|. Para este
caso, la constante A se llama tasa de convergencia o constante asintética y necesariamente

0< A<l
2. Sil < p< 2, laconvergencia se llama superlineal.

3. Sip = 2, la convergencia se llama cuadrética y, para j suficiente grande, se cumple |ej 1| ~
Alej|?. Si una sucesion tiene convergencia cuadrética, a partir de un cierto momento, el nimero

de decimales exactos se duplica a cada paso.
4. Si p = 3, la convergencia se llama ctbica.

5. En general, la convergencia es de orden p, si existen A > 0 y ko tales que |z541 — | <

)\’$k+1—06‘p, Vk'zko

También se puede definir al orden de convergencia de la sucesién {z,},-, como el nimero p > 1
tal que
leni1] < Clen|’ paraalgin C >0 y 0<C <1

En general, una sucesién con mayor orden de convergencia se aproxima a la raiz més rdpidamente
que una de orden inferior. La constante asintética influye en la rapidez de convergencia, pero no es
tan importante como el orden. A una técnica iterativa que produce una sucesiéon que converge con

orden de convergencia p se le denomina, en general, método de orden p.

Las nociones de orden de convergencia y de constante asintética del error tienen una gran

importancia practica. Cuando z,, esta suficientemente cerca de «, entonces
~ p
[T — al = Xz, — |

y haciendo

d, = —log |z, — «
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obtenemos

dpy1 = pdy, + 7

con

r=—log A

Esto quiere decir que en cada iteracion, se multiplica por p el niimero de cifras exactas, de forma
que, en general, un método con un orden de convergencia alto converge més rapidamente que un
algoritmo de orden mds bajo. La constante asintética también afecta a la rapidez de convergencia,

pero no es comparativamente tan importante como el orden.

Teorema 6.3 Sea {x,} ~, una sucesion que converge a a y e, =z, —a, p > 1, k; € R, k; # 0,

i=0,1,2,--- . Siey =kiel +keePT + o 0 e, = kie? + O (ePT) | entonces

1, |€n+1| — | |
n—o0 |ep | !

Demostraciéon 3 Sea {z,} -, una sucesion que converge a o y e, = x, —c, p > 1, k; € R, k; # 0,

1=0,1,2,--- . Por hipdtesis
i1 = ki€l + kyeP™h 4 kgePt? 4 ...
tomando e? factor comin, obtenemos
ent1 = €b (kl + kel + ke + - )

asi

6n—‘,—l o
en

kl"‘kg@;‘i‘kgei‘i‘"'

como ¢e,, — 0 cuando n — oo, se tiene

Definicién 10 Se dice que el cero o de la funcion f tiene multiplicidad m (m € {1,2,3,...}) si la

funcion f se puede escribir en la forma

donde lim g () # 0.

r—x
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Sim = 1, se dice que « es una raiz simple; si m > 1, se dice que « es una raiz no simple o raiz

muiltiple.

Teorema 6.4 Sea f € C'a,b] y sea « € (a,b). Entonces f tiene un cero simple (de multiplicidad

1) en « si, y solo si
fl@)=0 y f(a)#0

Sea f € C™[a,b] y sea p € (a,b). Entonces a es un cero de f de multiplicidad m si y solo si
fl@)=0, f(a)=0,-, f"D()=0 y [ (a)#0
Demostraciéon 4 Por definicion
f@)=@-a)"g(x) , v#a

aplicando la férmula para la derivada de un producto

) = 3 (1) - a0

k=0

= (f«)m (m =1 (m—k+1) (=)™ g ()"

<

si j < m. se tiene que ) (o) =0y sij=m, f™ (a) =m!

Reciprocamente, desarrollando la serie de Taylor

f" () 2 S (a) p—1
5 (x — ) +-~~+W(x—o¢) +—

fa)=f(a)+f () (z —a)+
aplicando la hipdtesis, obtenemos

(p)
@

fw ="

siendo £ (r) continua en «,

0

S g

con g (x)

Definicién 11 Si r es el orden de convergencia del método iterativo y d es el nimero de evalua-
ciones funcionales por iteracion de dicho método, entonces, la eficiencia computacional estd dada

por



En general, una sucesién con mayor eficiencia computacional es mejor que otra sucesién de menor

eficiencia computacional.

Definicién 12 Sea o una raiz de la ecuacion f (x) = 0 y supongamos que Tyi1 , Tp Y Tp_1 SON
tres iteraciones consecutivas cercanas a la raiz . El orden de convergencia computacional p puede

ser aproximado por la formula

In

Definicién 13 Dada una sucesion x, — T y una sucesion y, — y, diremos que (y,) converge mas
rapidamente que (x,) si

lim Y= Un

n—oo U — ajn

=0

Por otro lado, si dos sucesiones tienen el mismo orden de convergencia y la misma constante

asintotica, no tienen porqué converger con la misma velocidad.

Por ejemplo:
Yn=—3 » Tn=—" , O0<a<l1
el orden es 1 y la constante asintética es a para ambas, pero (y,) converge més répidamente que

Férmula de Taylor

Si f e C"a,b] y zo € [a,b], entonces para cada x € [a, b

— f® (x - k n+1
f(:x):Z%(x—xo) + 0 ((x —z)"")

donde h = =z — xg
Criterios de Parada.

Resulta comiin que un proceso iterativo se detenga ya sea porque alcanzé un méximo nimero
de iteraciones o porque logré alcanzar una tolerancia del error (prescrita por el usuario) entre la
solucién aproximada y la solucién exacta del problema. Para este ultimo propésito existen criterios
de parada que dependen tanto de la multiplicidad de la raiz como del orden de convergencia de la

funcién de iteracion.
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Debido a que los métodos a ser analizados estdan propuestos para ceros simples y sus érdenes de
convergencia son mayores que uno, dos criterios de parada son implementados: para una tolerancia
e del error se pide que

If(zn)] <e o |epp—ax,] <e

A continuacién se analizan ambos criterios.
Criterio 1: (|f (z,)| <€)

Supongamos que f es diferenciable en algin intervalo I C R que contenga «, considere que x,

€ I,V n. Sea x,, la n-ésima aproximacién a «, por el Teorema del Valor Intermedio se tiene

fxn) = f(zn) = fa) = [1(&,) (wn — @) con &, € (zn, )

por tanto

de la férmula anterior, se desprende que:

1. |f (a)] = 1 entonces |z, —a| = |f (x,)] <€

2. |f"(a)] <« 1 entonces |z, — a| >> ¢

3. |f' ()] >> 1 entonces |z, — a| K ¢

Consecuentemente, este criterio de parada no funciona para raices multiples, pues si f’ (a) =0
entonces se cumple el caso (2.), lo cual produciria una parada del proceso iterativo sin haber

alcanzado la tolerancia prescrita. En cambio, para ceros simples, el criterio funciona si se cumple el

caso (1.) 6 el caso (3.); aunque, para este tltimo se estaria haciendo iteraciones innecesarias.
Criterio 2: (|z,41 — x| <€)

Sea x,11 = g(z,) v T, = «, aplicando el teorema del valor intermedio se tiene que existe

&, € (z,,a) tal que

Ty —a=g(x,) — g(a) =g (§,) (2n — @) = g(a) (z, — @)

de donde

Tp1 — Tn = (Tpp1 — @) — (T, — Q)

Q

g (a) (@n —a) = (zn — @)
= (zn—0a) (g (@) = 1)
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por tanto

Tpal — T
Ty — QR —7“ -

g (a) -1

Luego, si ¢’ (o) = 1, entonces |z, — a| > |z,11 — x,| para este caso podria no ser un buen criterio
para aquellos métodos que presentan una convergencia lineal, pues ¢’ (o) # 0. Si —1 < ¢’ (o) < 0

entonces |z, — a| < |z,41 — x,|, por lo tanto, el criterio es bueno.

6.4. Meétodo del Punto Fijo

El método de aproximaciones sucesivas o iteracién de punto fijo es una forma muy ttil y simple
de encontrar la raiz de una ecuacién de la forma f(z) = 0. Para ello se reordena la ecuacién de
manera que = sea igual a g(x). Esta transformacién se puede llevar a cabo mediante operaciones
algebraicas o simplemente agregando x en ambos miembros de la ecuacién original. A una solucién
de esta ecuacién se le llama un punto fijo de la funcién g. Sin embargo, es muy importante la

seleccion de la funcién g(z), ya que no siempre converge con cualquier forma elegida de g(x).
Conexién entre la biisqueda de puntos fijos y bilisqueda de raices
Si g tiene punto fijo p, entonces f(z) = g(x)—z tiene un cero en p. Si f tiene una raiz p, entonces

g(x) =z — f(x) tiene punto fijo p.

Teorema 6.5 Sea g : [a;b] — R una funcion diferenciable que verifica

L g([a,b]) € (a,b)

2. méx |¢' (z)| < 1
z€[a,b]

Entonces existe un tnico p € [a;b] tal que g (p) = p y ademds para todo xy € [a;b], la sucesién

{z,} generada por la iteracién z, 1 = g (z,) converge a p

Demostracién 5 Sea h(z) = g(z)—z, Vo € [a,b]. Entonces h(z) es continua y verifica que h(a) > 0
y h(b) < 0, por lo que se verifican las condiciones del Teorema de Bolzano. En consecuencia, eziste

un p € (a,b) tal que h(p) =0, es decir g(p) = p.
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Para ver la unicidad, supongamos que existen dos valores, p,t € (a,b) tales que g(p) = py
g (t) = t, entonces por el teorema del valor medio existe ¢ € (p,t) tal que g(t) — g(p) = ¢'(¢)(t — p),

es decir, ¢'(¢) = 1, lo que contradice la segunda condicién.

Sea ahora {z,} la sucesién generada a partir de xy € [a,b] mediante la iteraciéon x,,; =

g(x,) , mn>0y L= m:fi%} |¢' (x)] < 1. Se verifica entonces que
en = [z, —p| =g (20 1) =g (D) = g’ (@)] len1| < Lep 1 < LPep 5 < -+ < L u
Teorema 6.6 Sea g : I C [a;b] — R una funcién continua en [a,b]. Si (x,) es una sucesion en

[a,b] que converge a o € [a,b], entonces a es un punto fijo de g.

Demostracién 6 Como lim (z,) = «, se tiene que lim (x,41) = a. A su vez, como se tiene que,
n—oo

n—oo

g es continua en |a,b] y por la relacion x,1 = g(x,), se obtiene

gla)=yg (h’m (q:n)) = lim g (z,) = lim 2,4, = «

de donde « es el punto fijo de g. |

Para aproximar el punto fijo de una funcién g, se escoge una aproximacion inicial xy y se genera
la sucesién (x,,) dada por x,.1 = g(z,) para cada n > 0. Esta técnica recibe el nombre de iteracién

de punto fijo.

En general, el algoritmo de un método iterativo estd dado por:

1. Dado zy € [a, b]

2. Paran =1,2,---, hacer x,,1 = g(z,)

Interpretacion grafica de los métodos iterativos.

Segtin sea g(z) y se elija g, los métodos iterativos pueden ser convergentes o divergentes y, en

ambos casos pueden variar en forma espiral o en escalera, como se indican en los siguientes gréficos.
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6.5. Meétodos Iterativos

Encontrar una o més raices de una ecuacién no lineal de la forma, f(z) =0, donde f: I — Res
una funcién real de variable real, es uno de los problemas m&s comunes que ocurren en las matemaéti-
cas aplicadas. Los métodos analiticos para resolver tales problemas son dificiles de encontrar o en
linea general no existen. Por lo tanto, para resolver este problema resulta necesario aplicar técnicas

numéricas basadas en procedimientos iterativos como por ejemplo, Newton-Raphson.

En los dltimos anos se han definido nuevos métodos iterativos que mejoran, en cierta forma, la

precisién de los métodos clésicos.

A lo largo de este trabajo se considera la ecuacién no lineal f (z) = 0 donde f es una funcién

real de variable real y se asume que « es una raiz simple de f.
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Teoria General de los Métodos Iterativos

El método iterativo de Newton pueden considerarse un caso particular del siguiente método
iterativo mas general: sea x,,1 determinado por evaluaciones de la funcién y/o de las derivadas en

los puntos =, T,_1, Tp_2, - ,Tn_m+1 y hagamos
Tni1 :g(xn7mn—1> Tp—2, " 7xn—m+1) ;o nm=m, m+1, ---
La funcién ¢ se llama funcién de iteracion, y {x,}2, la sucesién de iterados.

En los métodos presentado en la seccién anterior, se tiene

[ (x)

g(x) = x_f’(:c) , m=1 , para Newton
g(zy) = x—f(x)ﬁ , m=2 , parala Secante

La teorfa general de los métodos iterativos es simple cuando m = 1, es decir,
Tni1 = 9(T), n=0,1,2,...

Sea {x,}2°, una sucesién generada para un z, inicial dado. Supongamos que =, — « y que g

es continua. Tomando limite
a=g(a)

Si esto es cierto decimos que « es un punto fijo de g. Para resolver el problema f(z) = 0, se

puede construir una funcién g tal que un punto fijo de g sea una raiz de f.

Teorema 6.7 Si g € Cla,b] y g: [a,b] — [a,b], entonces g tiene un punto fijo en [a,b].

Demostraciéon 7 Si g(a) = a o si g(b) = b, entonces g tendrd un punto fijo en un extremo.
Supongamos que no es asi; entonces deberd ser cierto que g(a) > a y que g(b) < b. La funcion

h(z) = g(x) — x es continua en [a,b] y tenemos

h(a) = gla)—a>0
Y
hb) = g(b) —b <0
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Por el Teorema del Valor Intermedio se tiene que existe a € (a,b) para el cual h(a) = 0. Este

nimero « es un punto fijo de g.
0=h(a) =g(a) —a implica que g(a)=« [

Teorema 6.8 Sea g continuamente diferenciable en algin intervalo (c,d) que contenga el punto
fijo a de g. Si |g/(a)| < 1, entonces existe una 6 > 0 tal que la iteracion de punto fijo converge para

cualquier aprorimacion xy siempre que |ro — o] < 0.

Demostracién 8 Por ser g/ continua y |g/(a)| < 1, entonces existe 6 > 0 tal que |g/(z)| < 1 para

todo x € [a — 6,0 + 4.

Para continuar la prueba es necesario demostrar que g envia [ — 6, + d] en [a — J§, v + 4].
Si x € [a — d,a + ], el Teorema del Valor Medio implica que, para algin nimero £ entre x y «,

l9(x) = g(a)| = [g7(§)]lx — a]. Por tanto,

l9(z) — af = [g(z) = g(a)] = [g/(E)]]x — o] <z —af
Puesto que x € [ — 0, + d], se tiene que |z — | <0 y que |g(x) — al < 4.

Este resultado implica que ¢ manda [o—d, a+ 0] en [ — J, o+ 0], entonces la iteracién definida
por

Tp = g@n—l);” >1

converge para cualquier aproximacién zy € [ — §,a + 6] , con lo cual queda demostrado dicho

teorema. [ ]

Los siguientes resultados tedricos seréan de utilidad en el anélisis del orden de los métodos itera-

tivos a estudiar.

Teorema 6.9 Sea f € C® h € C? en un entorno de una raiz simple de f. Si h(a) =1 y h(a) =
1/ ()
2°f Sa)

O(x,) = x, — h(x,) converge a a y ademds es de al menos orden tres.

, entonces eziste 6 > 0 tal que ¥ xy € [a — §, a0 + 0] el método iterativo definido por
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Demostraciéon 9 Para demostrar que ® es convergente en un entorno de a tenemos que verificar

que P(a) =a y |Pr(a)| <1

= a—h(a /(o) =«
(I)<Oé) - h( )f’(CY)
o 1w T [ @ < () ] ()
¥(a) = 1 h()f,(a) h(@) o
—f/(a)2:1—1:0<1
fr(@)

De las ecuaciones anteriores y el teorema anterior, existe § > 0 tal que ® converge a « para

cualquier aproximacion inicial zg € [ — 0, + 6.

Derivando nuevamente, se obtiene

d'(a) = — |20 (a)+ h(a) (f/ () /" (a),_ 2{/ G (a)>]
I [ (@)
= ow ey F@ <a>]
i f' ()
L@ @]
i o)
de donde deducimos que ¢ es de al menos orden tres. [ |

Teorema 6.10 Sea o una raiz simple de f € C3(I), con I un intervalo abierto que contiene a .
i@
Supongamos que h € C*(I). Si F(z) = xe 7@ con ¢(a) = a, ¢'(a) =0, ¢"(a) =0 , a#0
¢ ()
x

1
y h(z)=1+ §F’ (z) +In , entonces existe 6 > 0 tal que para todo xo € [ — 6, + ] el

método iterativo definido por ®(x,) = x, — h(x,) converge a « y tiene por lo menos un tercer orden

de convergencia.

1 "
Demostracién 10 La idea es verificar que h(a) =1 y b (a) = 5];, ((a)) . Realizando los cdlculos
a
de F' (z) y F" (x) evaluada en «, se tiene
F'(z) = 0
1f" ()
Fl/ -
@ = T )
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¢ (=)

1
se obtiene ——
T 2

«

y al evaluar en « la derivada de In '
Asi

h@) = 1+2F(a)+hn ‘@‘:1

2 e}
o (L @) 11 )
e = 5 (ot ) "3 2

y por el teorema anterior, existe 6 > 0 tal que para todo z¢ € [ — J§, @ + d] el método iterativo

definido por

O(z,) =z, — h(x,)——=
[ ()
converge a « y tiene por lo menos un tercer orden de convergencia. [
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7. CAPITULO II : METODO DE NEWTON

Se sabe que el esquema iterativo del método de Newton estd definido por

h (xn>
I = T )

donde la funcién h (z) es diferenciable y ademds h’ (z) # 0. Este método posee orden de conver-
gencia cuadratica y eficiencia computacional v/2. El principal objetivo de este capitulo es generar
algunas variantes del algoritmo de Newton y asi obtener nuevos y diferentes esquemas iterativos. La
generacién de estas variantes radica en la sustitucién de la funcién h (x) por otra forma funcional
que cumpla con las hipétesis del método de Newton y de esta manera, obtener nuevos esquemas y

nuevos métodos iterativos.
En este capitulo se utilizard el desarrollo de Taylor para deducir el método de Newton.

Desarrollemos la funcién & () mediante el desarrollo de Taylor de orden 2, alrededor del punto
T = a, entonces
h(z) =h(a)+h (a) (x—a)+ O (h?)
como h (z) = 0 se tiene
0 = h(a)+h (a)z—h(a)a
W (a)x = h'(a)a—h(a)

. R (a)a — h(a)
h' (a)
N 1 C)
h' (a)

luego, el esquema iterativo toma la forma

h(z,)

Tpy1 = Tp — h,(l' )
n

7.1. Anadlisis de Convergencia del Método de Newton

A partir de la férmula iterativa

[ (xw)+ f (2p) (@pg1 — ) =0 , VE>O0

ahora, utilizando el desarrollo de Taylor de f de orden dos
1
0= f(aw) = f (zx) + [ (@) (an —zx) + S () (= m)’ , Vk>0
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donde «ay;, es un punto situado entre o y .
Restando las dos iltimas expresiones, resulta
1 1 " 2
f(:t:k)(ak—xk)+§f (Oék)(Oék—SCk> =0 s VkZO

si

p= min [/ (@) y q= max |f" (z)]

z€la,b z€[a,b)
de la expresién anterior obtenemos
4q 2
2 —a| < —Jzg—al” , VE>0
2p

con lo cual, queda demostrado que el orden de convergencia del método de Newton-Raphson es

de orden cuadratico. [ |

Si se supone que hay convergencia, entonces z, se debe aproximar a la raiz real = y la magnitud
del error es proporcional al cuadrado del error anterior. Esto significa que el nimero de cifras
decimales correctas aproximadamente se duplica en cada iteraciéon. A este comportamiento se le

llama convergencia cuadrética.

Ahora vamos a considerar algunos casos especiales donde la funcién h (z) puede expresarse como
combinacién lineal de las funciones f () y ¢ (). En todos los casos, vamos a tomar la funcién g ()

como una funcién arbitraria auxiliar y o € R.

7.2. Variantes del Método de Newton
7.2.1. Caso I : Forma funcional h (z) = f (x) + g (2)

Consideremos la funcién A (x) con la forma funcional de una suma, es decir

h(xn) = f(2n) + g (25)
donde f (z,) y g (z,) son funciones diferenciables y f'(x,) # —¢' (z,) .

Sustituyendo en el esquema anterior A’ (x) = f’ (z)+¢’ (x), obtenemos el nuevo esquema iterativo

)t
P T  w) + g ()
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A partir de la formulacién de este nuevo esquema iterativo, vamos a considerar a la funcién
g (x,,) como una funcién auxiliar arbitraria que puede tomar diferentes formas funcionales y a partir

de aqui, obtener nuevas variantes del método de Newton:

Consideremos la funcién g (z,,) = af (x,,), al derivar y sustituir en el esquema iterativo anterior,

obtenemos una variante del método de Newton, el cual se presenta en la siguiente férmula

) taf @)
[ (@) + af (zn)

Observemos que si @« = 0 o o = 1 se obtiene el método de Newton en su forma clésica

Tn+l = Tn

I ()

Algoritmo 1 Al considerar g (z,) = af?(x,), obtenemos otra variante

Tpy1 = Tp —

_ f () + af? (z)
[ (@) +2af (z) £/ (20)

Al considerar a = 0, se obtiene el método de Newton en su forma cldsica

Tp+1l = T

Podemos generalizar el proceso anterior, haciendo g (z,) = a[f (z,)]", donde n € Z*, efec-
tuando las operaciones indicadas en el esquema iterativo, obtenemos otra variante del método de

Newton, es decir
— — [ (xn) +af” (nainl) / (3)

Notemos que al considerar o = 0, se obtiene el método de Newton en su forma clésica. Por otro

T+l = Tp

lado, paran =1y a = 1, también obtenemos el método de Newton en su forma estdndar.
En particular, para n = 2 y a = 2, se obtiene el siguiente

Algoritmo 2
f (xn) + 2 (20)

T T T ) + Aot (@) [ (w0)

Algoritmo 3 Sea g (z) = f (z) e **, entonces el método de Newton, toma la forma

f@)+f @)e
@)+ f e —af @e

Notemos que para a = 0, el método iterativo se reduce al método clédsico de Newton.

Tp41 =T —
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Algoritmo 4 Sea g (z) = f () e**, entonces el método de Newton, toma la forma

Ty — 1 — f(@)+ f(x)e™ (6)

7@+ I @) e +af @) e

Notemos que para a = 0, el método iterativo se reduce al método cldsico de Newton.

Ahora si g (z,,) = f' (z,), luego tenemos
_ f(n) + [ (2n)
Tpt1 = Tp —
f(@a) + " ()
continuando con el proceso, si g (x,) = f” (z,), entonces
_ f(@n) + " (x0)
ITL+1 - 'TTL f/ (xn) + f”/ ([L’n)

Y de manera generalizada, se obtiene que para g (z,) = f™ (z,)

C F@) ™ (o)
Tk = T S O () ©)

Consideremos algunos casos donde interviene la reciproca de la funcion derivada, por ejemplo,

la siguiente férmula

Sea g (x,) = ﬁ, entonces la nueva variante obtenida es
@) f (@) + f ()
T @) - () .
Por otro lado, sea g (z,,) = ﬁ, se tiene otra variante
s = iy — L) ) 7 (@) + 1] (11)

I () [f7 (377%)]2 — [ (zn)

De manera mds general, tenemos que si g (z,,) = entonces obtenemos que la variante

L
f ()’
F (@) [f (@) £ (20) +1]
J (@) [J (@a)]” = fO4D (2,)

Analicemos algunos casos donde la funcién auxiliar ¢ (x,,) es combinacién de cociente de derivadas,

del método de Newton es

(12)

Tn1 = Tp —

por ejemplo:

Sea g (x,) = %,

Tpy1 = T — f (xn) fl (xn)

f" ()
fH(zn)’

entonces la nueva variante es

f(z,)+1
[ ()P = [ @)) 4 f () f7 (2n)

(13)

Sea g (r,) = luego obtenemos

S ACY (G ACHITACH) (14)

Lf! (-Tn)]g — [ (@) [ (20) + [ (7))
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7.2.2. Caso II : Forma funcional h (z) = f (z) — g (x)

La funcién h () tiene la forma funcional de una diferencia, es decir

donde
W ()= f(z) =g (z)
sustituyendo en el esquema principal del método de Newton, obtenemos el nuevo esquema itera-

tivo
@) g
[ (xn) — g (7,)

Nuevamente, vamos a considerar la funcién g (x,,) como una funcién auxiliar arbitraria que puede

Tp+1 = T

tomar diferentes formas funcionales y de esta manera, obtendremos nuevas variantes del Método de

Newton.

Para iniciar con el estudio de este caso, es evidente que si g (x) = f (x), entonces el método de

Newton se indetermina, es decir, dicho método colapsa.

Sea g(z) = af?*(r), a € R y nuevamente sustituyendo, obtenemos una nueva variante del

método de Newton, es decir

f(zn) = af? (zn)

Tpy1 = Ty — (15)
i [ (wn) = 2af (2) [ (20)
Observemos que para o = 0, se obtiene el método de Newton en su forma clésica.
De manera general, consideremos que g (z) = [f(z)]", n € R y nuevamente sustituyendo,
obtenemos otra variante del método de Newton, es decir
T,) — " (2,
xn+1 =z, — , f( ) f (nil) / (16)
Notemos que para n = 1, la variante obtenida colapsa.
Para n = 11, obtenemos el siguiente
Algoritmo 5 )
_ql
Tnss = T — f(@n) — [ (2) (17)

() = 11 (20)"° 7 (200)
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Algoritmo 6 Sea g (z) = entonces el método de Newton, toma la forma

L
fla)
[f ("L‘n)]g B f (:L‘n>

T P @) U P F () .
Algoritmo 7 Sea g (z) = ]J:I ((xx))’ entonces el método de Newton, toma la forma
f(zn) [f (xn)]z — [ (wn) [ ()
P I R ) = 1 e+ (o) £ () e
Algoritmo 8 Sea g (z) = f (z) e ", entonces el método de Newton, toma la forma
o f (xn) B af (xn) e
P S G = F () e+ ae o ] (@) 2
Algoritmo 9 Sea g (z) = f (x)e™*, entonces el método de Newton, toma la forma
f (xn) - af (xn) e (21)

Tpt1 = Tp, —
T (@) = f (@) e — aeot f ()
Ahora consideremos en nuestro estudio, algunas variantes de g (x) en funcién de la derivada de

f (z), las cuales se sistematizan en las férmulas siguientes

Sea g (Tpn) = af' (xn,), a € R, y sustituyendo en el esquema iterativo anterior, obtenemos

[ (@) — af (2,)
I (@n) —af” (zn)

Notemos que para o = 0, la variante obtenida se reduce al método de Newton en su forma

(22)

Tpy1 = Tp —

estandar.

Consideremos la funcién auxiliar g (x) = f” (), entonces la nueva variante obtenida es

[ (@n) = " ()

xTL+1 - ITL - f/ (xn) - f/,/ (I’n) (23)
Generalizando el método, se obtiene que para g (z) = f™ ()
_ f(n)

Tptl = Tp — f/ (l'n) _ f(n+1) ('Tn)

Ahora consideremos algunas variantes de las reciprocas de las derivadas, es decir,

1
Sea g (r) = ——, entonces la nueva variante del método de Newton es

/' (x)

(2 )]2f§ W) = f' () -
P o)+ 77 ()
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1
Si g (x) = ——, entonces la variante obtenida es

f" ()
[ (@) [f (20) f7 (20) — 1]

T P ) [ )+ P () 2
De manera mds general, sea g (x) = 7 (n)l @)’ entonces la variante generalizada del método de
Newton es . .
Tt = Ty — f (xn) [f (:L‘n)éf (xn) - 1} (27)
fH(@n) [fO) (2)]” + fOFD) (2
Sea g (z) = ff/(—(xx), entonces
st = 0 — £ () ' (70) S 1 (28)

L (@)l + [ ()] = f () £ (20)

(@)
7 (@)

Por otro lado, si g ()

, luego la variante obtenida es

Bps =y — L) ) = (o) [ ] (20)
@)+ 7 @) 7 (20) — [ (20)]

7.2.3. Caso III : Forma funcional & (z) = f (x) g (x)

Ahora se presentard el caso donde la funcién h (x) tiene la forma funcional de un producto, es

decir

donde
W(x)=f(z)g(@)+d (z)f ()
sustituyendo en el esquema anterior, obtenemos el nuevo esquema iterativo

) 9 (T0) + ¢ (0) f (T0)

Este caso constituye un caso particular de la técnica iterativa variacional y por ende, la funcién

Tnt+1 = Tp — f,(

exponencial jugard un papel preponderante y principal en la obtencién de nuevas variantes del
método de Newton. Este caso es el mas interesante, como la funcién exponencial es igual a su
n-ésima derivada, obtenemos diferentes y nuevos algoritmos para la solucién de una ecuacién no

lineal.

Consideremos la funcién g (z) como una funcién auxiliar arbitraria que puede tomar diferentes

variantes funcionales, consideremos los siguientes algoritmos
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Sea g (x) = au, entonces, la variante obtenida es

n

lo cual constituye el método de Newton en su forma estdndar.

Algoritmo 10 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = x entonces

= () f (20)
m " (zn) [ (20) + f (20)

Algoritmo 11 Sea la funcion auziliar definida por g (z) = f (z) entonces

e T TS ()

Sea g (z) = f? (v) entonces, la nueva variante es

T T ()

Generalizando el método, consideremos la funcién auxiliar definida por

g@)=1[f @) peZ’
entonces, la variante generalizada es

= f ()
T (L p) f ()

Notemos que para p = 0, se obtiene el método de Newton en su forma estandar.

Ahora consideremos el caso donde intervienen las derivadas.

Algoritmo 12 Sea g (z) = f'(x) entonces, la variante obtenida es

Lf! (mn)]z + [ (wn) f(20)

Algoritmo 13 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = f" (x) entonces

i)
" S (@n) [ (20) + [ (20) [ (20)

Ahora vamos a considerar la reciproca de las derivadas,

Tpy1 = Tn —
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1 . .
Algoritmo 14 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = entonces el esquema iterativo

[ ()

obtenido es

Tpil = Tp + 2 36
: 17" (@a) £ (@) = [f" ()] .
Sea g (x) = ]J:/ ((xx)) entonces la variante obtenida es

o g D) L @) 1 (@) = @) -

Lf! (zn)]Z

Ahora vamos a considerar la familia de funciones exponenciales, de esta manera, obtenemos
muiltiples variantes del método de Newton. Para precisar, consideremos la funcién auxiliar definida

por

ax

Algoritmo 15 Sea g (x) = e~ ** entonces la nueva variente del método de Newton es

f(zn) (38)

Tt =T e ) — af (2)

Notemos que si a = 0 el esquema obtenido se reduce al método de Newton cldsico.

Algoritmo 16 Sea la funcion auziliar definida por g (z) = e~/ entonces el esquema obtenido

€s

Tyl = Ty — (39)
o fan) = af (za) f(n)
Notemos que si o = 0 el esquema obtenido se reduce al método de Newton clasico.
Algoritmo 17 Sea g (x) = e™* entonces el esquema obtenido es
Tyl = Ty — 40
AT ) v of (2 o
Algoritmo 18 Sea g (z) = e*(*) entonces el esquema obtenido es
Tyl = Ty — 41
! [ (wn) +af (z,) f' (20) 4D
iC))
Algoritmo 19 Sea la funcion auziliar definida por g(x) = e ') entonces el nuevo método
obtenido es )
!/
Tpil = T — S (@) [f' ()] (42)

(@)l = a[f7 ()] f (20) + af" () f2 (20)
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Notemos que para a = 0, nuevamente se obtiene el método clasico de Newton.

@
Algoritmo 20 Si la funcion auziliar estd definida por g (x) =e ~ I'(*) entonces el nuevo esquema

iterativo es

f (@) [f' (zn)]2

xn+1 - xn - !/ 3 n / " 2 (43)
Notemos que para a = 0, nuevamente se obtiene el método clédsico de Newton.
7.2.4. Caso IV : Forma funcional h(z) = f (z) /g (x)
La funcién h (z) tiene la forma funcional de un cociente, es decir
g (z)
donde
Wy = £ @96 g @)@
g ()]
sustituyendo en el esquema del método de Newton, obtenemos el nuevo esquema iterativo
f(wn) g ()

I T T ) g () — o (@) [ (20)

Ahora vamos a considerar la funcién g (z) como una funcién auxiliar arbitraria que puede tomar

diferentes variantes:

Algoritmo 21 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = z entonces

@) f)
T = N ) — f () (44)

Notemos que si la funcién auxiliar definida por g (z) = f (z) entonces, el método colapsa.

De manera més general, sea la funcién auxiliar definida por

g(@)=[f@)], peZ”

entonces

(1 —=p) [ (zn)

notemos que para p = 0, se obtiene el método clasico de Newton.

Tpy1 = Tn —
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Algoritmo 22 Sea g () = f' (z) entonces la nueva variante del método de Newton es
f(@n) ' (20)

Lf (xn)]z — [ (zn) f ()

Algoritmo 23 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = f” (z) entonces el esquema iterativo es

f(wn) [ (2n)

(45)

Tn41 = Tp —

P Y P () — P () £ () 1o
Consideremos la reciproca de la derivada, es decir,
. . . . , 1
Algoritmo 24 Si la funcion auziliar estd definida por g (x) = @) entonces
x
!

Tpt1 = T + . / (Sl?n) / (Iﬂn? 2 (47)

Ahora, consideremos a g (z) = J]:’ ((x)) entonces la nueva férmula obtenida es

x

f (@) (48)

Tpy1 = Tn —
fl/ ('Tn)
Consideremos ahora la familia de funciones exponenciales. Para precisar, consideremos las siguien-

te férmulas.

Algoritmo 25 Sea la funcion auziliar definida por g () = e~** entonces el esquema iterativo toma

la forma
Tyl = Ty — 49
AT ) af () )
Notemos que para a = 0, se obtiene el método clésico de Newton.
Algoritmo 26 Sea g (z) = e=*/(®) entonces la nueva variante del método de Newton es
Tri1 = T — f (2n)
[ (xn) +af (z,) f' (25)
Notemos que para a = 0, se obtiene el método clésico de Newton.
Sea la funcién auxiliar definida por g () = e** entonces
Tpi1 = Ty — (50)
’ f' (an) — af (zn)
Notemos que para a = 0, se obtiene el método cldsico de Newton.
Sea la funcién auxiliar definida por g (z) = e®/®) entonces

T T T ) — af () (@)

Notemos que para a = 0, se obtiene el método clésico de Newton.
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@)
Algoritmo 27 Sea la funcién auziliar definida por g () =e I'(*) entonces

J (@) [f' (In)]2

Tyl = Tp — (52)
Lf (mn)]3 —alf’ (xn)]2 f(wn) +af” (x,) f2 (2n)
Notemos que para a = 0, se obtiene el método cldsico de Newton.
@)
Algoritmo 28 Sea g () =e /'@ entonces
/ 2

" (@)l = af™ (x0) [ (2n) | (20) +a [f" (20)]" ] (20)

Notemos que para a = 0, se obtiene el método clédsico de Newton.

7.3. Resultados Numéricos

En este acdpite se presentardn algunos ejemplos donde se ilustra la eficiencia de los nuevos
métodos desarrollados. La comparacién se realiza entre el método de Newton y algunos de los
algoritmos encontrados. Se tomarad como base fundamental el niimero de iteraciones para encontrar
dicha raiz. Se tomaron como conjunto de funciones bases, aquellas funciones que fueron consideradas
en diferentes articulos de investigacion, las cuales poseen caracteristicas de ser funciones continuas

y diferenciables.

Se han programado todos los algoritmos desarrollados en el lenguaje de alto nivel C++4, bajo
la filosofia de Programacién Orientado a Objeto (POQO) y en todos los criterios de parada de los

diferentes cédigo fuente se utiliza un nivel de tolerancia de 10e~16.

Se enumeran todos los algoritmos de manera secuencial y se seleccionan aquellos que verifican
la condicién de ejecutarse en un niimero menor de iteraciones que el métodos de Newton y aquellos
que logran el mismo nimero de iteracién. Esto se realiza con el objetivo de comparar los algoritmos

6ptimos y los que son equivalentes (en el nimero de iteraciones) al método de Newton.

Se aclara que la significacién de equivalencia de método en esta tesis, significa que la raiz de la
ecuacién no lineal converge en un niimero determinado de iteraciones, aunque su expresion algebraica

difiera en la estructura de su férmula.
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Ejemplo 7.1 Consideremos la ecuacion no lineal e * — 23 =0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,77288295914921012475

Los algoritmos 1, 7 y 15 alcanzan la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando al

método de Newton.

Los algoritmos 2, 3, 5, 6, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27 y 28 alcanza la raiz en igual

nimero de iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 9 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemadtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 7.2 Consideremos la ecuacion no lineal v — cosx = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,73908513321516067229

Los algoritmos 3, 5, 6, 14, 22, 24 alcanzan la convergencia de la raiz en igual nimero de

iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

Para esta ecuacién, no se obtuvo ningiin algoritmo que superara al método de Newton en lo que

respecta al nimero de iteraciones.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 7 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedérico como préctico.
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Ejemplo 7.3 Consideremos la ecuacion no lineal e + 2lnx =0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,79851808532225987403

Los algoritmos 4, 17 y 25 alcanzan la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando al

método de Newton.

Los algoritmos 3, 6, 8, 10, 14, 17, 22 y 24 alcanza la raiz en igual nimero de iteraciones que

el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 7 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 7.4 Consideremos la ecuacion no lineal 2* + 422 — 10 = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,36523001341409688791

El algoritmos 23 es el tinico que alcanza la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando

al método de Newton.

Los algoritmos 3, 6, 7, 14, 15, 19, 21, 22, 24 y 27 alcanza la raiz en igual nimero de

iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 9 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedérico como préctico.
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Ejemplo 7.5 Consideremos la ecuacion no lineal e* — z3 = 0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,85718386020783521317

El algoritmos 21 es el tinico que alcanza la convergencia de la raiz en 3 iteraciones, superando

al método de Newton.

Los algoritmos 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 19, 22, 23, 24, 25 y 27 alcanza la
raiz en igual nimero de iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos

son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 9 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemdtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

7.4. Conclusiones

Las conclusiones referentes al primer capitulo se pueden sistematizar en las siguientes asevera-

ciones :

= Generacion de 4 nuevos esquemas iterativos que representan 28 nuevas variantes del método

de Newton.

» Existencia de 8 nuevos algoritmos variantes del método de Newton que superan al método

clésico en el nimero de iteraciones necesarias para la obtencién de una raiz simple.
= El algoritmo 3 se presenta en cada una de las funciones bases analizadas, superando en algunos
casos o siendo equivalente al método de Newton en la cantidad de iteraciones para lograr la

raiz real.

= Todos los algoritmos obtenidos por estas variantes del método de Newton son convergente,

oscilando todos ellos entre 3 y 9 iteraciones como maximo.
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= De acuerdo a los resultados numéricos obtenidos, existen una gran diversidad de métodos

iterativos equivalentes al método de Newton.

» El caso referido al producto funcional, es decir, h () = f (x) g (x) constituye la variante més
rica y variada con relacion a los nuevos métodos iterativos, ademads, que constituye un caso
particular de la técnica de variacién iterativa. Ademads el esquema iterativo permite utilizar
la familia de las funciones exponenciales, permitiendo obtener novedosos y nuevos métodos

iterativos. Estos métodos serdn ampliados en el capitulo III.
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8. CAPITULO III : POLINOMIOS DE ADOMIAN

Considérese la ecuacién no lineal de la forma f(z) = 0, @ € R un cero simple de f. Se supone

que la ecuacién no lineal puede ser transformada de la siguiente manera
h=c+ N(h)

donde ¢ es una constante y N es una funcién no lineal. La técnica de descomposicién de Adomian

consiste en calcular la solucién de h mediante una serie convergente de la forma

h = ih"
n=0

y la funcién no lineal N se descompone como

N(h)—iAn

donde los A,, son funciones llamadas polinomios de Adomian, que dependen de hg, b1, ho, -+ , h,
y estan dados por:

_Lar
"onld\®

N(Z)\%-)] ., n=01,23,- (54)
=0 A=0

Los primeros tres polinomios de Adomian son

Ay = N(ix’m) = N (hy)

A=0

d >,
A = — [N (ZAh)]
d\ o -

A, = N (i /\ihi> (iix‘lhi) = hyN' (hy)
=0

=0
A, - LTy ix'h
2T 202 . ‘
=0 A=0

2

1 O .. o i .

= 5|V <thi) (Zw*m) + N’ (me> <Zi(i—1))\’_2hi>
=0 =0 =0 =0
A=0

1
= 3 [RIN" (ho) + 2haN' (ho)]

1 RN /
- ith (h0)+h2N (ho)
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de esta manera, otros polinomios de Adomian pueden ser generados de manera similar.

Como

h=c+ N (h)

se tiene

i h, =c+ i A,
n=0 n=0

Por ser la serie h convergente, se tiene la siguiente importante relacién

ho=c y hpi1=A, paran >0

8.1. Construcciéon del Método de Newton por el método de Adomian

Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase C® en I, f(x) = 0 una ecuacién no

lineal y o una raiz de f. Aplicando el Teorema de Taylor a f (z — h) alrededor de z, se tiene

f(x—h):f(:c)—l—f'(x)(x—h—x)+%(!x>(x—h—x)2+0(h3)

por tanto
o f" ()

flo—h) = f @)= hf' () + 0P

+ 0 (h*)
para una h suficientemente pequeno, se tiene

flo—h) =0~ f(2)— hf (o) + L2

2!
de donde @ @
B f T h_2 f// T
e 2w
haciendo
h=c+ N (h)
fonete f @ 7 @)
T h2 " T
Crw VN

para n = 0, obtenemos de h = Z h, que

n=0
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como f (x — h) =0, se tiene

a=r—hxr—-—hy=rx—c=x— f,(x)
f'(x)
finalmente, para x,o suficientemente de «, la iteracién viene dada por
f () n >0 (55)

AT S I
n

Ahora mostraremos dos métodos iterativos de importancia, estos son : El método de Abbas-
bandy y el método de Chun, ambos métodos son desarrollados por la técnica de descomposicién de
Adomian, donde por analogfa con el capitulo anterior, buscaremos nuevas funciones auxiliares que

nos permitan obtener nuevos esquemas y métodos iterativos.

8.2. Meétodo iterativo ABBS

El método iterativo de Abbs es introducido por Abbasbandy [1] y el mismo estd basado en el
método de descomposicién de Adomian. Este método presenta una convergencia ciibica. La eficiencia

computacional del método es 3/ ~ 1,44225
Construccién del Método

Sea I C R un intervalo, f : I — R una funcién de clase C® en I y a € I una solucién de la

ecuacion no lineal f (z) = 0. Aplicando el teorema de Taylor a f (z — h) alrededor de z, obtenemos

f(m—h):f(x)—l—f’(x)(x—h—x)+%@(m—h—x>2+0(h3)

para un h suficientemente pequeno, se tiene

Fle—h) = 0% f@)—hf @)+ 57" (@)
p -

+_

frx) 2 f'(x
h = h0+h1
tomando @) 2 (o)
B B f T - _h_f// T
==y v M ENW =5
resulta que
h=c+ N (h)



aplicando el método de descomposicién de Adomian a h, para n = 2 se tiene que

h%ho—l—hl—l-hg

entonces
hOIC y h1:A0 y hQZAl
donde
f(z)
ha =
()
b= N~ @) P @)

2 /@) 20 (@)

p @) _ ) [ (2))”
f'(z) 2(f" (2))°

se tiene que

@ POrE PE WP

) 20 (x)) 2[f ()]°

luego para un z, suficientemente cerca de «, el método iterativo de Abbasbandy estd dado por

fzn) P (z) f" (2,) B £2 () [f" ()] n>0 (56)

- )

Tpyl = Tp — f, (xn) 92 [f/ (xn)]?) 9 [f/ (xn)]5

8.3. Meétodo iterativo de Chun

El método iterativo de Chun es introducido por Changbun Chun en [10], y el mismo estd basado
en el método de descomposicion de Adomian. Este método presenta una convergencia de orden

cuatro. Ademds, la eficiencia computacional del método es: 4'/4 ~ 1,41421.

El esquema iterativo del método esta dado por

_ [ (zn)
e T ()

Tptl = Yo — 2 2 )
T T ) T )

Construccién del método

Sea I C R un intervalo, f : I — R3 una funcién de clase C? en I y o € I una solucién de la

ecuacién no lineal f(z) = 0. Aplicando el Teorema de Taylor a f(z — h) alrededor de z, se tiene,
flz=h)=f(z)+ [ (2) (x = h—2z)+ 0 (k)
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llamando ¢ (h) = O (h?), tenemos

g(h) = hf'(z) = f(z)+ f(z—h)

g (h) = f(x)—f(z—h)
para un h tal que f (x — h) = 0, obtenemos

L) | S
"= T @

y tomando

tenemos que
h=c+ N (h)

Aplicando el método de descomposicién de Adomian a h, para n = 2, se tiene que,

h%ho—l-hl—l-h@

de aqui, se obtiene que, hg = ¢, hy = A; y ho = A,, donde

[
T T
_ f(2)
hy = N<h0):g<h0):f(x f’(x)) _ W)
[ () /() f(x)
(o= 28 [ = (o
h :hN/(h):hg(h0>: f(l‘)
2 1 0 1f, (z) 7 (x) Iz (x)2
f(z)
(- 7)
_ IOV PR S 1 C)
" T wr [f“ f( f%x))]
f) :
hg = T T) —
7 (1) [f" (@) = " (y)]
como f (z — h) = 0, se tiene
DI A ORI A ) A )P A C)
B e e R TI



para x( suficientemente cerca de «, el método iterativo de Chun estd dado por

- e f(afn)
o = f/(mn) (57)

Tpy1 = n— 2 P) )
T @) T )

El objetivo central de este capitulo es considerar diferentes variantes de la funciéon N (h) y
mostrar que podemos obtener diferentes esquemas iterativos y a partir de aqui, nuevos métodos

iterativos, todos ellos basado en la técnica de descomposcién de Adomian.

8.4. Variantes de Métodos Iterativos

Ahora vamos a considerar diferentes funciones auxiliares con el objetivo de obtener nuevos

métodos iterativos.

Desarrollemos la funcién f (x — h) en una serie de Taylor de orden 3, alrededor del punto z,

entonces

f(x—h) = f(:v)~|—(a:—h—x)f’(:)s)+(x—h—$)2f"(x)+O(h3)

2
h2
fle=h) = f(z)=hf (2)+ 5" (@)
para un h suficientemente pequeno, se tiene f (x — h) = 0, luego
h2
0~ f@)-hf @)+ S @)
_ flx) | RS (2)
S e NN O
h == ho‘l‘hl
tomando @) .
o f(= k" (z
T Eey v NS
resulta que
h=c+ N (h)



aplicando el método de descomposicién de Adomian a h, para n = 4 se tiene que

entonces
ho=c , hi=A4 , hh=A , h3=A , hy=A3
donde
_ fl=)
S TR
_ W @) @) f ()
= NS TSP

by = W' (ho) = et ) _ P @1 @F _

(@) 2(f ()

1 RN 3 f5 (37) " 3
hs = =h2N"(ho) + haN (ho) = S———"_[f" (z)]* = A,
5N (ho) + haN (ho) 317 () Lf" (2)]
hy = é[h;”N"'(ho)+5h1h2N"(ho)+h3N’(h0)] :_312—[1{'5(21);9 " (za)]" = As

se tiene que
@:$—h%l’—ho—h1—h2—h3—h4

entonces, el método de Abbasbandy, toma la forma para los cuatros primeros polinomios de

Adomian, en la forma del algoritmo

Algoritmo 29 (Algoritmo AB2)

f@) (@) £ (20) . f2 (@) [ (xn)]Z _ § f° (x4)

T 2@ 2@ S @)

s(f" (@)

y para los primeros cincos polinomios, se tiene
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Algoritmo 30 (Algoritmo AB3)

f(x,) f? (xn) [ (22) _f3 (zn) [f" (2)] _§ f° (zn) (f// <$n))3 L f (n) (f” (mn))4

TR 2P @) 2@l S @) 2 @)y

Ahora vamos a considerar nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2, alrededor

de x, es decir,

flx=h) = f(x)+(@—h—2)f (z)+0(h?

flx=h) = f(x)=hf (x)+0(h?)
para un h suficientemente pequeno, se tiene f (x — h) = 0, luego

g(h) = O(n*)

f g(h)
L = L

[T
h = hyg+ M

entonces, hagamos ¢ (h) = f (y), donde y = = — h, al realizar los cdlculos sobre los polinomios

de Adomian, tenemos que

i
o= %
_ g(ho) _ _fe@—h) _ f)
o= R T N =TT S
! . —f’(l‘ h)
M) = =%

fla=h)\ (= @=h\ _ FS
' (x) ) ( f(x) ) @)

luego, obtenemos un nuevo método iterativo, definido por

hy = th’(ho):(
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Algoritmo 31

(58)

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo g (h) =

f'g(h)

, al realizar los cédlculos sobre los polinomios de Adomian, tenemos que

f/
_ o,
ho = 7
f
o= LU0 gy 2 S9the) f(x_?> _ W)
(f)? (f)? f f (x)
N'(ho) = g (hg) = [ =1 (21: —ho) = (@) - flz(yn)
(/) (f) [f ()]

o - o (F2) (49) - () (522)

luego, obtenemos un nuevo método iterativo, definido por

Algoritmo 32
( I 1
! & (n)

(59)

. . f(yn> . f(yn) fl (xn) — f, (yn)
I = T e G P () ( (f' ()2 )

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

g(h) = hf(z—h)

g(h) = flx—h)—f(z=h)h
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y sabiendo que

f o og(h)
B = L

[T
h == h0+h1

entonces los polinomios de Adomian, toman las formas

_ S
hy = 7
o= 900 gy =) f@) )
= N () == o
' _ g'(ho) _ f(y) —hf" (y)
N'(ho) = o= 7

hy = th’(ho):(

[f" (@) F Lf" ()]

luego, obtenemos un nuevo método iterativo, definido por

Algoritmo 33

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

g(h) = h*f(y)

g (h) = 2hf(y)—hf (y)

donde y = x — h , y sabiendo que

_f g
h = f! + f!
h = hyo+Mh

f(fc)f(y)) (f(y)—hf’(y)) _ @ e <1_

f(x)
' (x)

)



luego los polinomios de Adomian son

f

ho = =C

f

1 () B S A ) B COP A ()

I (@) fr) @)
: _ g (o) _20f () —R2f(y) _2f (@) f(y)  f2(2) f (y)
N (ho)
F f'(x) [f ()] [f ()]
by — BV (ho) <f2 (fc)f(y)> <2f ()1 _ P01 W) ) _2P@ LW 2@ )W)
Lf (2))? @)’ [ )P f (@) [ (2))°
de donde, obtenemos un nuevo método iterativo, definido por
Algoritmo 34
( o f ()
Yo = I (xn)
(61)

Top1 = Yo — f2 (xn) f (yn) o 2f3 (xn) f2 (yn) + 2f4 (xn) f (yn) f (yn)
[f ()]’ [f (n)]? [f (wn))°

\

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

g = =[f @Ff
donde y = x — h , y sabiendo que
f g(h)
L = L
T
h = h0+h1
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entonces, los polinomios de Adomian son

f

ho = =C

= e =N =g
o -

f(y)> (_f’ (y)> _ W)

hy = hiN'(hg) = (m f(x) [/ ()]

de manera que el nuevo método iterativo es

Algoritmo 35

\ (62)

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y considerando la funcién

auxiliar
f(z—h)
—f' ()
g - =
donde y = x — h , y sabiendo que
f . g(h)
S T
h = hy+hy
entonces
ho = % = C

hy = g(ho):N(hO):




—f'(y)
f(x)

N'(ho) =

e = (0 = (5

de donde, se obtiene el método iterativo

Algoritmo 36

(63)

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y considerando una

variante de la funcién auxiliar, definida por

donde y = x — h , y sabiendo que

[ og(h)
B = L

[T
h == h0+h1

b = 4=
o= 2D g,
) - $ =g
e = () = (L) (L)L) _ S ”[)f’f((j))]f(y)

luego, el método iterativo estd definido por
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Algoritmo 37

( — [ (zn)
I T ()
(64)
oy S @) F ) P ) £ (ya) £ (yn)
n+l1 = Yn 7 (IEn) + [f’ (%)]2

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

donde y = x — h , y sabiendo que

[ g(h)
L = L

[T
h == h0+h1

entonces, los polinomios de Adomian estan definido por

hg = ? =C
g Py
" T
, g 2w f ()
N = 5w =P
B vy (WY (2w 2P W) W)
hoy = hiN'(hg) = (f/ (x)) < () ) [ (:U)]2
luego, el nuevo método iterativo es
Algoritmo 38
( Yo = T — [ (zn)
! " ()
(65)
. . f? (Yn) 2f? (yn) f' (Yn)
R TN I e
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g(h)

/
Consideremos una nueva variante definido por N (h) = ) entonces N’ (h) = ?/E )), donde
T x
g(h)=f(x—h)— f(z)+ hf (z), en consecuencia

WAONACETA0)
@ @

N'(h)

donde y = x — h , y por tanto,

f(y)) (f’ (z) = f (y)>

hQZMN“”:Qw> ()

entonces, el nuevo método iterativo es

Algoritmo 39

( — [ (zn)
o S i ()
(66)
Tri1 = Un — f (Yn) _ f ) £ (@n) = f (Yn) [ (Yn)
- T () [f ()]
| L) g [ h) = @)+ b ()
io:::dereﬁl:s ahora N (h) = ) t N’ (h) ) donde g (h) 7
: ')
7=
) —f W)
N (h) - f/ ($) [f/ (23)]2
donde y = x — h y por tanto,

I

ho = 7
fle—h)— f(z)+nf (z)

_g(h) f'(z) fly

o= TS 7o) e 0
: f ) /() fy) f ()
hy = N’ (ho) = — . ) =-
0=~ (re) () =1



entonces, el nuevo método iterativo es

Algoritmo 40

( Yo = T — f ()
! ()
(67)
oy = gy — ) W) £ ()
LT @) )
_ 9(h) entonces N’ (h) = g (h) onde = f(z en consecuencia
SeaN(h)—f/(x) t N’ (h) f’(m)’d de g (h) = f(z) f (v),
g'(h) = (@) fy)—[f@)f )
vy 9 @) fy) = f@) f ()
V= e @)
donde y = x — h y por tanto,
_
ho — f/
_ g f@)fly)
S R TR
_ vy (L@ @Y (@) f )~ f) f )
e = v = (HREH ) (HEHE )
p, = L@F@fQ) - @) G)
[f" ()]?
entonces, obtenemos el siguiente algoritmo
Algoritmo 41
( Yo = T — f ()
! ()
(68)

oo g LD T ) () S ) () = (20 ] () S )
T () ' (za)]?
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Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar
gh) = f(y)
g(h) = =)
y sabiendo que
f o g(h)
h = —+
o r
h = h[) + hl
entonces, los polinomios de Adomian
ho = % =C
g (ho) f(y)
hi = =N (hy) =
S T

Mw@__yww f' ()

f /' (@)
_ vy (SO W) W)
hy = hiN'(ho) (f’ (m)) <f/ (:v)) [ ()]
entonces, tenemos el algoritmo
Algoritmo 42
( — f(xn)
Y = [ ()

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y considerando la funcién

auxiliar
g f
g (h) - f/f/
/ h — gl (h) f,
g P



y sabiendo que

_f g
h = f/+ f/
h = ho+h
entonces los polinomios de Adomian son
.
ho = 7
p_ 9l o () )@
f (o i [f ()]
N (hy) = g (h) [f
o) = TP
by — N () — (SIN (WY g g W[ (@)
(o) ( i )( /T ) [f (@)
b~ W@ - W)
(@)
de donde, el método iterativo es
Algoritmo 43
( o f ()
T @)
(70)
xn+1:yn_f(yn) f @) f (o) U () = F ()]
( [f (x0)]? [f ()]

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar
g S
g (h) o f/f//
) B g/ (h) f//
g (h) - f/f//
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y sabiendo que

_f g
b=ty
h = hoth

entonces, los polinomios de Adomian estdn dados por

i
) ) T
s T TN T T
) g (h) f"
N(ho) - f/f//
3 sy (g (g RN g () g (h)[f (2)]
hy = hN (ho)—< i )( i )— (@) 7 (0]
by — F U @) = W] ()
[ ()]

luego, el método iterativo es

Algoritmo 44

ca = g<h) entonces ! g/( ) = f(y) en consecuencia
Sea NV (1) = 7o entonces N (k) = T3, donde g (1) = =,
Yo =
_ S Wh=f)
[nf" (2))”
_ fh =1
f? (2)



por tanto, los polinomios de Adomian son

h = g=c
_ g _fly) _
hl - f/ - f(x) —N(ho)
, FE )
N'(ho) = — £ (o)
f (@)
I (y) + f(y)
— _ f(y) f! (x)
hy = hiN'(ho) = <f(x)> ( 72 (2) )
h o~ JWIG @+ )] (@)

luego, se obtiene el siguiente algoritmo

Algoritmo 45

’ @)

I T ()

(72)
ot = g — f (yn) +f(yn) I () £ (@) + f2 (yn) [ (20)
LT () f3 () [ (@)
Sea N (h) = ]L‘c],((f;)) entonces N/ (h) = ?I/ 227 donde g (h) = 1" (ﬁ)( i)(h)7 ol Conseeencia
Nr(h) = ! gf)é')(h)
_ @[ (=) - f ()]
[f! ()]
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por tanto,

N/ (ho) -

i
ho = f’
9(h) _ )
M T Y
£'@) 1 @)~ £ W)
7 @F

hy = th’(hO):(

[ () ) (f” (@) [f" () = f' (y)]>

/' (x)

/" ()]

entonces, el nuevo método iterativo estd dado por el siguiente

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

y sabiendo que
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entonces, los polinomios de Adomian estan expresado por

S
ho — f/
_ g(ho) _ _ [
S N O
: _ g _f@)-f)
M) = 5w =
_ vy (LW (@) - (y)
i = wa) = (785) (55
b _ L@ =1 W)
Lf ()]
luego, el algoritmo obtenido es
Algoritmo 46 @)
( J (@

f (yn) f (yn) [fl (mn) B f/ (yn)]

Tp+1 = Yn — () f (l‘n)]2

\

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

[y fw)
9 = 5w T Fl)

"(h
7 f? (@)
y sabiendo que
f g(h)
L = L
f/ + f/
h == h0+h1
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entonces, los polinomios de Adomian

ho

heo

luego,

= N (ho) = — (

= —f*(y)

— i:c

f/
TN 1)
= Ty SN =i

FO P W) f@)+1f @)+ 1 () f () f ()
£2 () [f (2))?

() > <f () ' () f (@) + [f @) f ) + £ (2) f (2) <y>>

() [ (x) f2 (@) [f (2)]

) f (@) +[f @) + £ (2) f (x)
2 @) [f (@)

el nuevo método iterativo estd definido por

Algoritmo 47

( o f(xn)
Yo = fl(xn)
(75)
e T 2 ¢y 4 @) [ (@) + [ @)l + 7 (20) f (20)
| = T ey e @) 7 (on) I (@)

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

y sabiendo que

_g(h) fy)
9(h) = TErw)
) g (h) f(y)
gt = =
_f g
h = f/+ f'
h = hg+ hg



entonces, los polinomios de Adomian son

ho = — =C

mo= L vy - 280

N’ (ho) = g (h) f(y)

_ vy (9 F@WN (9 F)Y _gh)g (h)
= wv0 = (5570 (T o) = e
b - L0 @)
[f" ()]’
entonces se tiene la siguiente férmula
( Yo = T — f (@)

(76)
f (Yn) f ) [f' (@0) = 1 (yn)]

Tpt+1 = Yn — Iz (xn) [f/ (%)]2

\

Notemos que este algoritmo es equivalente al algoritmo 47.

Considerando nuevamente el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y haciendo la funcién

auxiliar

_ 9 f(y)
10 = TP
vy 9 (W) (y)
0= )

y sabiendo que f )

_J 9
"R
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entonces, los polinomios de Adomian son

_ I,
ho = f/
_g(ho) g fly) ) f ()
o= T = N e = e T i)
N’ (hy) = g (W) fy) @)=l ©)

fr (@) f (y) fr@) f (y)
f)f (y)> <[f’ () = f (W] f (y))

hy = th’(hO):<

I (y) f (@) f' (y)
b~ TP @ =)
[ (@) f ()
y el algoritmo obtenido es
Algoritmo 48
( Yo = T — f ()
(77)
Trr1 = U — f (yn) _ Lf (yn)]2 L (@n) = f' (yn)]
\ " S (Tn) [ (@n) £ (yn)
C'onsideremos. g(h) = ?’((Z))];f (Z)), entonces por sustituciones algebraicas, obtenemos los poli-
nomios de Adomian
ho = %:C
o
/ _ f/,/ _f” ") — f (p —
N (ho) = f’f”g (ho) = 1 fr (f ( ) / ( ho))
_ ’ _ g(ho)f”)<f" ! ! o )
b = 1V (o) = (250 0) (50 @) = 1o o)

- (L (- DN (L @-re-m)

entonces, el nuevo método iterativo estd definido por el
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Algoritmo 49

8.5. Resultados Numéricos

En este acdpite se presentardn algunos ejemplos donde se ilustra la eficiencia de los nuevos
métodos desarrollados. La comparacion se realiza entre el método de Newton y algunos de los
algoritmos encontrados. Se tomarad como base fundamental el niimero de iteraciones para encontrar
dicha raiz. Se tomaron como conjunto de funciones bases, aquellas funciones que fueron consideradas
en diferentes articulos de investigacion, las cuales poseen caracteristicas de ser funciones continuas

y diferenciables.

Se han programado todos los algoritmos desarrollados en el lenguaje de alto nivel C++, bajo
la filosofia de Programacién Orientado a Objeto (POO) y en todos los criterios de parada de los

diferentes cédigos fuente se utiliza un nivel de tolerancia de 10e=16.

Se enumeran todos los algoritmos de manera secuencial y se seleccionan aquellos que verifican
la condicién de ejecutarse en un niimero menor de iteraciones que el método de Newton y aquellos
que logran el mismo nimero de iteracién. Esto se realiza con el objetivo de comparar los algoritmos

6ptimos y los que son equivalentes (en el nimero de iteraciones) al método de Newton.

Se aclara que la significacién de equivalencia de método en esta tesis, significa que la raiz de la
ecuacién no lineal converge en un nimero determinado de iteraciones, aunque su expresion algebraica
difiera en la estructura de su férmula.

Ejemplo 8.1 Consideremos la ecuacion no lineal e — 23 = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,77288295914921012475

Los algoritmos Ab2, Ab3, 9, 11, 13, 14, 16 y 18 alcanzan la convergencia de la raiz en 4

iteraciones, superando al método de Newton.
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Los algoritmos 2, 4, 7 y 19 alcanza la raiz en igual nimero de iteraciones que el método de

Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 9 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 8.2 Consideremos la ecuacion no lineal x — cosxz = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,73908513321516067229

Los algoritmos Ab2, Ab3, 2, 9, 13, 14, 16, 18 y 19 alcanzan la convergencia de la raiz en 4

iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 12 y 15 alcanza la raiz en igual mimero de iteraciones que

el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 8 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemédtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 8.3 Consideremos la ecuacion no lineal e ™ 4+ 2Ilnxz =0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,79851808532225987403

Los algoritmos Ab2, Ab3, 2, 9, 13, 14, 15, 18 y 19 alcanzan la convergencia de la raiz en 4

iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 1, 3, 4, 6, 8, 10, 12 y 16 alcanza la raiz en igual nimero de iteraciones que el

método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.
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El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 7 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemdtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 8.4 Consideremos la ecuacion no lineal x* + 4x* — 10 = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,36523001341409688791

Los algoritmos Ab2, Ab3, 2, 9, 13, 14, 18 y 19 alcanzan la convergencia de la raiz en 4

iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 1, 3, 4, 6, 10 y 12 alcanza la raiz en igual niimero de iteraciones que el método

de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 7 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemdtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 8.5 Consideremos la ecuacion no lineal e* — 23 = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,85718386020783521317

Los algoritmos Ab2, Ab3, 2, 9, 13, 14, 15, 16, 18 y 19 alcanzan la convergencia de la raiz

en 3 iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11 y 12 alcanza la raiz en igual niimero de iteraciones que

el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 5 y 9 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemédtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.
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8.6. Conclusiones

Las conclusiones referentes al segundo capitulo se pueden sistematizar en las siguientes asevera-

ciones :

= Generacion de nuevos esquemas iterativos que representan 19 nuevas variantes del método de

Newton.

= Existencia de nuevos algoritmos, que constituyen variantes del método de Newton que superan

al método clésico en el niimero de iteraciones necesarias para la obtencién de una raiz simple.

= Los nuevos algoritmos obtenidos son aplicaciones directa de haber considerado los métodos de

Abbasbandy y Chun, con un desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 y 3 respectivamente.

= En el conjunto de funciones base, se muestra la existencia de algoritmos que son equivalente

al método de Newton en la cantidad de iteraciones para lograr la raiz real.

= Todos los algoritmos obtenidos por estas variantes del método de Newton son convergente,

oscilando todos ellos entre 3 y 9 iteraciones como maximo.

= Extension de la férmula de Abbasbandy en los algoritmos Ab2 y Ab3.

= Obtencién de diversos polinomios de Adomian para la generacién de nuevos métodos iterativos.

= Incorporacién de los polinomios de Adomian para la generacion de nuevos métodos iterativos

basados en los métodos de Abbasbandy y Chun.
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9. CAPITULO IV : ITERACION VARIACIONAL

En este capitulo se emplea la técnica iterativa variacional para analizar y construir algunos
métodos iterativos que permitan resolver ecuaciones no lineales del tipo f (z,) = 0. Esta técnica
permite obtener métodos conocidos del tipo Ostrowsky y muchos casos especiales. También se
analizard sus criterios de convergencia y sus principales esquemas iterativos. Al final del mismo, se

muestran varios ejemplos donde se analizan la comparacién entre dichos métodos.

9.1. Casol: H(z)=z+\f(x)g(x)
Consideremos una funcién H (z) definida por
H(z) =z +A\f(z)g(x)
donde g (z) es una funcién arbitraria y A es el multiplicador de Lagrange.

Derivando respecto a z, obtenemos

H'(z) = 1+X(f(2)g ()
= 1+ A(['(@)g (@) + 9 (2) [ (z))
La condicién de optimalidad implica que
1

[ (@) g () + g (2) f ()
sustituyendo en H () =z + Af (z) g (x) y considerando la expresién de punto fijo

A= —

r=H (x)
se tiene el siguiente esquema iterativo principal

x, = H (z,)

) 9 (T0) + ¢ (¥0) f (T0)

Este algoritmo constituye la principal relacién de recurrencia y fue usada por Noor [65] para la

Tn1 = Tn — f,(

obtencién de nuevos métodos iterativos para resolver ecuaciones no lineales. También esta férmula
fue obtenida en el capitulo I. A partir de este esquema principal y considerando diversas funciones

auxiliares, se encuentran conocidos y nuevos métodos iterativos.

Para precisar dicha idea, consideremos el siguiente algoritmo
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Algoritmo 50 Sea la funcion auziliar definida por g (z) = x, obtenemos el método iterativo

L W) f()
PTG ) + )

Algoritmo 51 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = f'(x) entonces

[ (@) [/ (zn)
! (n)? + 7 () f ()

Algoritmo 52 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = f” (x) entonces

[ (@) [ (20)
I/ (@n) [ (2n) + [ (2n) [ (20)

Tp+1 = Tp —

Tpt1 = Tp —

entonces

Algoritmo 53 Sea la funcion auziliar definida por g (z) =

7 (@)
£ (@) f ()
T @) £ ) — @)
@
(@)
_ f2 (In) f, (xn)
2f (xn) [f/ (xn)]Q — f? (xn) 1" (mn)

ar

Tpy1 = Tn

entonces

Algoritmo 54 Sea la funcion auziliar definida por g (z)

Tn+1 = T

Algoritmo 55 Sea la funcion auziliar definida por g (z) = e~ ** se tiene

I T I T ) — af (1)

1/ (z)

Notemos que si a = —

2 /' (x)

2f (wn) f' ()
Lf! ("En)]z — [ (wn) f7 (20)

Tpy1 = Tn —
2

obtenemos otro nuevo método iterativo, definido por

(79)

(81)

(82)

(83)

(84)

el cual constituye el método iterativo de Halley con orden de convergencia cibica, ver [20, 21, 29] .

Algoritmo 56 Sea la funcién auziliar definida por g (z) = e~ entonces

I (@n) —af (zn) f(2,)

Algoritmo 57 Sea la funcion auziliar definida por g (xr) = e** luego

Tyt = T — f (@)
T (@) + af (2)

Tpy1 = Tn —
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Algoritmo 58 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = e*/@) | por tanto

= f ()
e S i (zn) + af () f' (25)

f)

Algoritmo 59 Sea la funcién auziliar definida por g () = e I'®) en consecuencia
7 ()] = [ ()] £ () + [ (20) f2 (20)

@)
Algoritmo 60 Sea la funcion auxiliar definida por g () =e 1'(*) entonces

f (@) [f (2a)]”
Lf! (xn)]3 — [ () £ () f(z0) + [f” (xn)]Z f ()

Tn41 = Tp —

Tpt1 = Tp —

Algoritmo 61 Sea la funcion auxiliar definida por g (x) = e~/ ™) Tuego

= f ()
T (@) — f () £ (@)

Algoritmo 62 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = e®/7'@ entonces

[ ()]’ = af (@n) £ (22)

Tnt+1 = Tp —

1
Notemos que si a = 3 f' (x) obtenemos nuevamente el método iterativo de Halley.

Algoritmo 63 Sea la funcion auziliar definida por g (x) = e=/7"@) entonces

f(zn) [f" (xnﬂz
[ (@) [f" (wn)]Q + f(wn) [ (z0)

Tpt1 = Tp —

Algoritmo 64 Sea la funcion auziliar definida por g (z) = e~ I"@/1"®) entonces

f () [f" (mn)]z
[ () [ (mn)]Z —[f” (mn)]Q (@) + " (@) [ (20) [ (20)

Tpy1 = Tn —

(87)

(88)

(89)

(90)

(93)

Ahora vamos a considerar una nueva variante del método de la técnica variacional, constituyendo

esto una generalizaciéon del método anterior.
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9.2. CasolIl. H|(z)=¢(z)+ A (f(x)g(x))’, p=1
Sea
Hy(z) = ¢ () + A (f (z) g ()"

donde ¢ () es una funcién iterativa de orden p > 1, g (z) una funcién arbitraria y A el Multi-

plicador de Lagrange.

La condicién de optimalidad es

¢' ()
p(f (x)g (@) (f (2) g (2))

sustituyendo en H () = ¢ () + A (f (z) g (x))" , el esquema iterativo principal se convierte en

A= —

b

g
&)
i)

&)

+

Q\
Q)
-
=
~—r
~—"

ahora, para p = 1, obtenemos

¢' (xn) f (n) g (1)
' (xn) g (20) + 9" (20) f (7)

Hy (zn) = ¢ () —

Consideremos la funcién iterativa ¢ (x) = x— }f, ((x)) (Método de Newton), derivando esta funcién
T
: f(x) [ (=
o @)= L)
[ ()]

entonces, el principal esquema iterativo se convierte en

Hy (v,) = ¢ (2,) —

(f (xn) g (z2))
Notemos que si ¢ (z) = x se obtiene el método iterativo implementado en el capitulo I, es decir
f (@) g (z0)
Tpy1 = Tp —
(f (z0) g (22))

Ahora considerando la funcién ¢ (z,,) junto con su derivada ¢’ (x,) y sustituyendo en la forma

funcional H;y (z,,), obtenemos un nuevo método iterativo, definido por

_ f () _ Lf (xn)]2 [ (@) g (zn) (94)
f' () Lf! (xn)]2 (f" (2n) g (zn) + g (70) f (20))

Ahora vamos a obtener nuevos métodos iterativos, seleccionando adecuadamente funciones g (x,,)

Tp+1 = T

que permitan simplificar dicha expresién iterativa. Consideremos diversas funciones arbitrarias.
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Algoritmo 65 Sea la funcion auziliar g () = 1 entonces el esquema iterativo anterior , toma la

forma
)

\

I ()

(95)
f? (zn) f" (20)
[f ()]’

Tn4+1 = Yn —

Algoritmo 66 Sea la funcion auziliar g (x) = x entonces el método iterativo toma la forma

(

Tn+41
\

Algoritmo 67 Sea la funcion auziliar g (x)

\

:yn—

Tn+1 = Yn — 9

— f (@)
= [ ()

Lf (@] £ (a2n) (0)
7 (@a)]” () f' () + f (20)

f (z) entonces el método iterativo anterior es

(97)
Lf (@a)]” " (0)

Algoritmo 68 Sea g () = f' (z) entonces el esquema iterativo anterior, toma la forma

¢

\

Tn+1 = Yn —

[ ()

Yn = Tpn —

(98)
Lf (xn”z [ (@) f (20)
Lf! ("En>]4 + [ () [f (xn)]Q [ (xn)

Consideremos ahora la familia de funciones exponenciales y algunas de sus principales variantes:

ax

Algoritmo 69 Sea g (x) =e~

(

\

Tn+1 = Yn —

entonces el nuevo método iterativo es

_ [ (xn)
[ ()

Yn = Tn

(99)
[f ()] f" (2n)
Lf! (xn)]z (f" (vn) — af (zn))
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Algoritmo 70 Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma

( o _ [ (zn)
T @)
(100)
@) (@)
\ Tn+1 = Yn iz (wn)]g
Algoritmo 71 Sea g (z) = f () e™** entonces el nuevo método iterativo es
( - _ [ (zn)
Un =0 =
(101)
R 205 il
( [f7 ()] [2f" () — af (20)]
Algoritmo 72 Si o = 0, el esquema iterativo anterior toma la forma
( I f ()
T @)
(102)
@) (@)
\ Tn+1 = Yn 9 [f’ (l‘n)]3
Algoritmo 73 Sea g (z) = e @ entonces ¢' (z) = —ae™ @) y el esquema iterativo anterior,
toma la forma
( Y = T — f ()
! b ()
(103)
T L (@a)]* " ()
\ Lf (xn)]Q (f' (zn) — af (@n) f (24))
En la férmula anterior, notemos que si @ = 0, el esquema iterativo toma la forma
( I f (%)
T I ()
(104)
@) ()
\ Tn+1 = Yn iz (wn)]g
Algoritmo 74 Sea g (x) = f (x) e~ @ entonces ¢' (z) = f' (z) e~ @) —ae=/@) ' (2) f (2), luego
( I f ()
T ()
¢ (105)
o 1 (@)l £ ()
n+1 = Yn 2
\ [f" (@n)]” (F (@) £ (20) + f (20) — af (z0) £ (20))
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Notemos que si a = 1, el esquema iterativo toma la forma

( [ (n)

Yn = Tpn — f, (xn)

@) @)
N TA P

Consideremos ahora algunos cocientes funcionales,

Algoritmo 75 Sea g (x) = ff/ ((x) entonces ¢' (x) = — ()] [J;(J;I;]gx) S () luego el algoritmo es
( — f (@)
Y = [ (wn)
(106)
o ()l 7 (52) 1 (1)
( @) f () = [ ()] f () = [ (20) £ (0)
Algoritmo 76 Sea g (z) = %f: ((;) entonces ¢' (v) = %fm (%) f[’;lx(LiQ[f” ()] de donde
( o [ (zn)
= [ ()
(107)
o (@)l £ (52
\ L7 ()] (2F7 () + 17 () 7 () = [ (20)]7)
Algoritmo 77 Sea g (x) = 7 (11_) entonces ¢' (x) = — []J:I(g;w luego el algoritmo es
( o f ()
Yo = I ()
(108)
s — [f ()" " ()
\ " " Lf ($n>]3 — [ (zn) [/ (20) 7 (20)
Algoritmo 78 Sea g (x) = f21($) entonces ¢' (x) = Qf(/ ()])3, y el esquema iterativo principal

toma la forma 4
( I C

(109)
I FACN A
\ @ = ) £ @) ()
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oritmo ea g(r)= (@) entonces ¢' (v) = [ () fz) — 1f (:B)]z el esquema tterativo
Alg | t 79 Sea g (x) ) t g (x) [f’(m)]2 y el esq terat
anterior, toma la forma
( — f(mn)
Yn = [ (@)
(110)
s =y — f @) Lf” ()]
\ Lf ("En)rl S (@) = [ (2) [f (mn)]?) (@) = f(zn) [f (20) f" (xn)]2
oritmo ea g(x) = L entonces ¢ (r) = — ¢ (@) e donde
Algoritmo 80 Sea g (x) 5 (@) t g (z) [¢(.7c)]2’d dond
( o f ()
T )
(111)
Tl = g+ [ @) " ()] [ () = [ ()]
\ " " J2(wn) [ () £/ (2n) + f (20) [f (wn)]S — T [f' (ﬂfn)]4
oritmo ea g(x) = entonces ¢’ (x) = —M ueqgo
Algoritmo 81 Sea g () 70 t g (z) W(x)]wl g
( o f(mn)
Yo = I ()
Tps1 = Yn — S (@) (f" ()"
LT (P @) () A 2 (@) f () (P (2))? = (@) J (20) f7 (20) = f () f”’(ﬁg; [ ()

9.3. CasoIIl: H () = ¢ (z) — e ((‘?(% g’f()xg) )(ff))

Ahora vamos a considerar otra variante del esquema iterativo

¢ (z) (f (x) g (x))

H@ =0l = =5y

donde su método iterativo estd expresado por

_ fla) [f ()] " (20) g ()
S (zn) Lf! (xn)]2 (f" (zn) g (0) + 9" (20) f (20))

Hagamos el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 de la funcién f (y) alrededor del punto

Tpy1 =T

x, es decir

)~ )+ -0 £ )+ U
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donde

_ . f(=)
@
entonces de las dos expresiones anteriores, se tiene que
@) (@)
T
odonde FO1F @
vy 20 ) [f (@
N
y el esquema iterativo, toma la forma
S (yn) 9 (@)

(113)

Ty =

I ) g () 9 (@) ] ()

Otra nueva variante, surge cuando se considera a la funcién iterativa

—Qaxr

_ . f)
) =T —af @)
entonces
oy L@F = f @) [ ()
PO @ af @

ahora consideremos la funcién auxiliar g (z) = entonces obtenemos un nuevo método itera-

tivo definido por

( f (@)
Yn = Tn f/ (.In) — O[f (mn)
Flon |12 @l = (@) £ (@) (114)
L1 = Yo — f () = af ()]
\ n+l = Yn 20" (x) — af (x,)]

Ahora vamos a considerar el método iterativo presentado en [56], donde la funcién iterativa es

f (@) f (z)
[f (@) + [f' (2)]

¢(x) =2 —
derivando esta funcién, se tiene

Lf (@) £ (@) = [f ()] [[f? ()] = [f (2)]7]
([ (@) + f2 ()]

y de esta manera, obtenemos el nuevo esquema iterativo

¢ () =1~
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o g F@) @) flwa) L L) £ ) = [F @)l ] (12 ()] = [ a)]]
T @)+ @) 20 (@) = f ()] (L7 ()] + £2 ()]
(115)
ahora sustituyendo la segunda derivada por una diferencia finita del tipo
" Nf’(y)—f’(l’)
(o) O

y sustituyendo en el esquema iterativo la expresién anterior

f () [ () f? (n)

I I T @) T 2 () B () — oof ()]

obtenemos el nuevo método iterativo, dado por

— f (xn) _ f(@a) [ (n) = 1 (yn)
e = ) T 2 () [ () — f () (116)

Ahora vamos a considerar otra nueva variante del esquema iterativo

¢' () (f (z) g (x))
(f (@) g (x))

Tomemos a la funcién iterativa ¢ (x) como la funcién de Traub [94], es decir

H (z) = 6 (x) -

()
P =Yy
donde £ (@)
TN
derivando, se tiene que F ) £ ()
on_JW M),
T
o f @) " (0
YT @
obtenemos el nuevo método iterativo
Tyl = Un — I (Wn) _ I @n) £ (yn) f (2n) [ (2) [ (xn) g (20) (117)
" " I Yn) [f! (fEn)]2 [f! (l’n)]Z plf (zn) g (x0) + 9 (zn) f(24)]

Finalmente vamos a considerar otra nueva variante del esquema iterativo

H(xz,) = ¢ (xn) — (f (x2) g (xn))/
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Hagamos el desarrollo de la serie de Taylor de orden 2 de la funcién f (z) alrededor del punto

Yy, es decir )
FE R F W)+ - f )+ ;y) )
donde
Z:y_f@)
/' (y)
entonces de las dos expresiones anteriores, se tiene que
_ Py
T = S wr
fedone O )P
vy 20 (@) (y
P =""py
y el esquema iterativo, toma la forma
f (zn) g (wn)

Tn41 = Zn —
i (f (@n) g (2n) + 9" (z0) [ (20))
y entonces el nuevo método iterativo obtenido es de la forma

( o f ()
Yn = Tn 7 ()

f (Yn) (118)

. L, [ (zn) g (7)
(T (P (@) g () + 9 () £ ()

Vamos a considerar a la funcién iterativa ¢ () como la funcién de Traub [94], es decir

)
?le) =y f(y)
donde f (@)
)
derivando, se tiene que ) )
oy S ),
T =
o f@) " (@
LT @r
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obtenemos el nuevo método iterativo

Tl = Y — I (Yn) _ I ) [" (yn) [ (2n) f7 (20) f(2n) g (2) (119)
T () ) [ ()] el () g (20) + g (20) f(20)]

Ahora vamos a considerar otra variante del método de la técnica iterativa variacional y se obtiene

cuando se sustituye la segunda derivada en funcién de la primer derivada y el valor de p se considera

igual a 2. Para precisar, consideremos el siguiente caso.

i @)@
9.4. Caso IV : H(x)=¢(x) p(f (x) g (@) + ¢ (z) f (2))

Hagamos el desarrollo de la funcién f (y) en serie de Taylor de orden 2, alrededor de z, es decir

FW) = @)+ F @ o)+ D

haciendo

tenemos que , ;
f(y)_f (z) f" (x)

2 (2)”
de donde

2 '(x))?
Py = 2O U @)
f?(2)
y sustituyendo en el esquema iterativo principal anterior (Caso II), llegamos a un nuevo esquema

iterativo dado por

— b (r.) — ¢’ (zn) (f (24) g (1))
H (@) =0 () = e g @) + g (wn) £ @)

con un valor de p = 2, obtenemos

- [ (xy) B f(xn) g () f7 (22)
f' () Lf! (wn)]2 L (zn) g (z0) + ¢ (2n) f(20)]

y de esta manera, hemos obtenidos un nuevo esquema iterativo, dado por

_ f (@)
[ ()

Tn = Tp

Yn = Tn

(120)
f (Yn) 9 (1)
Tn) g (n) + 9" (2n) f (25)]

Podemos notar la analogfa entre los esquemas iterativos de los casos Il y del presente caso, donde

Tl = W T

la funcién f (z) del numerador ha sido sustituida por la funcién f (y), donde y = = — @) es

f'(x)’
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decir y constituye una funcién predictora que en este caso es el método cldsico de Newton. Por otro
lado, la estructura del esquema iterativo es invariante y la caracteristica més notable de este nuevo

esquema iterativo es que se hace uso de una composicién de funcion, es decir

-1 19)

Para generalizar el caso II, nuevamente vamos a considerar algunas variantes de la funcién

auxiliar ¢ () con el objetivo de obtener nuevos métodos iterativos.

Algoritmo 82 Sea g (x) =1 entonces ¢’ () =0, luego

O f
Yn = Tn Iz (xn)
(121)
. _ f(yn)
T ()
Algoritmo 83 Sea g (v) = ax entonces ¢' (x) = a y el método iterativo es
o f(@)
I [ (@)
(122)
— (zn) f (Yn)
I ) £ ) + f ()]
Algoritmo 84 Sea g (z) = f (z) entonces ¢' (x) = f'(x) , y el algoritmo es
o flza)
T @)
(123)
T A ()
T ()
Algoritmo 85 Sea g (x) = f' (z) entonces el esquema iterativo anterior, toma la forma
( . _ f(xn)
Yn = Tp 7 ()
(124)
) )
\ 7 (@a)]” + £ (2a) f (a0)




Algoritmo 86 Sea g (x) = f" (z) entonces el esquema iterativo anterior, toma la forma

— _f(xn)
I T )

Top1 = Yo — f () " (1) (125)
n+1 n f/ (l'n) f// (xn) + f/// (l'n) f (xn)

Algoritmo 87 Sea g () = f (y) entonces ¢' (x) = f' (y) f (z) f" (x) , y el esquema iterativo ante-

rior, toma la forma

( — [ (zn)
I T ()
(126)
oy = g — f? (yn)
T T ) £ () + () £2 () 7 (200)]

Algoritmo 88 Sea g(z) = f'(y) entonces ¢ (x) = f"(y) f(z) f"(x) , y el esquema iterativo

anterior, toma la forma

(127)
N oy I ) [/ (Yn)
U ) P )+ 7 ) P2 ) 77 )

Algor.'itmo 89 Sea g(x) = 7 2y) entonces ¢’ (x) = —f” ) jz g; /(@) , y el esquema iterativo
anterior, toma la forma
. f ()
gt (22)

I T @) £ () — £ () 72 () 17 ()

Algor-'itmo 90 Sea g (z) = le(y) entonces g' () = 2 (y);;((;)) /() , y el esquema iterativo
anterior, toma la forma
( o _ f(xn)
I T ()
(129)
) =y f* (yn)
T P @) £ () = 207 () 2 () 7 ()
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Algoritmo 91 Sea g (z) = e~ entonces ¢’ (x) = —ae™* | y el esquema iterativo anterior, toma

la forma
Ty
e L@
(130)
Tl = Up — f (yn)
f(@n) — af (z,)
Algoritmo 92 Sea g (z) = /@) entonces ¢' (z) = —af’ (x) e=@ | y el esquema iterativo ante-
rior, toma la forma
[ (zn
e fl((w”)) (131)
f ()

Tn+1 = Yn — f/ (ffn) — af (ZEn) f, (xTL)

Algoritmo 93 Sea g (x) = f(x)e " entonces ¢’ (z) = [ (z)e ™ — ae™™f (z) , y el esquema

iterativo anterior, toma la forma

(132)

= — f (yn)
I T S () — af (2)

Algoritmo 94 Sea g (z) = f (z) e=*/@) entonces ¢’ (v) = f' () e @ —af’ (z) e~ @ f (), y el

esquema iterativo anterior, toma la forma

(133)
= f (yn)
e " 2" (wn) — af () f' (z0)

Algoritmo 95 Sea g (v) = @ entonces g’ (v) = af’ (x)e’@) |y el esquema iterativo anterior,

toma la forma

(134)
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Algoritmo 96 Sea g ()

anterior, toma la forma

Algoritmo 97 Sea g (z) = T entonces ¢ () =

= f(x)e™ entonces ¢' (x) =

f(z) e +ae™ f (x)

, Y el esquema iterativo

o [ (zn)
o S (Tn)
(135)
Trt1 = Yo — f (yn)

2f" (xn) + af (v,)
@)

, y el esquema iterativo anterior,

P@
toma la forma
( - _ [ (zn)
Yn = Tp Iz (xn)
(136)
e )P
T P ) 2 () = af () £ ()
Algoritmo 98 Sea g (z) = ,1 entonces g' (v) = W (x)Q ‘(@) , y el esquema iterativo
| /' () /" ()]
anterior, toma la forma
o flw)
Yn = Tp Iz (xn)
(137)
Tor1 = Yo — [ (yn) ' (Yn)
T () J (yn) = () SR () 7 ()
Algoritmo 99 Sea g (x) = 7 tx) entonces ¢' (x) = []{lﬂ<($ﬁ 5, Y el esquema iterativo anterior,
toma la forma
( o f ()
Yn = Tp 7 ()
(138)
Tty = Yn — [ () [ (20)
\ Lf (In)]Q — [ (wn) [ ()
Algoritmo 100 Sea g () = ‘;,// g)) entonces ¢' (r) = " (x) f[,;,mg%iz[f” (z)] , y el esquema iter-
ativo anterior, toma la forma
( . _ f(xn)
Yn = Tn 7 ()

\

Tn+1l = Yn —

(139)

J () [ (2)]* = 2 (9) (" (20))"
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" 2
] f() [f" ()] /() : :
Algoritmo 101 Sea g (x) = e/@ entonces ¢’ () = | 1 — TIB% ef’@ |y el esquema iterativo
x

anterior, toma la forma

( I f ()
Yn = Tp 7 ()
(140)
Tpy1 = Yn — S ) | (xn)]2
( 7 (@)l + f () [ ()] = f () [ ()]
Algoritmo 102 Sea g (z) = e7@ entonces g (z) = — [JJ:/H <(x)§2€f’%z) , y el esquema iterativo ante-
x
rior, toma la forma
( . _ f(xn)
Yn = Tn Iz (xn>
(141)
o f(yn) [f (xn)]2
LTI T P @l = £ () 17 ()
Algoritmo 103 Sea g (z) = @ﬁ entonces ¢’ (z) = — [},f:/”((x);Qel”’lm , y el esquema iterativo ante-
x
rior, toma la forma
( I f ()
Yn = Tn 7 ()
(142)
)
( () [ ()] = [ (@n) f (200)

Algoritmo 104 Sea g (x) = '@ entonces ¢ (z) = af” (x) e @ | y el esquema iterativo ante-

rior, toma la forma

(143)
Ty = Yy — f (yn)
T (@) + af” () ()

Ahora vamos a seguir estudiando otras variantes del caso III con el objeto de poder generalizarlo

y obtener nuevos métodos iterativos.

Consideremos la funcion iterativa ¢ (x) = z — % derivando esta funcién, se obtiene
: /" @) = " () f (x)
— 1 —
o e
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y sustituyendo en el esquema iterativo principal anterior (Caso II)

H (z) = ¢ ()

N ¢' (z) f () g (x)
p(f"(x) g (x) + g () f(2))

con un valor de p = 1, obtenemos un nuevo esquema iterativo, definido por

/

Tnt1l = Yn —

\

W
")

n

(144)
£ (x) 12 (z) g (z)
[ @) [ (2) g (2) + ¢ (2) [ (2)]

Nuevamente vamos a considerar algunas variantes de la funcién auxiliar ¢ () con el objetivo de

obtener nuevos métodos iterativos.

Algoritmo 105 Sea g (z) = 1, derivando ¢’ (x) = 0 y de esta manera, sustituyendo en la expresion

anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

(

\

Tn+1 = Yn —

o f ()
Yo = I (xn)

(145)
[ () f? (Tn)
[f ()]’

Algoritmo 106 Sea g (z) = f (x), derivando ¢' (z) = f'(x) y de esta manera, sustituyendo en la

expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

f

\

Tn4+1 = Yn —

R f (@)
T ()

(146)

[ () f? (n)
20/ ()]

Algoritmo 107 Sea g (x) = f' (z), derivando ¢’ (z) = " (z) y de esta manera, sustituyendo en la

expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

.

Tn+l = Yn —

\

_ f (%)
I (zn)

Yn = Tn

(147)
[ () f? (Tn)

() (1 @) 4 f () £ (220))
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I 7" (2)

Algoritmo 108 Sea g (x) = ———, derivando ¢' (vr) = ————= y de esta manera, sustituyendo
en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por
4 T,
MR €
(148)
Tpgl = Yn — L (xn)]Q f? (x4)
\ LF (@a)]” (7 (@) £ (20) = f (@) £ ()

: 1 : : 2/ (x) .
Algoritmo 109 Sea g (z) = f2—(95)’ derivando ¢' (v) = — () y de esta manera, sustituyendo
en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

( f (%)
Yn = Tpn —
I ()
(149)
B f" (x) ()
Tn+l = Yn — , 2 ,
( " (zn)]” (f (@) = 2" (2n))
1 (@) f2 () = 2f (2) £ (2) £ (2)

Algoritmo 110 Sea g (z) , derivando ¢' (z) =

C @ P 7 (@) £ ()

y de esta manera, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado

por
( f(zn)
Yn = Tpn —
[ ()
(150)
S " @) £ (2]

\ 7 @) (7 () £ () | (@) = f7 () [ () + 27 (20) [ (20))
Algoritmo 111 Sea g (z) = e~ **, deriando ¢' (x) = —ae™** y de esta manera, sustituyendo en
la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

( f ()
Yn = Tpn — ;
(151)
. f" () f? (7)
T4l = Yn — , 2 4
Notemos que si a = 0, el método iterativo se reduce a
( f (%)
Yn = Tn — 7
(152)
f// Tn, 2 T
o = o L) P )
( [/ ()]
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Algoritmo 112 Sea g (z) = e=*/®), derivando ¢ (z) = —af’ (z)e /@ y de esta manera, susti-

tuyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

( I f ()
T ()
(153)
Tpt1 = Yn — f// (zn) f2 (Jjn)
\ Lf! (xn)]Q L (2n) — af (za) ' (20)]
Notemos que si a = 0, el método iterativo se reduce a
( [ (%)

Yn = Tn

N I (xn)

@)
LT T T @)P

Algoritmo 113 Sea g (x) = f (z) e=**, derivando ¢’ (x) = f' (x) e " —ae~** f (x) y de esta man-

era, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

( . _ / (wn)
I T ()
Tyl = Yo — f" () f2 (20)
( [ (@a))* 27 (2n) = f ()]
Notemos que si o = 0, el método iterativo se reduce a
( _ [ (%n)

Yn = Tp, — f, (mn)

@)
LTI T S )P

Algoritmo 114 Sea g (x) = f (z) e /@ derivando ¢ (v) = f' (v)e~@ — af’ (z) e /@) f (2) y

de esta manera, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado

" ( f ()
T ()
Tor1 = Un [ () f? (zn)
\ Lf (xn)]2 2f" (2,) — af (2n) f (zn)]
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Notemos que si o = 0, el método iterativo se reduce a

( . _ f(xn)
Yn = Tn Iz (an>

(154)
_ f" (@) £2 (2)

Tnt1 = Yn — ) 3

\ 2[f" ()]
. __a ) , af’ (x) __a ]
Algoritmo 115 Sea g(x) = e @) derivando ¢' () = — () e f@) y de esta manera, susti-

x
tuyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

( . _ f(xn)
Yn = Tn Iz (fﬂn)

[ () f? (n)

Tn+l = Yn —
\ L @a)]* [f" (20) f (00) = auf" (00)
Algoritmo 116 Notemos que si a = 0, el método iterativo se reduce a
( f(zn)
Yn = Tp —
[ ()
(155)
f// T, 2 T
Tn+l = Yn — (,)f (3 )
f(=z) / 2 Cu f(z)
Algoritmo 117 Sea g (z) = e “F@ | derivando ¢ (z) = —Oé[f (@) 7 (f)](f)f(x)e 1@y de
x
esta manera, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por
( f(zn)
Yn = Tpn —
[ ()
_ f" () f? (n)
xn+1 o yn o / 3 ! 2 2 "
\ L (@0)]” = aof (zn) [ (20)] + af? () f7 (20)
Notemos que si a = 0, el método iterativo se reduce a
( f(zn)
Yn = Tp —
[ ()
(156)
" T, 2 T
SO 1Yl C5
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76 " @) = £ (@) ' (2) o il

Algoritmo 118 Sea g (z) = ¢ “/"@ | derivando ¢ (z) = —a 7 @) e Ty de
x

esta manera, sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos un nuevo método iterativo, dado por

(

Yn = Tp — f, (xn>
=y " @)l £ ()
n+1l — Yn —

. [f, (xn)]Q [f, (xn) [f” (xn)]Q —af ($n> [f” (xn)]Q +af (xn) I’ (In) I (mnﬂ

Algoritmo 119 Si o = 0, el método iterativo se reduce a

( o f (@)
Yn = Tn 7 (an)

Tnsl = Yn — " ()] f2 (20)
* L () [f7 (20))?

9.5. CasoV:H(zx)=¢(x)+A(f(z)g@), p=2

Sea la forma funcional

donde

o (x) : Funcién iterativa de orden p > 1
g(x) : Funcién arbitraria

A : Multiplicador de Lagrange

Por otro lado, la condicién de optimalidad implica que

Y@
p(fg)" " (fg)

entonces el esquema iterativo principal se convierte en

¢ (xn) f (xn) g (x0)
(f" (2n) g (xn) + ¢ (xn) [ (20))

Notemos que para ¢ (x,) = x, y p = 1, obtenemos

f () g (7)
[ (@n) g (xn) + g (z) f (2)

férmula que fue obtenida en el algoritmo dedicado al método de Newton.

H (z,) = ¢ (v,) — D

H (z,) =z, —
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Igual que en el caso anterior, consider

emos la funcién iterativa definida por el método de Newton

LW
¢ (CL‘) - f/ (I)

derivando esta funcion (@) " ()
T

entonces, para p = 2, se tiene

;

_ ol (zn) f (z0) g (z0)
p(f' (xn) g (zn) + 9" (20) [ (20))

(157)
f" () f? (zn) g (Tn)

H(x,) =yn —
(22) =y 5

\

Ahora vamos a obtener nuevos métod

que permitan simplificar dicha expresiéon

Lf! (xn)]2 (f" (zn) g (20) + 9" (z0) £ (20))

os iterativos, seleccionando adecuadamente funciones g ()

iterativa. Consideremos diversas funciones arbitrarias.

Algoritmo 120 Sea la funcion g (z) =1 entonces el esquema iterativo anterior, toma la forma

(

\

Algoritmo 121 Sea la funcion auziliar

forma

xn—i—l

Yn = Tp —

(158)
[ (@) £2 (2)
21[f (xn)]g

g (z) = x entonces el esquema iterativo anterior, toma la

= UYn —

(159)
(zn) £ (20) f? (zn)

\

Algoritmo 122 Sea g (x) = af (z) ento

la forma

Tn+41

Tn+1 = Yn — 9

L (@) (@) 7 () + f ()]

nees ¢’ () = af’ (z) y el esquema iterativo anterior, toma

I (xn)

Yn = Tp —
(160)
f" (zn) f? (Zn)
41 (@)

:yn—
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Algoritmo 123 Sea la funcion auziliar g (z) = f*(x) entonces ¢’ (z) = 2f (z) f' (x) y el esquema

iterativo anterior, toma la forma

(161)
Tni1 = U _f”(fﬂn)fQ(xn)
\ ! ! 6[f’ (mn)]g

Notemos que si g (x) = [f (2)]”, p € Z* entonces ¢' () = p|[f (x)]pil f' (z) y el esquema iterativo

anterior, toma la forma

( o f (%)
Yn = Tn Iz (1771)

(162)
oy L) [ @)l ()
\ H () () (2+2p) [ (xn)]pﬂ

Consideremos algunas variantes de las derivadas,

Algoritmo 124 Sea g (z) = f'(x) entonces ¢’ () = f" (x) y el esquema iterativo anterior, toma

la forma

( o f ()
Yn = Tn 7 ()

(163)
Tn+1 = Yn — f" (@) £2 () £ (20)
~ 2f (@a))” (I (@) + £ () f (20))

Algoritmo 125 Sea g () = f" (x) entonces ¢’ (x) = f" (z) y el esquema iterativo anterior, toma

la forma

( o f ()
Yn = Tn Iz (mn)

(164)
[f” (xn)]z f2 (xn)
! ()2 (! (2n) £ () + 7 () £ (2))
@)
[f ()]

Tn+1 = Yn —
L 2

Algoritmo 126 Sea g (x) =

entonces ¢' (x) = ¢' (z) = y el esquema iterativo

1
/' (@)

anterior, toma la forma

( . _ f(xn)
Y= [ (@)

(165)
Tn+l = Yn — A f? (@n) ' (wn)
\ 21f (J]n)]4 — " (z) f (2)
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" " / 1" 2
Algoritmo 127 Sea g (x) = UG entonces ¢’ (x) = [M(@) [ (@) —2[f ()] y el esquema iterati-
f' (@) [f" ()]
vo anterior, toma la forma
( I f (%)
Yn = Tp 7 ()
(166)
" I f" () f2 (7n)
n+l1 = Yn 3 2
( " @a)l” f7 () £ 7 (n) f' () 2 () = [ ()] f2 (20)
" " / 7 2
Algoritmo 128 Sea g (v) = %J;u ((j)) entonces ¢ (v) = %f (=) f[;lx()xiz[f ()] y el esquema
iterativo anterior, toma la forma
( - _ [ (zn)
Yn = Tp Iz (ﬂfn>
(167)
Trt1 = Un — f" (20) 12 (20)
X @) (217 () + 7 (x0) [ () = [f" (2a)]7)
Ahora vamos a considerar la familia de funciones exponenciales:
Algoritmo 129 Sea g (z) = e~ ** entonces ¢’ () = —ae™* y el esquema iterativo anterior, toma
la forma
( o faw)
Yn = Tp 7 ()
(168)
e — o — f" (@) 12 (2n)
n+l1 = Yn 3 2
( " @n)l” f7 () + 7 (n) f' () 2 (20) = [ ()] f2 (20)
Algoritmo 130 Sea g (x) = e=*/@) entonces ¢’ () = —af’ (x) e~ @ y el esquema iterativo ante-
rior, toma la forma
( I f ()
T @)
(169)
L f" () f2 (20)
LT R P [ af ()

Generalizando el esquema anterior,
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Algoritmo 131 Sea g(x) = f(x)e ™" entonces ¢’ (x) = f'(z)e * — «

iterativo anterior, toma la forma

( [ (%n)

[ () f? (Tn)
i (an)]Q —2af' (zn) f (0)

Tnt+1 = Yn —
\ 4]

Algoritmo 132 Sea g (z) = f (x) e=*f®@) entonces ¢ (x) = f' (x) e=f@) —

esquema iterativo anterior, toma la forma

( [ (%n)

[ () f? (7n)
F1 @)l =20 [f (20)] f ()

Tn+1 = Yn —
\ 4]

e~ f(x) y el esquema

(170)

of (@) e @ f (2) y el

(171)

Algoritmo 133 Sea g (z) = e** entonces ¢ (x) = ae™ y el esquema iterativo anterior, toma la

forma

~~
8

S

S—

[ (xn) f? (Tn)
! ()] (f (2) + f (20))

Tn+1 = Yn —
L 2

(172)

Algoritmo 134 Sea g (v) = /@ entonces ¢’ (v) = af’ (z) e@) y el esquema iterativo anterior,

toma la forma

( _ f (%)
I (xn)

f" () f? (n)

Tnt+1 = Yn — 9

L (@a)]” (f () + auf (@a) ' (20))

\

(173)

Algoritmo 135 Sea g (z) = f () e*® entonces ¢’ (z) = f' (x) e + e f () y el esquema iterativo

anterior, toma la forma

( . _ f(xn)
Y= [ (@)

[ () f? (Tn)
F1 (@) 2f (xn) + of (2))

xn+1:yn_2[
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Notemos que si a = 0, el algoritmo anterior toma la forma

( . _ f(xn)
Yn = Tn 7 (@)
(175)
o _ I (xn) f2 (mn)
k T+l = Yn A (%)]3
Algoritmo 136 Sea g (x) = €7@ entonces g (z) = ;; ((?) ) y el esquema iterativo anterior,
toma la forma
( . _ f(xn)
Y= [ (@)
(176)
Tri1 = Yo — f" () f2 (20)
( 2[f (xn)]Q (f (@n) [' (@0) — af (24))
Notemos que si a = 0, el algoritmo anterior toma la forma
( o f (@)
Yn = Tn 7 ()
(177)
. _ f" (mn) f2 (xn)
\ Tn+1l = Yn 2[f" (%)]3
Algoritmo 137 Sea g (x) = f (y) entonces ¢' () = f' (y) % y el esquema iterativo ante-
T
rior, toma la forma
( I f (%)
Yn = Tn 7 ()
(178)
o 77 (@) £ 5) £ ()
n+l = Yn 3
\ 20f (zn)]” f(y) = 21" (y) £ (z0) £2 (20)
Algor-‘itmo 138 Sea g (z) = fgy) entonces ¢ (x) = [f/é/y)? f”[](tlx();;}gx) y el esquema iterativo
anterior, toma la forma
( I f ()
Yn = Tp 7 ()

(179)
f" () £2 () £ () [ (20))?

Tp+1 =Y

\ "2 (@) ([ (@) f () -

Fr @) " (za) 2 ()
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1 " (x) : : :
y el esquema iterativo anterior,

e entonces ¢' (x) = IOk

Algoritmo 139 Sea g (x) =

toma la forma

(180)

Tpy1 = Yn — " (@) £ (2n) [ (20)
2 [f, ($n>]2 ([f/ (In)]Q —f (:L’n) f (ggn))

\

1 "
Algoritmo 140 Sea g (z) = f”—() entonces ¢’ (r) = — []J:” ((32 y el esquema iterativo anterior,
x x

toma la forma
o f(@)
Yn = Tp Iz (xn)

(181)

i1 = Y — " (@) 2 (@) f (2)
2[f (;gn)]2 [F7 () ' (22) — F" (20) [ (22)]

_ f//l ((13) f’ (LI?) - [f” ('T)]2 y el esquema iterati-

Algoritmo 141 Sea g (z) = JJZI ((;;)) entonces ¢' (x) 7 )]2
x

vo anterior, toma la forma

( . [ (zn)
Yn = Tn 1 ()
(182)
oo — g — " (2a)]” £ () £ ()
( 2[f" (x)]* [ (o) [ @) 4 f () 7 () S () = [F7 ()] S (200)]
Algoritmo 142 Sea g (x) = eff/((% entonces ¢' (r) = (1 - W) e-l{’(&)) y el esquema iter-
x
ativo anterior, toma la forma
( . _ f(xn)
Yn = Tn 7 ()
(183)

Trt1 = Un — f" (20) 2 (20)
2([f" ()] + [f (@a)]* f (2n) = [ (n)]” f2 (20)]

\

gb(lx) entonces ¢’ (x) = _[z/((x);z y el esquema iterativo
T

Analicemos el caso cuando g (z) =

anterior, toma la forma
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— e f(xn)
o= [ (@)

(184)

o (£ ) S ) ()
o eF (52 - o)

’ "
sustituyendo ¢ (z) =z — }fl ((:1:)) y ¢ (z) = f((;c/)(f);f ), el esquema anterior, se convierte en el
x x
siguiente
Algoritmo 143
( f(zn)

(185)
f ()] " () [f (wn) = [ ()]

LT 2 P (1 @) = U @ 7 () 17 ()
Algoritmo 144 Sea g (z) = %JJZ/ ((;E)) entonces ¢' (r) = %fm (z) fE]S,:U(L)_]2[f,/ (z)] y el esquema
iterativo anterior, toma la forma

( o _ f(mn)

Yn = Tnp Iz ($n)
(186)
ooy — g — " (@)]” 2 () £ ()

\ Lf! (mn)]2 [Qf” (zn) [f (mn)]2 + f (@) [ () [ (20) — [f" ("En)]z / (In)}
Algoritmo 145 Sea g (x) =y, donde y = = — ff/ ((a;))’ entonces ¢' (r) = % y el esquema
iterativo anterior, toma la forma

( o f(wn)
(187)
Tt = Y — L/ (xn)]z f2 (@n) " (0) (Yn)
. " 2 [f, (wnﬂz Hf/ (xn)]g (yn) + f2 (xn) 1" (wnﬂ
Algoritmo 146 Sea y = v — ]J:I ((3 y g (z) =€ entonces ¢’ (x) = —ay'e” ™, de donde
( e [ (zn)
Yn = Tp Iz (wn)
. (188)

£ (@) 2 (2)
f (@) = af?(z) f" (2)]

Tnt1 = Yn — 5 [[

\
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f (@) g (z) = e~ entonces ¢' () af' (y)y'e W, luego

Algoritmo 147 Seay =z — - Yy
f' (@)

( I f(zn)
o [ (@)
(189)
. £ (@) 7 )
( 2[[f" (@) = af (ya) f2 (x) [ (2)]
Algoritmo 148 Sea g (x) = ye= Y entonces ¢’ () = y'e” " — ay'e™™ , entonces
( I f ()
Yn = Tn 7 ()
(190)

yf" (2) * (zn)
@)+ 12 (@) £ () — af? (@) [ (20)]

Tn+1 = Yn —
\ 2 [y [
Algoritmo 149 Si o = 0, obtenemos el metodo iterativo

( [ (zn)
Yn = 1 (xn)
3 (191)
ooy =y — yf" (x) £ ()
T 2y @+ 2 () £ ()]

\

Algoritmo 150 Si o = 1, se tiene el método iterativo

( [ ()

=i I (zn)
(192)

f" () £ (2n)

T e )
Algoritmo 151 Sea g (x) = f (x) e~ entonces ¢’ (z) = [f' () — ay/f ()] e~ , luego
( o f ()
Y = I (zn)
(193)
ey @)
LT 22[ @) — af? (@) £ (2)

Algoritmo 152 Si a = 0, se obtiene el método

( — f(xn)
Yo = I (xn)
(194)

@)
T @p

\
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Algoritmo 153 Sea g (x) = ™ entonces ¢’ () = ay'e™, en consecuencia

( - f (%)
Yn = Tp — f, (xn)
(195)
. @)
L 2@ +af (@) ()]
Algoritmo 154 Sea g (x) = /W) entonces ¢’ (x) = af’ (y) e ¥ | luego
( _ f(2,)
Yn = Tp — f/ (l_n)
(196)
Trt1 = Yo — f" (@n) 12 () [f (In)]z
\ 2 [[f @a)l” + af (ya) f2 (20) [F (20))" f (2)]
Si a = 0 el esquema iterativo anterior, toma la forma
( _ [ ()
T [ (@)
@) P ()
LT @)
Algoritmo 155 Sea g (z) = e v entonces ¢ (z) = —aMe_% luego
f@) fri@)
( _ f (%)
I T ()
(197)
s = " (@) 12 ()
( 2[f (@) (f (x) 7 (2) = «[f" ()])
Algoritmo 156 Si o = 0 el esquema iterativo anterior, toma la forma
( . f (%)
I T ()
(198)
@R @)
LT e @F @)
Algoritmo 157 Sea g(z) = ¢ 7@ entonces ¢ (z) = —af,ty)e_f?y) , €N CONSECUEncia
( I f (%)
Yn = Tn 7 ()
(199)

L7 (@))% f2 (z0) ' (yn)
L (@) (f () — a[f (2)]%)

Tnt+1 = Yn —
L 2
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Algoritmo 158 Si o = 0, el esquema iterativo toma la forma

( o f (%)
Yn = Tn Iz (xn)

(200)
_ @R @) f ()
S 2[ @)
Algoritmo 159 Sea g (z) = ™7 entonces g (z) = -« L}f, ((Z))},e 7 y obtenemos
( I [ (xn)
Yn = Tn 7 ()
(201)

£ (@) 2 () [f ()
Fr@P (@)U ) —alf W) f (@) +af” (ya) f () f ()

Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma

xn—&-l:yn_Q[

\

( - _ [ (zn)
Yn = Tn 7 ()
N ACYS
LT e
'y ! I _adlw)
Algoritmo 160 Sea g (x) = ™7 entonces g () = -« [;ﬂ ((Z))] e " en consecuencia
( . [ (zn)
Yn = Tn 7 ()
(202)
A @) £ ) 11 )
L 2P @P (P @ )l el ) f @)+ af () £ () f (2)
St a = 0, el esquema iterativo toma la forma
( o f ()
Yn = Tn 7 ()
Tri1 = Un — f" (@) 12 ()
- t2[f @)
Algoritmo 161 Sea g (x) = f (y) e~ entonces ¢’ (z) = e ** [f' (y) — af (y)] , luego
( )
Y= [ (@)
(203)

f” (wn) f2 (xn) f (yn>
Fr @) (F () £ () + of (ya) f(20) — af (z4) f ()

Tn+1l = Yn —
\ 2|
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Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma

( o f(xn)
Yo = I ()
. . [ () f? (Tn)
T e @ap

Algoritmo 162 Sea g (v) = f (v) e=® entonces ¢’ (z) = e~ W [f' (z) — af' (y) f (x)] , en con-

secuencia

( f ()

(204)
[ (xn) f? (Tn)
F @) 2f (2n) — oof (@) f (yn))

mn—l—l:yn_z[

\

Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma

f

\

( I f ()
T @)
_ S 2 ()
\ T+l = Yn A[f (mn)]g
Algoritmo 163 Sea g (x) = f'(z) e entonces ¢' (x) = e~ [f" (x) — ay'f' (z)] y obtenemos
_ (=)
I T ()
(205)
Tyl = Un — f" () f2 (20)
2 [/ @a)l” + 7 (ya) J* (20) f (200) = f () 7 ()]
Algoritmo 164 Si o = 0, el esquema iterativo toma la forma
( o f (@)
Yn = Tn 7 ()
(206)

F7 () £2 (20)
Fr@) 4 17 (o) () f (20)]

Tptl = Yn — 5 [[

\
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9.6. Caso VI: H (z) = ¢(x)+A(f(¢(2))g(¢(2)))

Ahora vamos a generalizar otro esquema iterativo, considerando la forma funcional definida por

Hy () = ¢ (x) + A (f (¢ (2)) g (¢ (x)))

donde

o (x) : Funcién iterativa predictora de orden p > 1
g(x) : Funcién arbitraria

A : Multiplicador de Lagrange

Por otro lado, la condicién de optimalidad implica que

1
[/ (¢ (x)) g (& () + g (¢ () [ (¢ (2))]

entonces el esquema iterativo principal se convierte en

f'(¢(x) g (¢(x))
(f" (¢(x)) g (& () + g (¢ () f (¢ (2)))

Es meritorio sefialar que el nuevo esquema obtenido incluye al reconocido método de Noor [65]

A= —

H(z) = ¢ () -

como un caso particular. También notemos que para ¢ (x) = x obtenemos

f(x) g (x)
fr(w) g (x) +g (z) f(x)

férmula que fue obtenida en el algoritmo dedicado al método de Newton.

H(z)=xz—

Igual que en los casos anteriores, consideremos la funcién iterativa definida por el método de

Newton
f(z)
¢x)=y=1z—

) 7 (a)

y de esta manera, obtenemos el siguiente esquema iterativo
Yn = Tpn —
[ ()
(207)

S (yn) 9 (yn)

H(xn) =Yn —

(f" (Wn) 9 (Yn) + 9" (Yn) [ (Yn))

notemos que si dividimos la fraccién del esquema anterior por ¢ (y,), vy si reemplazamos la
9 ) g (zn)

por
9 (Yn) 9 (xn)
estd definido por

expreson , obtendremos un nuevo método iterativo equivalente al anterior, el cual
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(208)
f (Yn) 9 (z0)
(f" (W) g (zn) + 9" (20) f (yn))

H(xn) =Yn —

el cual resulta mas sencillo de manipular y al tomar la funcién auxiliar diversas formas fun-
cionales, obtenemos una nueva familia de métodos iterativos, tales son los casos de las funciones

exponenciales, donde dichos esquemas generan muiltiples formas.

De las relaciones

" 2f (W) If (@)
T
obtenemos la expresién @
N B
f'(y) = f(x)[f(w) 2f (Y]
y sustituyéndola en el esquema iterativo
o flza)
Yn = Tn 7 ()
S (yn) 9 (yn)

H (zn) = yn — (f (yn) 9 (Yn) + ¢ (Yn) f (yn))

se tiene un nuevo método iterativo definido por

o [ (zn)
Yn = n fl(xn)
(209)
[ (@n) [ (Yn) g (zn)

) = = T () — 27 ()l + () T () ()

Ahora vamos a continuar profundizando con el hallazgo de los principales esquemas iterativos
encontrados y a partir de aqui, vamos a considerar diversas variantes de la funcién auxiliar g ()

para poder determinar nuevos métodos iterativos.
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Casos Especiales:
Caso I:

Sea el método de Newton expresado por

Tpr1 = Tk — %
h (x

Sih(x)= ! (x)’ entonces h' (z) = [ ()9 @) = g; (x) ] ($), entonces el esquema iterativo toma
g(x) g (x)]
la forma
f(x) g (x)

Th+1 = Tk —
' f'(2)g(x) — g (@) f ()
Si la funcién auxiliar g () = ¢, entonces obtenemos

f (x)

Tpy1 = T — I (91;)

el cual constituye el método cldsico de Newton.

Si la funcién auxiliar g (z) = f (z), entonces el esquema iterativo colapsa.

Algoritmo 165 Si la funcion auziliar g (x) = f' (z), obtenemos

f(wn) ' (2,)

= 7. — 210
P T T G — £ ) 17 (o) 0
Algoritmo 166 Si la funcion auxiliar g (x) = " (z), luego
_ [ (@n) 1" (20)
= P ) — 7 (o) ] () 2t
Algoritmo 167 Sea y =z — %, consideremos la funcion auxiliar g (x) = f (y), entonces
o f(za)
Yn = Tp Iz (5(771)
(212)
f(@a) f (yn)

I = T G F ) — 1 () f ()

Ahora, considerando la relaciénn fundamental

e = () — S (6 (@) g (6 (22))
" TP @) g (6 (@) + g (6 (2a)) F (6 (20)

v haciendo




Algoritmo 168 Sea g (y) = 1, entonces el método iterativo es

I (zn)

Yn = Tpn —

(213)

Tnt1 = Yn — %

Algoritmo 169 Sea g (y) =y, luego

(214)
Ty = Yy — f (yn)
o " Yt (Yn) + f (Yn)

Algoritmo 170 Sea la funcién auziliar g (y) = f (y), entonces ¢’ (y) = [’ (y), en consecuencia
f

B (7)
T ()
(215)
e )
n+l = Yn 2f, (yn)
Algoritmo 171 Sea g (x) = f'(y), entonces ¢ (y) = f" (y) , luego
( o f (%)
Yn = Tp — f, (l'n)
(216)
s = S (yn) I (yn)
L ) () S ()
Algoritmo 172 Sea g () = f" (y), entonces ¢' (y) = f" (y), obtenemos
_ [ (n)
Yn = Tp — f, (xn)
(217)

. — oy — f (yn) f” (yn)
T ) £ () + P () S (90)
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Algoritmo 173 Sea g (y) = %, entonces ¢ (y) = S W)l [f:(J;I;](zy) /) y el método toma la
forma
( o _ [ (zn)
g [ (@)
(218)
s = g — [f (ya))?
( " Tt (Yn) £/ (yn) + f (Yn) — £ (yn)
" / " " 2
Algoritmo 174 Sea g (y) = ‘];,—((yy)), entonces ¢' (y) = 1w [;?()yiz[f W)l y se obtiene
( o f (%)
Yn = Tp 7 ()
(219)
s = S (yn) I (Yn) " (yn)
\ " " [f, (yn)]2 f” (yn) + f/ (yn) f”/ (yn) - [f” (yn)]Z
Algoritmo 175 Sea g (y) = e=/W) entonces ¢' (y) = —af’ (y) e*’W), en consecuencia
o f(@)
Y= [ (@)
(220)

" =y — f (yn)
e ! I (W) = af (Yn) [ (yn)

Algoritmo 176 Sea g (y) = f (y) e~ @ entonces ¢ (y) = f' (y) e —af’ (y) e f (), luego

( o f ()
I )
{ (221)
Tpal = Un — /2 (yn)
U T P ) £ )+ F (W) — af () £2 ()

Algoritmo 177 Si a = 0, se obtiene el metodo iterativo es

( o f ()
T ()

(222)
ot =y — f* (yn)
LT P ) T () + 7 (4a)
Algoritmo 178 Sea g (y) = ='W entonces ¢' (y) = —af” (y) e~ W) luego
o (n)
Un =0 =
(223)
S (yn)

I () = @ (n) £ ()
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Algoritmo 179 Sea g (y) = e~ entonces ¢' (y) = —af” (y) e~ "W en consecuencia

L fw
! ! f/ (n)
(224)
- — g — f (yn)
m ! I () = f” (yn) f (Yn)
Algoritmo 180 Sea g (y) = f2(y) entonces ¢’ (y) = 2f (y) f' (y) , luego
( Yo = T — f ()
! ()
(225)
o )
LT T B () 2 ()
Algoritmo 181 Sea g (y) = 1 entonces ¢’ (y) = f, ) y el esquema iterativo toma la forma
f ) f2ly)
@)
T ()
(226)
_ f (yn)
T = )
: A0 R i () e A )V L) N
Algoritmo 182 Sea g (y) = ) t J (y) TIO% , lueg
( o [ (zn)
= [ ()
(227)
Tt = Y — S? (yn) 1" (yn)
L PP U WP F () = 7 () £ (9)
| L RN 10 ¥ 1) V200
Algoritmo 183 Sea g (y) = ) t J (y) T LY bt
( o f(xn)
o = [ ()
(228)
Tri1 = Un — S W) [ (yn) £ (yn)
T WIS )+ 1 ) £ ) £ () = (9) [F ()]
Algoritmo 184 Sea g (y) = ¢ 70 entonces ¢ (y) = JJ:;(( )) TTW , en consecuencia
( — f (@)
! S i (n)
(229)
=y f* (yn)
e ! I Wn) f (Yn) — af' (Yn)

\
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Si a = 0 el esquema iterativo toma la forma

T ()

"
Q ") e W | y el esquema iterativo

Algoritmo 185 Sea g (y) = e TW entonces q (y)

toma la forma
( Yn = Ty — f ()
! S (Tn)
(230)
oo =y — —J GG
\ [f/ (yn)]B - af (yn) f// (yn)
Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma
( . _ f(xn)
= [ (@)
o F) )
T Ty
Algoritmo 186 Sea g (y) = e 7@ entonces Jd(y) =— . (y)2 e @ , luego
/" ()]
( I f ()
T ()
(231)

S £ () 7" (o))
I P ) [ )P of () £ (50)

\
Si a = 0, el esquema iterativo toma la forma

( [ ()

P
LT ) [ P
" 1" / " 2
Algoritmo 187 Sea g (y) =e T entonces g’ (y) = —af ) f[f(ly() iz[f W)l e oy , en con-
Y

secuencia
( Yo = T — f ()
I (xn)

(232)

i1 = Un — S (ya) IS (yn)]z
! U W) = af () £ (yn) f (yn) + af () L (ya)]

\
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Algoritmo 188 Sea g (y) = e*/®) entonces ¢' (y) = af’ (y) e*¥ ¥, luego

o f ()
Yn = Tn 7 ()

(233)
e = g f (yn)
TEETI  (y) + af (ya) f (yn)

Algoritmo 189 Sea g (y) = f (y) e® entonces ¢’ (y) = f (y) e W) + af’ (y) e W f (y), y el

esquema iterativo toma la forma

(234)
" =y — f (yn)
mH " 21" (Yn) + af (yn) f (yn)

De la relacion fundamental

Tny1 = Y — f (@) [ (yn) g (a)
I T ) [F @) = 2F W)l 9 (@) + F (20) £ () o (20)

Algoritmo 190 Sea g (x) = f (y), entonces ¢’ (z) = f' (y) y el esquema iterativo, toma la forma
( [ (zn)

T )

(235)
. f (@) 1S )P
T @) [F () = 2F W)l () + F () £ () £ ()
Algoritmo 191 Sea g (x) = f'(y), entonces ¢' (x) = " (y) y el esquema iterativo es
o f ()
Yn = Tn 7 ()
(236)
ot = g — S (@n) [ () J' (yn)
I @) f () = 2F ()l £ (ya) + F (@) £ (ya) F7 ()
Algoritmo 192 Sea g (x) = " (y), entonces ¢ (x) = f" (y) y el esquema toma la forma
_ o flz)
Yn = Tn 7 ()
(237)

Tnal = Yn — f(*rn)f(yn)f”(yn)
" @) [f (n) = 2F ()] S () + f (@0) f (yn) S (yn)
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De forma general, si la funcién auxiliar g (z) = f™ (y), entonces ¢’ (z) = f®™*Y (y) y en conse-

Yo = Tp— f (2n)
" " I (xn)
e = e £ (@a) f (yn) S ()
T @) [ () = 2F W)l S () + S () S () SO0 ()
i _ b entonces ’x:—f”(y) el método es
Algoritmo 193 Sea g (x) = ) t g (x) TI0% y el métod
o f ()
Yn = n I (zn)
(238)
=y S (@n) | (Yn) J' (yn)
T @) () [ () = 2 (9] = f (@) £ () £ ()
i = entonces ¢ (x :—M ueqo
Algoritmo 194 Sea g (x) = W) t g (x) T (y)]2 , lueg
— f(xn)
o S (zn)
(239)
f (@) f (yn)

I P @) [ () =27 )]+ £ () F )

Algoritmo 195 Sea g (x) = 1) is (y)]2 s AC)PEC)

entonces ¢' (x) = — Y en consecuencia

f'(y)’ [ ()
( o f ()
Yn = n I (zn)
(240)
o (@) I (@) £ (10
T ) I (@) = 2 )]+ F ) [ @) = (@) £ ()]

i = i (y) entonces ¢' (z) = —f” (y) / (y) _ [f, (y)]2 el método iterativo
Algoritmo 196 Sea g (z) = ) t g (x) WP y el método iterat
” ( o f (@)

Yo = I (xn)
(241)
o (@a) 1 @) f ()
T ) I (@) = 2F )]+ F () [P (@) £ (@) = [ (2)]]
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Algoritmo 197 Sea g (z) = f? (y), entonces ¢’ (x) = 2f (y) f' (y) y obtenemos

o f(xn)
Yo = I (zn)
(242)
i1 = Un — [ (@) f (yn)
I @) [f (@) = 2 ()] + 2 (20) £ ()
i - enonces/x:—w ueqo
Algoritmo 198 Sea g (x) = ) t g (x) ) lueg
— f(xn)
Yo = I (zn)
(243)
Tri1 = Un — f (@) f (yn)
I f (@) [f () = 2F (ya)] = 2f (20) £ (yn)
oritmo ea g(x) = ) entonces ¢’ (v) = ) F ) =11 (y)]2 obtenemos
Algorit 199 Sea g () ) t g (x) 7 (y)]2 y obt
( o f ()
Yn = n I (zn)
Trg1 = Un — [ (@n) [/ (2n) [ (20) | (yn)
\ L @)l [f () = 2F ()] £ (n) + f (20) £ () [ (@) £ (20) = [ ()]
(244)
Caso 2:

Consideremos la variante del método de Newton

f (Yn) 9 (1)
) 9 (T0) + g (¥0) f (T0)

Tnt+1 = Yn — f,(

donde £ (o)
i [ (@)
/ I 2 " /
Algoritmo 200 Sea g (x) = j]:” iz)), entonces ¢' (x) = ()] [f_”{ )](f) J'(@) , y el esquema iter-
ativo, toma la forma
( . _ f(xn)
Yn = Tn 7 ()
(245)
Tri1 = Un — S (yn) [ () f7 (20)
( P ) U (@a)]” 4 [ ()] f () = f7 () 7 (20) ] (20)
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1" " / " 2
Algoritmo 201 Sea g (x) = ];,/ ((j)), entonces ¢' (z) = /7 (@) f[f(’z()xijf ()] , y el esquema iter-
ativo, toma la forma
( - _ [ (zn)
Yo = =
(246)
T — I () £/ (20) [ ()
ntl = Yn 2 2
( S ) [ ()] + F7 (@) f' (@) S (20) = [f" (@0)]” S (20)
Algoritmo 202 Sea g (x,) = e**, entonces ¢' (x,) = ae®® y el esquema iterativo, toma la forma
_ o flz)
g [ (@)
(247)
Tyl = Un — f (Yn)
" " () +af (x)
Algoritmo 203 Sea g (x) = e **, entonces ¢’ (x,) = —ae™® | luego
o flza)
Yn = Tn 7 (an)
(248)
Tl = Un — f (yn)
" S i (zn) — af (v,)
Algoritmo 204 Sea g (r) = /@) entonces ¢' (z) = af’ (x) e*¥@ | luego
o flza)
Yn = Tp Iz (xn)
(249)
=y f (yn)
" S () — af' (zn) [ (zn)
Algoritmo 205 Sea g(x,) = e%, entonces ¢' (x) = —Oéj:; ((UZ_)) e% , Y €N CONSECUENCIA
o flza)
Yn = Tn Iz (an)
(250)

Tni1 =

I @) [ () — af ()
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- @ = 1" (@) (@) 42

Algoritmo 206 Sila funcion auziliar es g (x) = ef' (@) | entonces ¢' (x) =

, y el esquema iterativo, toma la forma

( f(2,)

(251)

B £ (o) [ ()]
xn+1 o yn o / 3 / 2 " 2
\ Lf" (@n)]” + [f (@) f (20) — £ (20) £2 (20)
Algoritmo 207 Si la funcion auxiliar es g (z) = 1, entonces ¢’ () = 0, y el esquema iterativo,

toma la forma

(252)

()
()

Algoritmo 208 Si la funcion auziliar es g (v) = ——, entonces ¢’ (x) = — , y el esquema

iterativo, toma la forma

( o [ (%n)
= I (xn)
(253)
s =y — S (yn)
N m " I (@) [ (yn) = [ (yn) £ (20)

Algoritmo 209 Si la funcion auxiliar es g(x) = f(y), entonces ¢’ (x) = f'(y) , y el esquema

iterativo, toma la forma

( o [ (zn)
T )
(254)
et = g — /()
LT ) Fy) + P () f ()

Algoritmo 210 Si la funcion auziliar es g (x) = f'(y), entonces ¢’ (x) = f"(y) , y el esquema

iterativo, toma la forma

(255)
= f @) [ (yn)
I @) F (yn) + 7 (ya) £ ()

125



Algoritmo 211 Si la funcion auziliar es g (x) = f" (y), entonces ¢’ (x) = f" (y) , y el esquema

iterativo, toma la forma

(256)

T — g, — f (Wn) 1’ (Yn)
I @) £ (Ya) + 7 () | ()

De manera més general, si g () = £ (y), entonces ¢’ () = f™*Y (y) , v el esquema iterativo,

toma la forma

( I f ()
Yn = Tp f/ (l‘n)
= F ) 1™ (yn)
LT P @) £ (ya) + FOHD (y,) f ()

Algoritmo 212 Si la funcion auxiliar es g (z,) = f (z,) f (y) entonces ¢’ (z,) = f'(xn) f (y) +

' () f (zn) , y el esquema iterativo, toma la forma

( — f(zn)
Yo = 1 (xn)
\ (257)
Tl = Yn — 12 (yn)
LT 2 (@) £ (ya) + F () £ ()
f (@) F (@) f () = F () f ()

Algoritmo 213 Sila funcién auxiliar es g (x,) =

entonces g’ (x,) =

L f ) )
, y el esquema iterativo, toma la forma
( o [(=a)
Un =0 = S
(258)
ot = g — f? (yn)
T 20 (@) £ (ya) = 7 (9a) S ()

Caso 3:

Sabiendo que el método iterativo de Newton estd dado por

h(x
Tnk+1 = Tn — M

W ()

y consideremos h (z,) = f(z,) g (z,) donde g (z,) = f(y) entonces I (z,) = f'(zn) f (y) +

" (y) f (z,), el esquema iterativo toma la forma
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Algoritmo 214

(259)
I T ) T ) + F () f ()

Caso 4:

Sea la variante del esquema iterativo de Newton

o T)e)
I P ) g () + g (1) F ()

entonces,

Algoritmo 215 Si la funcion auziliar g (h) = f' (y) entonces ¢’ (h) = " (y) , y en consecuencia

(260)
N £ (@) ' ()
T (@) £ (ya) + £ (yn) f ()

Algoritmo 216 Sea g (h) = " (y) entonces g’ (h) = f" (y) , entonces, el nuevo método iterativo

€s

(261)
e (@) 1" (ya)
T @) 7 () + S (ya) £ ()

En general, sea g (h) = f™ (y) entonces ¢’ (h) = £V (y) en consecuencia

_ (@)
o= [ ()

n+1 n 1! (JEn) f(”) (yn) + f("+1) (yn) f (mn)

Caso 5:

De la relacion fundamental

Tyl = Yo — [ (@) f(yn) g (@)
I T ) [F @) = 2F W)l 9 @) + F (@) £ () o (@)

obtenemos las siguientes variantes del método de Newton.
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Algoritmo 217 Si la funcion auziliar g (x,) = f(y), entonces ¢ (x,) = f'(y) , y el esquema
iterativo, toma la forma

( o f ()

(262)

= — (@) [f ()]
LT @) [ () = 2F )] £ a) + F () £ () f' (yn)

Algoritmo 218 Si la funcion auxiliar g (x,) = f'(y), entonces ¢ (x,) = f"(y) , y el esquema

iterativo, toma la forma

(263)
ot = U — f (@) £ (yn) I (yn)
T @) F () = 2F W)l f () + F (20) £ () £ ()
)

Algoritmo 219 Si la funcion auziliar g (x,) = f" (y

entonces ¢ (x,) = " (y) , y el esquema

iterativo, toma la forma

(264)
I P @) [ (@a) = 2F ()] £ (W) + F (@) £ () 1 ()

De forma general, si la funcién auxiliar g (z,) = f™ (y), entonces ¢ (x,) = fO*V (y) , y el

esquema iterativo, toma la forma

R f(xn)
oo = [ (@)

e () F ) £ ()
h f(@n) [f (20) = 2 (9a)] fO) (yn) + f (20) £ (yn) £ (yn)
Algo%itmo 220 Si la funcion auziliar g (x,) = f’L(y)’ entonces ¢’ (x,) = — [j:/"éz% , y el esquema
iterativo, toma la forma
o f (%)
Yn = Tp Iz (:Bn)

(265)
=y £ () f () 1 ()
I T @) ) U () — 2F W)l = £ @) £ W) £ (9)
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1 I (y)

Algoritmo 221 Si la funcion auziliar g (x,) = ——, entonces ¢' (z,) = ———5 , y el esquema
/() [f ()]
iterativo, toma la forma
_ o f(ma)
I T ()
(266)
o (o) £ ()
" S () [f (Tn) = 2f (Yn)] + f (z0) ' (yn)
/ 2 /
Algoritmo 222 Si la funcion auziliar g (z,) = f,(y) , entonces ¢' (r,) = — S W= 1 (‘g) /') ,
- /" () [/ ()]
y el esquema iterativo, toma la forma
( I f ()
Yn = Tn 7 ()
(267)
o F () £ ) £ (3]
n+l = Yn 2
L I (@) If (zn) = 2 (Ya)] + f (Yn) [[f/ (zn)]” = [ (20) f" (In)}
/ " / 2
Algoritmo 223 Si la funcién auziliar g (x,,) = / (y)7 entonces ¢’ (r,) = LW —2[f )
S /() [f ()]
, y el esquema iterativo, toma la forma
( I f (%)
Yn = Tn 7 ()
(268)

Tn1 = Yn — f(@n) £ (2n) f (yn)
~ F @) [ @) — 20 () + F () [ (@) I (@) — [ ()]

Algoritmo 224 Si la funcién auziliar g (z,) = f? (y), entonces g’ (z,,)) = 2f (y) f' (y) , vy el esque-

ma iterativo, toma la forma

o flza)
Yn = Tp 7 (an)
(269)
= S (an) [ (yn)
T () [f (@) = 2F (ga)] + 2f (@) F (yn)
{Mgorl‘itmo 225 Si la funcion auziliar g (x,) = ]02;@), entonces ¢' (x,) = —2fJ;,—((yy)) , y el esquema
iterativo, toma la forma
o flza)
Yn = Tp Iz (an)
(270)
[ (@a) f (yn)

T ) [F () = 27 ()] = 2F (o) F ()
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9.7. Caso VII: H (z) = ¢ (z) + A(f (¢ (2)) g (¢ (2)))"

Ahora vamos a generalizar todos los métodos de técnica variacional, mediante la consideracién de
funciones auxiliares que envuelven dos funciones predictoras. Las funciones predictoras son ¢ (x,,) y
¥ (z,) las cuales tienen orden de convergencia s > 1 y t > 1 respectivamente. Estas funciones

predictoras permitirdn obtener nuevos métodos iterativos de orden (s + ).

Consideremos la forma funcional Hj (z,) definida por

Hy (z) = ¢ () + A (f (¢ (2) g (¢ (2)))"

donde

s

ot

() : Funcién iterativa predictora de orden s > 1
Y (zy,) : Funcién iterativa predictora de orden t > 1
g () : Funcién arbitraria
A : Multiplicador de Lagrange

Por otro lado, la condicién de optimalidad implica que

1

A T @ @ @) + 4 (6@ F (6@

entonces el esquema iterativo principal se convierte en

[ (¢ (2n)) g (¢ (xn))

) =0 ln) = (G ) 96 @) + 9 6 @) F 6 @)

Es meritorio sefialar que el nuevo esquema obtenido incluye al reconocido método de Noor [65]

como un caso particular. También notemos que para ¢ (z,) = x, obtenemos

f(n) g (xn)

Hon) =t = S g @) o (o) F @)

férmula que fue obtenida en el algoritmo dedicado al método de Newton.
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Igual que en los casos anteriores, consideremos la funcién iterativa definida por el método de

Newton

(271)
f (Wn) 9 (Yn)
(" (yn) 9 (Wn) + 9" (Yn) [ (yn))

H(xn) =Yn —

notemos que si dividimos la fraccién del esquema anterior por ¢ (y,), y si reemplazamos la

9 () g (wn)
por

9 (Yn) g (zn)

definido por

expreson

, obtendremos un esquema iterativo equivalente al anterior, el cual estd

(272)
f (W) g (7,)
(f" (yn) g (T0) + 9" (20) f (Yn))

H($N) = Yn —

9.8. Resultados Numéricos

En este acdpite se presentardn algunos ejemplos donde se ilustra la eficiencia de los nuevos
métodos desarrollados. La comparacién se realiza entre el método de Newton y algunos de los
algoritmos encontrados. Se tomard como base fundamental el mimero de iteraciones para encontrar
dicha raiz. Se tomaron como conjunto de funciones bases, aquellas funciones que fueron consideradas
en diferentes articulos de investigacion, las cuales poseen caracteristicas de ser funciones continuas

y diferenciables.

Se han programado todos los algoritmos desarrollados en el lenguaje de alto nivel C++4, bajo
la filosofia de Programacién Orientado a Objeto (POQO) y en todos los criterios de parada de los

diferentes cédigos fuente se utiliza un nivel de tolerancia de 10e=16.
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Se enumeran todos los algoritmos de manera secuencial y se seleccionan aquellos que verifican
la condicién de ejecutarse en un nimero menor de iteraciones que el método de Newton y aquellos
que logran el mismo nimero de iteracién. Esto se realiza con el objetivo de comparar los algoritmos

6ptimos y los que son equivalentes (en el nimero de iteraciones) al método de Newton.

Se aclara que la significacién de equivalencia de método en esta tesis, significa que la raiz de la
ecuacién no lineal converge en un nimero determinado de iteraciones, aunque su expresion algebraica

difiera en la estructura de su férmula.

Ejemplo 9.1 Consideremos la ecuacion no lineal e=* — 23 = 0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,77288295914921012475

Los algoritmos 50, 51, 52, 105, 119, 137 y 177 alcanzan la convergencia de la raiz en 3

iteraciones, superando al método de Newton en dos iteraciones.

Los algoritmos 6, 13, 22, 23, 33, 35, 42, 45, 47, 52, 55, 57, 64, 65, 71, 85, 86, 90, 92,
93, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 104, 107, 110, 111, 120, 122, 123, 125, 126, 129, 130,
134, 136, 138, 139, 142, 143, 144, 148, 149, 150, 151, 154, 158, 165, 169, 170, 171 y
178 alcanzan la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando al método de Newton en una

iteracién.

Los algoritmos 4, 9, 10, 11, 14, 16, 18, 20, 26, 28, 38, 40, 41, 43, 44, 46, 49, 53, 54,
59, 61, 62, 68, 73, 74, 76, 83, 84, 91, 102, 103, 113, 114, 116, 117, 121, 124, 127, 128,
131, 133, 135, 140, 141, 145, 152, 153, 155, 159, 162, 164, 168, 172 y 175 alcanza la raiz
en igual nimero de iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son

equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 13 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemédtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.
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Ejemplo 9.2 Consideremos la ecuacion no lineal x — cosx =0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,73908513321516067229

Los algoritmos 22, 23, 33, 37, 39, 42, 43, 49, 50, 53, 57, 64, 65, 71, 77, 90, 92, 95,
96, 99, 100, 101, 104, 105, 107, 110, 119, 122, 123, 126, 129, 130, 134, 136, 137, 138,
139, 142, 143, 148, 149, 150, 152, 154, 155, 158, 165, 169, 170, 177 y 178 alcanzan la

convergencia de la rafz en 3 iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 4, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 26, 28, 30, 32, 34, 35, 36, 38, 44, 45, 46, 47,
48, 52, 54, 55, 56, 61, 62, 63, 66, 67, 68, 69, 70, 72, 73, 74, 75, 76, 81, 82, 83, 84, 85,
86, 87, 91, 93, 97, 98, 102, 103, 109, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 120, 121, 124, 127,
128, 133, 135, 140, 145, 146, 147, 151, 153, 156, 157, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 172,
173, 174 y 175, alcanza la rafz en igual nimero de iteraciones que el método de Newton, lo cual

implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 5 y 6 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 9.3 Consideremos la ecuacion no lineal e 4+ 2lnz =0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 0,79851808532225987403

Los algoritmos 51, 96, 100, 105, 119, 122, 136, 137, 139, 142, 144, 149, 169, 171 y 177

alcanzan la convergencia de la raiz en 3 iteraciones, superando al método de Newton.

Los algoritmos 8, 15, 19, 22-24, 26, 33-34, 36-37, 39, 42, 43, 46, 49-50, 52-55, 57, 58,
63-65, 71, 72, 75-77, 82, 84, 90, 92, 94, 95, 97-99, 101, 104, 107, 110, 111, 114, 115, 120,
123, 126, 129-130, 134, 138, 143, 148, 150-155, 157-158, 161, 165, 170, 173 y 178 alcanzan

la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando al método de Newton en una iteracion.
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Los algoritmos 1, 4, 14, 16, 18, 20, 21, 25, 27, 28, 30, 32, 35, 38, 40, 41, 44, 45, 47, 48,
56, 62, 66, 67, 68, 69, 70, 73, 74, 78, 79, 80, 81, 83, 85, 86, 87, 102, 103, 106, 112, 113,
116, 121, 124, 127, 128, 131, 133, 135, 140, 141, 145, 146, 156, 159, 160, 162, 163, 164,
168, 172 y 175 alcanza la raiz en igual nimero de iteraciones que el método de Newton, lo cual

implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 11 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matemdtica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.

Ejemplo 9.4 Consideremos la ecuacion no lineal 2® + 42? — 10 = 0

Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 5 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,36523001341409688791

Los algoritmos 42, 50, 51, 90, 92, 110, 111, 119, 122, 123, 125, 134, 136, 137, 138, 142,
143, 144, 148, 149, 152, 154, 169, 170, 171 y 177 alcanzan la convergencia de la raiz en 3

iteraciones, superando al método de Newton en dos iteraciones.

Los algoritmos 15, 16, 18, 22, 23, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 52,
53, 54, 55, 57, 64, 65, 66, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 83, 84, 85, 86, 87, 93, 95, 96, 97,
98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 107, 113, 114, 115, 117, 120, 121, 126, 127, 129,
130, 139, 140, 141, 145, 150, 151, 153, 155, 156, 157, 158, 161, 162, 165, 168, 172 y
174 alcanzan la convergencia de la raiz en 4 iteraciones, superando al método de Newton en una

1teracion.

Los algoritmos 3, 4, 6, 10, 13, 14, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 38, 40, 41,
56, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 67, 68, 69, 70, 78, 79, 80, 88, 89, 94, 112, 116, 118, 124, 128,
131, 132, 133, 135, 159, 160, 163, 164, 167, 175 y 176 alcanza la raiz en igual nimero de

iteraciones que el método de Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 6 y 10 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedrico como préctico.
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Ejemplo 9.5 Consideremos la ecuacion no lineal e* — z3 = 0
Los principales hallazgos respecto a esta ecuacién no lineal son :

El método de Newton alcanza la raiz de dicha ecuacién en 4 iteraciones, siendo la raiz real con

20 cifras decimales 1,85718386020783521317

Los algoritmos 22, 23, 33, 34, 36, 37, 39, 42, 43, 46, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 57,
64, 65, 71, 72, 73, 75, 76, 77, 84, 85, 90, 92, 93, 95, 96, 97, 98, 99, 101, 104, 105, 107,
110, 111, 114, 115, 119, 122, 123, 126, 129, 130, 134, 136, 137, 138, 139, 142, 143, 144,
148, 149, 150, 151, 152, 153, 154, 155, 157, 158, 161, 162, 165, 169, 170, 171, 177 y
178 alcanzan la convergencia de la raiz en 3 iteraciones, superando al método de Newton en una

iteracion.

Los algoritmos 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 32, 35, 38, 40, 41, 44, 45, 47, 48, 56, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 66, 67, 68, 69,
70, 74, 78, 79, 80, 82, 83, 86, 87, 88, 89, 91, 94, 102, 103, 108, 112, 113, 116, 117, 118,
120, 121, 124, 125, 127, 128, 131, 132, 133, 135, 140, 141, 145, 156, 159, 160, 163, 164,
166, 167, 168, 172, 175 y 176, alcanza la raiz en igual niimero de iteraciones que el método de

Newton, lo cual implica que estos métodos son equivalentes.

El resto de los algoritmos de este capitulo, oscila entre 5 y 7 iteraciones, lo cual significa que
no son superiores al método de Newton y que su implementacién matematica y computacional no
es adecuada y que por tanto, dichos algoritmos no son convenientes para ser utilizado, tanto desde

el punto de vista tedérico como préctico.

9.9. Conclusiones

Las conclusiones referentes al tercer capitulo se pueden sistematizar en las siguientes asevera-

ciones :

= Aplicacién de esquemas iterativos que representan 178 variantes del método de Newton.

= Existencia de nuevos algoritmos desarrollado por la técnica iterativa variacional y que consti-
tuyen nuevas variantes del método de Newton, las cuales superan al método clédsico de Newton,

en una y dos iteraciones.

135



Existencia de algoritmos equivalente al método de Newton, referente a la misma cantidad de

iteraciones para lograr la raiz real.

Implementacion de 6 casos de la técnica de variacién iterativa para la generaciéon de nuevos

métodos iterativos.

Posibilidad de combinar diferentes esquemas iterativos y funciones iterativas para obtener

nuevos métodos iterativos que constituyan variantes del método de Newton.

Todos los algoritmos obtenidos por estas variantes del método de Newton son convergente,

oscilando todos ellos entre 3 y 12 iteraciones como maximo.
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10. CAPITULO V : ANALISIS DE CONVERGENCIA

@U@
p(f'(x)g(z)+g (z) f(z))
En esta seccién vamos a analizar el orden de convergencia del esquema iterativo

P @) (f(@)g()
p(f'(x)g(z) + g () f (x))

10.1. Convergencia del esquema H (z) = ¢ ()

H (z) = ¢ ()

probando el siguiente teorema.

Teorema 10.1 Sea ¢ (x) una funcion de iteracion de orden p > 1, sea r una solucion de la ecuacion
no lineal f(x). Supongamos que ¢ (x) es continuamente diferenciable en r, entonces el esquema

iterativo anterior tiene orden de convergencia de al menos p + 1.

Demostraciéon 11 Asumamos que

Y@@ @)
p(f'(x)g(x) + 9 (2) f(2))

ademds que 7 es una solucién de f () y que ¢ (z) es una funcién iterativa convergente de orden

H(z) = ¢ ()

p, entonces se tiene que

consideremos a

entonces

porque f (r) = 0, usando el hecho de que

fr)=0y B(r)=0 y B(r)=1
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entonces tenemos que
De lo que se deduce que

ahora realizando derivadas de orden p a la funcién H (z) obtenemos

HP () = »® (z) — lz <p) o) (z) B (z)

p n=0 n
y
LR (PH+ 1 mnen) (3 oo
H®D (1) = ¢(p+1) ) — = < )¢p—n 2) 8™ (z
(z) (x) p ; N (z) B ()
de donde se infiere que
H® (r)=0
porque
oW () =0 (r)=--=¢""V(r)=0, B(r)=0, 8 (r)=0
y
HED (1) = — 2o+ (1) £ ¢
p
porque

o7 (r) #0

y esto demuestra que la funcién iterativa tiene orden de convergencia de al menos p + 1.

Como un corolario, tenemos que si

f(x) g (x)

Fag@ g @ fm
entonces, la funcién iterativa H ()
_ . r—0(x)
H(x) =2 P = (@)

tiene al menos orden de convergencia p + 1.
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f(y)g(z)
f(z)g(z)+ g (x) f (z)

Teorema 10.2 Sea la funcion f: D C R — R que posee una raiz en D, sea f (x) diferenciable en

10.2. Convergencia del esquema z, =y —

un vecindad de dicha raiz, entonces el algoritmo

f (Yn) 9 (1)
Tn) g (zn) + g (7n) f (2)

Tn4+1 = Yn — f,(

posee orden de convergencia ciibica y si ademads la relacién se verifica

— —d(r [ ()

entonces el algoritmo posee orden de convergencia cuatro.

Demostraciéon 12 Consideremos la funcion asociada con el algoritmo definida por

f)g(x)
fr(x)g(x)+4g (2) f(2)

Asumiendo que y () es cuadrédticamente convergente y que r es cero de f (x), entonces

Y(z)=y—

fr) =0
y(r) = r
y'(r) =0
de aqui
e(x)=r
ahora, derivando
f'(y) g (x) (2) '

V=Y @+ e @ T @)

de donde por las expresiones anteriores

¥ (7) =0
y entonces
W oa f" () g () _ / 9() /
@ = - ersere O e vrere
B g(x) ’
lereseeye]



haciendo x = r, obtenemos los siguientes resultados

vy o ()
V=
o = o

g (x) 1

fly) =0
"] =0
y por tanto
U (x) =0
Derivando nuevamente 1" () se tiene
" m_ /" (y) g (x) B " g(x) f (x) '
R Ty Ll e Erryie]
z) f (2)

nuevamente para x = r se tiene

v'(@) = 3

£ 0

por tanto, dicho algoritmo genera al menos un método de orden de convergencia ciibico. Podemos
obtener un método de convergencia de orden cuatro si ¢ (z) = 0 y esto es posible si
/()
fr(r)
si sustituimos la expresiéon anterior en el algoritmo dado, el esquema iterativo toma la forma

f () ' (2)
L (2)]” = f () f" (x)

g(r)=—g'(r)

Tn+t1l = Yn —
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y combinando con la relacién

obtenemos

S [ fw
I = T ) [f(fv)—Zf(y)]

el cual es el método de Ostrowsky el cual tiene orden de convergencia cuatro.

f(2)g(x)
f(x)g(x)+g (x) f ()

Teorema 10.3 Sea la funcion f: D C R — R que posee una raiz en D, sea f (x) diferenciable en

10.3. Convergencia del esquema z, = z —

una vecindad de dicha raiz, entonces el algoritmo

— g f ()
o= I ()
_ f (Yn)

o o I (Yn)

o [ (o) g (@)
P T P @) g (@) + o () f ()

posee al menos orden de convergencia quinta

Consideremos la funcién asociada con el algoritmo definida por

f(z)g(x)

Y T e @ ()
donde
Sl
Yn = Tn 7 ()
[ yn)
" o I (yn)
Sir es un cero de f (), y utilizando las relaciones
f(r) =0
y(r) = r
y(r) =0
obtenemos que .
" o f” r
D=



y entonces

de donde, obtenemos

ahora, derivando

z(r) = r
Z(r) = 0
Z'(r) = 0
2" (r) = 0
=3 | 7]
e(r)=r

W (r)=0
y
" o Z” N / . g (:C) / _ 2
)= =26 () - 10|
por tanto
/l/}” (T) — 0
ahora, utilizando las relaciones
fr)y =0
y(r) = r
y'(r) =0
y
Z(r) = 0
Z'(r) = 0
se tiene que
U (x) =0
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Derivando nuevamente 1" () se tiene

de donde obtenemos que

¢/H (x) — 0
nuevamente para x = r se tiene y derivando, obtenemos
(iv) r) = Z(w) " (o g(l‘) ,_ P " g(l‘) 8
v 17 (Fwet s rorm) ~ VO [reenrs seTe)
TR g (@) f (x) RPN g ()
4] <ff<x)g<x>+g/(m>f<x)) /) (ff<w>g<x>+g'<x>f<x>>
s g(z) )
10 (Fere ey m @)
de donde,
W (r) =0
Siv) _ @) g(x) —
6 (ree @) = °

ahora simplificando, tenemos

® () = 301 () g(r)  f"r)glr)+2f(r)g (r)
v 5([f’(r)]2)(f'<7°)9(7°) ) #o

por tanto, dicho algoritmo genera al menos un método de orden de convergencia quinto.

f(x) f(y)g(x)

10.4. Convergencia del esquema x,, = y—

fr) [f (x) =2f ()] + f () f(y) g’ (v)

Ahora probaremos mediante el siguiente teorema, el orden de convergencia del esquema iterativo

o f ()
Y= I (zn)
(273)

H @) = = 5T =27 ) + F @) F o) 9 (o)
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Teorema 10.4 Sea la funcion f : D C R — R que posee una raiz en D, sea f () diferencia-

ble en una vecindad de dicha raiz, entonces el algoritmo definido anteriormente posee orden de

convergencia cuatro.

Consideremos a r una raiz simple de f, ademds f (z) diferenciable en un entorno de r, expandien-

do las funciones f (z) y f’ (x) en serie de Taylor, alrededor de r, se tiene

f (@)= f'(r) [en+ o€ + c3e3 4 cyed + csed 4 cgel + O (ez)}

y
f (@) = [/ (r) [1+ 2c2e, + 3esel + deaed + Bese, + 6cgel + O (el ]
donde "
1 f®(r)
Ck:H f/(7"> ) k:2a37 Yy €n =Tp —T

de las dos expresiones anteriores, obtenemos

JJ:/ ix”)) = e, — e +2 (cg — 03) el + (70203 — 4¢3 — 304) e + (8¢5 — 20c3c2 + 6¢c3
T,

+10cycq — 4es)ed + (13cacs — 28c5¢4 — Beg — 16¢5 + 52c3es + 17ezcy
—33c2c3)ed + O (ef)

utilizando la ecuacién anterior, tenemos que

Yo = T+l —2 (cg — 03) 3 (76203 — 4¢3 — 304) et — (8¢5 — 20csca + 6c3
+10cyc4 — 4cs)ed + (13cycs — 28c5¢4 — Beg — 1665 + 52c3es 4+ 17escey
—33c2c3)e + O (er)

ahora
[ (yn) = [ (1) [c2e2 =2 (5 — ¢3) €2 — (Teacs — 5 — 3ca) € —(12¢3—24c3c5+6¢3+10coc4—4cs)ed +O (e])]
Efectuando una diferencia funcional entre f (z) — 2f (y) obtenemos

@) =2f(y) = f (r)[en — coe’ + (43 — 3c3) €3 + (1dcacs — 10¢5 — Beg)ep, + O (€)]

f@) @) g@) =1 ()] g(r)eae +{g () ez =g (r) G +29(r) s} e+ O (€))]
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entonces, de las expresiones anteriores, obtenemos

2

P @) If (@) = 2 )] g () + f (@) f () g () = [F ) lg () en+ (g(r) s+ g (1) €?

5 (o () +2 (1) B)

1 /! / 1 n !
+<—§9 (r)ca — 24" (r) cs + g9 (r)+ 34 (r) &
—2¢ (1) Cg — g (r)cs+ 5g (1) cgcg)ei + 0 (ei)]

Finalmente

f(@) f(y)g(x) e o gy s
T T a =2 s o)+ Fa f g @) = @ot Be—2d)e

+ g’(r)02+363+c — 6cye 64+O(e5)
g(T) 2 2 4 203 n n

entonces

/
To1 =T+ <9 (r) 3+ 3¢5+ cq — 6(:203) en+ 0 (cp)

g(r)

donde la ecuacién del error estd definida por

e _ gl (T) 2 3 3 -6 4 O 5
ntl = —g (r) Cy + 9Cy + ¢4 cac3 | e, + (en)

y esto completa la demostraciéon de que el esquema iterativo tiene orden de convergencia cuatro.
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11. CONCLUSIONES GENERALES

De acuerdo a los objetivos especificos senalados en el presente trabajo, podemos inferir lo siguien-

te:

Objetivo 1: Generalizar el método de Newton, basado en diferentes enfoque matemati-

cos y métodos aproximativos para la solucién de ecuaciones no lineales.

= Basado en el esquema del método de Newton, se obtuvieron los siguientes resultados por

capitulo:

Capitulo 1 : 4 nuevos esquemas y 28 algoritmos.
Capitulo 2 : 19 algoritmos, todos ellos basado en la descomposicién de Adomian.

Capfitulo 3 : 178 algoritmos, consecuencia de la técnica iterativa variacional.

= En total se construyeron 226 algoritmos variantes del método de Newton.

= Se generalizé el método de Newton mediante la descomposicién de los polinomios de Adomian

y la técnica iterativa variacional.

» Utilizacién de la serie de Taylor, la descomposciéon de Adomian y la técnica iterativa varia-

cional, para la generacién de nuevos métodos iterativos.

Objetivo 2: Aplicar la teoria de los polinomios de Adomian y la técnica de variacién

iterativa para generar nuevos esquemas y métodos iterativos.

= Se generaron nuevos esquemas iterativos basados en la descomposicién de los polinomios de

Adomian y la técnica iterativa variacional.

= Obtencién de nuevos métodos iterativos mediante la aplicacién de los métodos de Abbasbandy

y Chun.
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= Extension de la férmula de Abbasbandy mediante los algoritmos AB2 y AB3.

» Generalizacién del método de Abbasbandy y el método de Chun, mediante la aplicacion de

nuevas funciones N (h).

Objetivo 3: Disenar los algoritmos y programas computacionales de los nuevos méto-

dos iterativos obtenidos, evaludndolo con algunos criterios comparativos y clasificativos.

= Diseno y codificacién de todos los algoritmos mediante la aplicacion del lenguaje C++-.

» Implementacién de la filosoffa de Programacién Orientada a Objeto en los cédigos fuentes de

dichos algoritmos.

= Evaluacién del cédigo fuente en funcién del nimero de iteraciones y evaluaciones funcionales.

» Estudio del indice computacional e indice de eficiencia computacional en la construccion de

los algoritmos.
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13. ANEXO

13.1. Meétodo de Newton

El método clasico para resolver ecuaciones no lineales lo constituye el método de Newton, el cual

estd definido por los siguientes algoritmos.

Algoritmo 226 Dado un valor inicial x,o se puede aproximar a la solucion x,.1 mediante el

esquema iterativo

anrl:xn_f/(x ) )
n

f,(xn) 7&0 ’ TLZO,LQ,"'
este método tiene orden de convergencia cuadraitica.

El siguiente algoritmo se utiliza para ecuaciones no lineales cuyas raices poseen un orden de

multiplicidad m.

Algoritmo 227 Dado un valor inicial x,o se puede aproximar a la solucion x,.1 mediante el

esquema iterativo

fran) 7

donde m es el orden de multiplicidad de la ecuacién no lineal. Este método tiene orden de

f/($n>7é07 n:()71727"'

Tptl = Tp —M

convergencia cuadréatica.

Cuando se desconoce la multiplicidad de los ceros, se puede utilizar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 228 Dado un valor inicial x,o se puede aproximar a la solucion x,,1 mediante el
esquema iterativo

[ (2n)* = f (20) ' ()

donde m es el orden de multiplicidad del cero de la ecuacién no lineal. Para el andlisis de

@) f (@) f (), n=10,1,2,--

Tn41 = Tp —

convergencia ver [8,94].
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13.2. Polinomios de Adomian

Los polinomios de Adomian estédn dados por:

1 dr =
A, =——|N Mh; =0,1,2,3,---
n n!w[ (2; Z>LO , n=0,1,23,

Los primeros cuatros polinomios de Adomian son

Ay = N(imi) = N (h)

A=0

A = % [N (ZAh)] = N’ (ho)
i=0 A=0

1 d2 i = % - 1 " !
A2 - §W _N (;A h2>_ L - §h%N (h()) + th (h(])
A = 14 _N i)\"h- _ :l[h?’N’"(h ) 4 5hihaN" (ho) 4+ haN' (ho)]
3 6d)\3_ 2 i | g L 0 112 0 3 0
Los cuales pueden ser expresados en funcién de las derivadas por
ho — —
’ [ ()
_ _ R (@) @) ()
s N = ) T 2w
v oy @) P ) [ @)
= N = S T e
. 1 " o 3 f5 (xn) " 3 _
hy = 5’1%]\7 (ho) + haN (ho) = 81/ (1) L (zn)]” = As
_ 1 " " / o 1 f5 (:En) " 4
he = ¢ [WIN" (ho) + 5h1haN" (ho) + haN' (h)] = 320 () L7 ()]

Como h = ¢+ N (h) se tiene

i h, =c+ i A,
n=0 n=0

Por ser la serie h convergente, se tiene la siguiente importante relacién

ho=c y hpi1=A, paran >0
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13.3. Técnica Iterativa Variacional

Los principales casos de la Técnica Iterativa Variacional analizado en el presente trabajo son:

1. H(x,) =x0 + A (2) g (z)

2. H(zn) = ¢ (xn) + A(f (2n) g (z0))", p =1

ol (zn) (f (¥0) g (74))

3. H (xn) = gb (x”) - (f ($n) g (xn))/

B ¢ (wn) (f (20) g (wn))
p(f' (zn) g (xn) + ' (20) f(20))

4. H (z,) = ¢ (zy)

5. H (wn) = ¢ (xn) + A (f (zn) g (xn))", p =2

6. H (zn) = ¢ (zn) + A (f (¢ (2n)) 9 (6 (xn)))

7. H(zn) = ¢ (zn) + A(f (¥ (2n)) g (¥ ()"
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13.4. Esquemas Iterativos Complementarios

1. Algoritmo del Método de Newton-Raphson

Dado z,,9

Paran =1,2,---, hacer ;1 =z, — ~——% , f'(x,) #0

[ (2n)

Generar una sucesioén de valores x,,,; y verificar la cota de error permisible

2. Método Iterativo de Abbs

fxa) () £ (@) f () [ (@)

B T B T T TP |
3. Método Iterativo de Chun
( - _ [ (zn)
Yn = Tn Iz (xn)
- _ f(zn) _ f (yn) I () £ (Yn)
SR TP Ry TP R T L

4. Método de Halley
2f (zn) f' ()

Lf! (xnﬂz — [ (wn) f7 ()

Lp+l = Tp —
2

5. Método de Newton-Halley

( — f ()
I =T )
Zn = Yn — 2f (Yn) ' (Yn)
C R ) () £ ()
oy = 2 f(z) Uz S (2)
R T N 2[f" (zn))?

6. Método de HouseHolder (Método 1)

Tpi1 = Ty — f<x”) _ f2(xn)fll($n)
n+ n f/ (xn> 2 [f/ (xn)]?)
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10.

11.

12.

. Método de HouseHolder (Método 3)

( - _ [ (zn)
Yn = Tn Iz (xn)

ooy = Y — f2 (xn) f// ($n) B f3 (xn) [f// (xn)]Q
S 2/ (x) 2[f" ()]

. Método de Wu

o f ()
Yo = I ()

. Método de Noor y Noor (1 forma)

( e f(wn)

T _ _ (yn - xn)2 "
n+l = Yn 2f, (xn) f (*rn)

\
Método de Noor y Noor (3 forma)
( f ()

fWn) W) f7 (Yn)

T T ) T 20 )P

Método Iterativo de Abbasbandy (1 forma)

( f (%)

ooy =y — f2 (xn) f// ($n) B f3 (xn) [f// (xn)]Q
~ 2[f" (a)) 2[f" (@)’

Método Iterativo de Abbasbandy (2 forma)

( f (%)

oy =y — f2 (:L.n) f// (xn) B f3 (xn) f/// (l,n>
e 21" (n) 6 [f" (x,)]"

\
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13. Método de Ostrowski

( — f (xn)
= [ ()
S f ()
\ T [ () (f () —2f (yn>>
14. Método de Traub-Ostrowski (Método 1)
( — f (2n)
o [ ()
v = - L122) ()=
LT ) \27 () — £ ()

15. Método de Hueso (Derivada Congelada)

\

16. Método Iterativo de Chun (1 forma)

;

\

Tnk+1 = Yk _2f/(

17. Método Iterativo de Chun (2 forma)

- f ()
Y = I (xn)
. f (Yn)
T )
= [ (z)
o S (2n)
o f(zn)
Yr = o I (2n)
f (yn) I f () [ (gn)
n [ (@)
_ f ()
Yk = I (xn)
[ (yn)
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13.5. Cdédigo Fuente del Algoritmo Newton

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <cmath>
#include <cstdlib>

#include <ctime>

using namespace std;

/***>x<*>|<>x<>|<>x<*>|<>x<*>x<*>|<>x<>k>|<>x<>|<>x<****>|<>x<>|<*****>x<*>|<***>x<>|<>x<******>|<>x<**************************/

const double error=10e-09;

class Metodo

{

double x;

public:
double f(double x);
double d1(double x);
double NEWTON();

} metodos;

/*****************************************************************************/

double Metodo::f(double x)
{

return(exp(-x)-pow(x,3));

}

/*****************************************************************************/

double Metodo::d1(double x)
{

return(-exp(-x)-3*pow(x,2));

/*****************************************************************************/
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double Metodo:NEWTON()
{
long int k=0;
double x=0.5, Ea, xn;
cout << endl;
do
{
xn=x-metodos.f(x)/metodos.d1(x);
Ea=abs((xn-x)/xn);
X=X;
k++;
} while (Ea>error);
cout << "Metodo Newton : Iteracion : "<< k << Raiz : "<< fixed << setprecision(20)
<< xn << endl;
cout << endl;

return 0;

}

/*******>I<>I<*>I<*>|<*****>I<*>I<*>|<**>|<>I<>l<**>|<>I<*>I<*>k***>I<>l<**>|<**>|<****>|<>I<************************/

int main()

{
metodos. NEWTON();
metodos.Espacio();
metodos.Pausa();

return 0;
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13.6.

Graficas Funcionales

Funcién
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13.7. Raiz obtenida por los algoritmos

No. Ecuacién Raiz Real
1 e~ — a3 0,77288295914921012475
2 Xy —cosx, =0 0,73908513321516064166
3 | e +2nx, =0 0,79851808532225992624
4 |23 +422 -10=0 1,3652300134140968458
5 e — 3 =0 1,8571838602078353365
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