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4. Resumen

El presente trabajo de investigacién tiene como objetivo general caracterizar los modelos de
solucién de las principales ecuaciones de la fisica matemadtica, entre ellas: Ecuacién de la Onda,

Ecuacién del Calor, Ecuacién de Laplace y Ecuacién de Poisson.

Se estudiardn aspectos tedricos relativo al andlisis de dichas ecuaciones y su posterior imple-
mentaciéon numérica mediante la codificacién de sus algoritmos en el lenguaje de programacién

Python, bajo la perspectiva del paradigma de programacién orientado a objeto.

La tesis estd dividida en siete (7) capitulos: Generalidades de las Ecuaciones Diferenciales Par-
ciales (EDP), Métodos Analiticos de las EDP, Aplicaciones de las EDP, Funciones Generalizadas,
Transformada de Fourier, Principales Ecuaciones Diferenciales Parciales y Cédigos en Python. En

todos ellos se desarrollan diversos ejemplos tedricos y practicos que permiten caracterizar los mo-

delos de solucién de las EDP.

En cada capitulo se presenta aspectos generales tedricos y analiticos que caracterizan dicho estu-
dios, asi mismo, como las principales definiciones, propiedades y teoremas relativos a las ecuaciones
diferenciales parciales (EDP), los cuales permitirdn obtener insumos para la formulacién de los

algoritmos numéricos que resuelvan dichos modelos de ecuaciones de la fisica matemaética.



5. Introduccién

El estudio de las ecuaciones diferenciales parciales inici6 en el siglo XVIII con los trabajos de
los matemaéticos suizos D’Alembert y Euler y los franceses Lagrange y Laplace. Las ecuaciones
diferenciales parciales aparecieron en el contexto de la modelizacién matemética de fenémenos de la
fisica del medio continuo, tal es el caso de la ecuacién de calor que es de fundamental importancia
en diversos campos y temas cientificos, como los procesos de difusién fisica, quimica y procesos
industriales, difusién de particulas en pilas atémicas, difusién de vorticidad en flujos viscosos y

movimiento lento en hidrodindmica.

Se pretende caracterizar los modelos fisicos de la ecuacién de la onda, ecuacién del calor, ecuacién

de Laplace y ecuacién de Poisson, desde un punto de vista teérico y numérico.

Los aspectos que se pretende estudiar con los métodos analiticos son el estudio de diferentes
métodos de solucién de las EDP, entre ellos: Separacién de variables, Principio de superposicién,
Cambio de variables, Método de las caracterisiticas. Series de Fourier, Métodos de Tranformadas de

Laplace y Métodos de tranformadas de Fourier, Funciones de Green y Métodos de aproximacién.

Por otro lado, también se desarrollaran métodos iterativos numéricos para solucionar ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Tanto el avance y el abordaje serd con asistencia del lenguaje

de programacién de alto nivel Python.

La incorporacién de los métodos numéricos es un tema integrador de los esquemas de derivacién
surgidos de los polinomios interpolantes de Newton-Gregory aplicados a dos variables independientes
y el método de las Diferencias finitas utilizado para resolver ecuaciones diferenciales con valores en

la frontera.

Los métodos analiticos suelen ser limitados (como separacién de variables), a diferencia de los
procesos numéricos que permiten una mayor versatilidad en el disenio del modelo. En general, el
proceso de solucién numérica es el mismo que el utilizado para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias con valores en la frontera: inicialmente se debe aplicar diferencias finitas y con una
ecuacion de recurrencia construir un sistema de ecuaciones. Por consiguente serd necesario contar

con esquemas numéricos de derivacién parcial para aplicarlos como diferencias finitas.



6. Planteamiento del problema.

La resolucién de ecuaciones en derivadas parciales constituye una de los problemas ma&s im-
portantes de la aplicabilidad de los modelos de las principales ecuaciones de la fisica matematica.
Los métodos numéricos son una herramienta fundamental en la solucién de ecuaciones diferenciales

parciales (EDP).

El estudio de los métodos iterativos para resolver ecuaciones en derivadas parciales es cada dia
més importante, ya que es necesario obtener soluciones aproximadas 6ptima y confiables, necesarias

para resolver problemas y fenémenos ligado a la actividad cientifica de las ciencias.

Se estudiard la solucién numérica de los problemas de modelo del calor, de onda y de Laplace,
cuya solucién analitica ya conocemos, lo cual nos servird para darnos cuenta de la efectividad de
tales métodos. Por supuesto, los métodos numéricos se aplican con gran precisién en la solucién de
ecuaciones y las técnicas que utilizaremos pueden adaptarse con facilidad a una gran cantidad de

ecuaciones no homogéneas, incluso no lineales.

La necesidad por mejorar el orden y la rapidez de convergencia de los métodos iterativos es muy
imperante en el estudio de dichos métodos y cada dfa, es més creciente las investigaciones referidas
a la bisqueda de nuevos procedimientos numéricos. El esquema propuesto es aplicado a problemas

particulares mostrando la efectividad del método.

Por lo antes expuesto, nuestro interés se centra en mejorar y optimizar las soluciones aproximadas
para el problema de la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales, mediante el esquema de

refinamiento local de nodos (RLN) y el método de descomposicién de dominio (MDD).



7. Antecedentes

Se revis6 diferente literatura matemaética sobre estudios de ecuaciones en derivadas parciales,
la cual consistié en analizar la metodologia y resultados obtenidos en diversos articulos publicados
en revistas indexadas de matemaéticas aplicadas. Esto permitié obtener una visién general sobre los
diferentes modelos de soluciones de las ecuaciones de las ondas, ecuacién del calor y las cldsicas

ecuaciones de Laplace y Poisson.

También se estudiaron los procedimientos matematicos analiticos y numéricos de las ecuaciones
cldsicas en derivadas parciales, asi como sus diferentes aplicaciones a la teoria de los métodos

iterativos.

No existen antecedentes a nivel nacional sobre este tema de investigacién, la revisién bibliogréfica
se efectud en los sistemas bibligréaficos de las Facultades Regionales Multidisciplinarias de Matagalpa,

Esteli y Carazo;

A nivel internacional, se revisaron diversas tesis doctorales y de maestria, entre ellas: La tesis
titulada ”Diferencias finitas generalizadas en 2D aplicadas a problemas no lineales”, Angel Garcia
Goémez. (2018). Esta tesis fue elaborada en la Universidad de Barcelona, Espafia y concluye en la

construccién de los métodos de los elementos finitos y el método sin mallas.

Por otro lado, la tesis titulada ”Sobre las ecuaciones lineales con derivadas parciales de segundo
orden”, Baidaff, B. (1921). Esta tesis fue elaborada en la Universidad de Buenos Aires, Argentina y
concluye con diversos métodos de solucién para resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales

de segundo orden.

Finalmente, los apuntes de clase titulado "Matematica Aplicada a las Ecuaciones en Derivadas
Parciales", Aimar H. A. Bongiani B. y Morin P. (2018), de la Universidad Nacional del Litoral,
Argentina. Estos apuntes contiene diversas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales y
los distintos modelos de las ecuaciones de la fisica-matemaética. Contiene teorfa y ejercicios practicos

desarrollados.



8. Justificacion

La investigacién constituye un puente tedrico entre la teoria de las ecuaciones diferenciales

parciales y los métodos numéricos para resolver las ecuaciones clésicas de las fisica-matematica.

La conveniencia del trabajo es mostrar diferentes formas o procesos analiticos para resolver
ecuaciones diferenciales parciales, a través de la integracién y combinacién de la teorfa fisica con la

matematica.

La relevancia y su impacto social estard reflejada en poder estimular la creatividad matemética
para desarrollar nuevas formas del pensamiento respecto a las formas de obtener soluciones a dichas
ecuaciones fisica-matemédtica e incidir en la posibilidad de emplear dichas formulaciones en el proceso

de simulacién numérica.

La implicacion practica del trabajo consiste en la posibilidad de poder argumentar y utilizar

estos resultados en la solucién de problemas aplicados a la vida cotidiana.

El valor tedrico del presente trabajo consiste en ofrecer diversas variantes teéricas y métodos
matemadticos de las ecuaciones diferenciales parciales, con la posibilidad de poder combinar diferentes

métodos para la solucién de dichas ecuaciones.

La utilidad metodoldgica se puede manifestar en el uso de diversas estrategias y técnicas tedricas
que permitan aplicar y demostrar dichos procesos matemadticos de la solucién de ecuaciones dife-
renciales parciales Esto se puede evidenciar mediante un proceso de transformacion y adaptacion

de estos procesos logicos y abstractos.

Por tanto, este trabajo beneficiard a estudiantes, docentes e investigadores que se interesen en los
diferentes métodos de solucién de las ecuaciones cldsicas de las fisica-matematica y en las diversas

formas metodoldgicas de la ensenanza aprendizaje de la matemaética.

Por 1ltimo, resolver EDP a través de métodos analiticos, constituye un proceso complejo, de
ahf la aplicacién indistinguible de las soluciones numéricas, como un método confiable, 6ptimo y

aproximativo.



9. Objetivos

9.1. Objetivo General

Caracterizar los modelos de solucién de las ecuaciones diferenciales parciales de la ecuacién de

la onda, ecuacién de calor, ecuaciones de Laplace y de Poisson de manera analitica y numérica.

9.2. Objetivos Especificos

1. Analizar los métodos clasicos de soluciones de las ecuaciones de la fisica matemética mediante

una caracterizaciéon de los modelos de soluciones establecidos.

2. Compilar teoria y ejemplos referentes a la solucién de las ecuaciones diferenciales parciales de

las ecuaciones clasicas de la onda, calor, Laplace y de Poisson.

3. Simular mediante el paradigma de programacion funcional, bajo la éptica del lenguaje pro-

gramacion en Python los algoritmos referidos a dichas ecuaciones.



10. Capitulo I: Generalidades de las EDP

En este primer capitulo se presentardan las definiciones generales sobre ecuaciones en derivadas
parciales (EDP) y se enuncia uno de los teoremas de existencia y unicidad bdsicos, debido a Cauchy
y a Kovalevskaya. También se introducen los problemas de Cauchy y la nocién de hipersuperfi-
cie caracteristica y se dedica una seccién a definiciones bédsicas sobre operadores diferenciales y

problemas de EDP lineales asociados.

10.1. Aspectos Generales

Siempre consideraremos funciones dependientes de un cierto niimero de variables reales y que

toman valores complejos. Utilizaremos dos tipos de notaciéon dependiendo de la situacion.

Notacién extendida: Escribiremos u = u(z,y, ...) = ui(z,y, ...) +i us(x,y, ...) para denotar
una funcién que depende de las variables reales (x,y, ...), que toma valores complejos cuya parte

real e imaginario vienen dadas por
Reu = uy, Im u = us

Como nimeros complejos, los valores de la funcién u pueden conjugarse y poseen médulo y

. 2 2 U
Uy — iU, lu| = +4/uf + us, argu = arctan —
U1

lul* = au, u=|ule

argumento

U

Es 1til recordar que:

iargu

Recordemos que en el dlgebra de niimeros complejos, dados a,b € R se tienen las férmulas de

Euler:

e? = cosb+isinb
ea—i—zb _ eaezb
= e%(cosb+isinb).

Frecuentemente, en las aplicaciones de la fisica, una de las variables a tener en cuenta es el
tiempo ¢, asi que en tales ocasiones denotaremos mediante (¢,z,y, ...) a las variables de las que

dependen nuestras funciones.

Supondremos siempre que las funciones que manejamos admiten derivadas hasta el orden re-

querido por las operaciones que debamos efectuar. En particular tal orden ha de ser suficiente para
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que el resultado de una derivacién miiltiple sea independiente del orden en que efectuemos las

derivaciones individuales. Por ejemplo:

Ugryrzy = Uzzzyyz = Uzzyryz-
Dada la funcién
L 2,2
u(z,y) = xy +te” Y.
En este caso, las partes real e imaginarias estardn dadas por

o2 4y?

Uy (-T,y) =7y, Ug (xay) =ec )

por lo tanto

i=axy—ie" Y, lu| = \/(xy)2 + e2(@%+y?)

Se calcula inmediatamente que
. atgy? . 2\ a+y?
Uy = Y + 2ix€E ,um:z(2+4x)e .

Sea

u(z,y) = Ty Fi(z® +y%)
Utilizando las férmulas de Euler
u = e"(cos(z? + y*) + isin(z® + y?)),
luego

u; = e cos(x® + %), uy = €™ sin(x? + ?)

lu| = €™, argu = 2° + y°

Asi, las derivadas de primer orden son

u, = (y-+i2x)e™(cos(x® +y?) +isin(a® +y?))

u, = (y+i2v)e™(cos(x® +y?) +isin(2® +y?))

Notacién abreviada: En una notacién més compacta las funciones las escribiremos en la forma

u=1u(r) =u (x)+ iuy (z), donde

xr = ([E'(), L1y eeny xn—l)



denota un punto de R". Frecuentemente, aunque no siempre, la variable xy serd identificada con

una variable tiempo t. Para las derivadas escribiremos

olaly

D% = lal =ap+ a1 -+« (1)
ap aq Qp—19 0 1 n—1
(9.1'0 81‘1 A 8.1.”_1
donde aparecen indices vectoriales
o = (ag,o, -+ ,04-1) €Z CR"

con n componentes enteras «; > 0. Obsérvese que |a| es el orden de la derivada D* u. Por
definicién si

a=(0,0,...,0), entonces D%u = u

La relacién entre los dos tipos de notacion es fécil de establecer. Por ejemplo si (xg 1z x2 x3) =

(t7 x? y? Z)
Upzzy. = DU, a=1(0,2,1,2).
Cuando tengamos una sola variable independiente x, usaremos la notacién
d™u
D'y =—
dx™
Definicién 1 Una EDP es una ecuacion de la forma:

F(x,D%) =0

siendo F una funcion que depende de x = (xg,21,...,Tn_1), n > 1, y de un nimero finito de

deriwadas D“. La nomenclatura es la siguiente:
1. Las variables x; con i =0,...,n — 1, se denominan variables independientes de la EDP.
2. La funcion incégnita u de la EDP se denomina variable dependiente de la EDP.

3. St r es el orden mdximo de las derivadas D*u de las que depende la funcion F, entonces r

es por definicion el orden de la EDP.

Aunque pueden tratarse situaciones més generales de gran interés, aqui sélo consideraremos
EDP correspondientes a funciones F' que dependen polinémicamente en las variables D“u. No
impondremos tal tipo de restricciones a la dependencia respecto de las variables z;. En particular,
si F' es un polinomio de grado uno en D®u se dice que la EDP es una EDP lineal. En ese caso la

EDP es de la forma
Z o () D= f(x)=0 (2)

[0}



I
donde ) significa que la suma se extiende a un conjunto finito de multi-indices « con || > 0.
Las funciones a, () y f (x) se suponen dadas. Normalmente cuando tratamos con una ecuacién

como (1.2) la escribimos como

!’

S o () D = £ (2) 3)

a

y nos referimos al término f (x) como el término inhomogéneo de la ecuacién. Si f(x) = 0

diremos que la EDP lineal es homogénea.

En general las EDP no lineales son mucho més dificiles de tratar que las lineales. Para considerar

EDP concretas la notacién extendida es mas conveniente.

1. La EDP

2 2
Uy + ", —u = 2’y

es lineal de orden 1

2. La EDP
UpaU + Uy + 2y =0

es no lineal, obsérvese el término u,,u, es de orden 2.

Sin embargo, existen situaciones fisicas en que aparecen ecuaciones mas generales. Por ejemplos,
la ecuacién de Sine-Gordon:

Upp — Upy = SINU

Se utiliza en la descripcién de la transparencia auto-inducida o en el estudio las uniones inducidas

Josephson. Asi mismo, también es relevante en geometria diferencial.

Una extensién del concepto de EDP lineal es el de EDP cuasi-lineal, ahora se exige linealidad

tan sélo en las derivadas de orden m4s alto.

La Fisica estd conformada principalmente de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) lineales
y no lineales. Tanto en electromagnetismo como en mecdnica cudntica, las ecuaciones bdsicas son
lineales, pero en otras dreas, como la dindmica de medios continuos o la relatividad general, las

ecuaciones fundamentales son no lineales.

Hay cuatro ejemplos de EDP lineales, todas ellas de segundo orden, a las que vamos a dedicar

un interés particular en ésta tesis:
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1. La ecuacién de Poisson

Ugg + Uyyy + Uy, = f; (POiSSOIl)

siendo f = f (z,y, z) una funcién dada. si f = 0 la EDP se conoce como ecuacién de Laplace.

Ambas EDP aparecen a menudo en electrostética y en mecdnica de fluidos.

2. La ecuacion de ondas

Uy =  (Ugy + Uyy + Usy) (Ondas)

donde ¢ es un nimero real positivo que representa la velocidad de propagacién de las ondas.

3. La ecuacién de Schrédinger

h
ihu, = 5 (U + Uyy +u) + ¢ (z,y,2)u (Schrodinger)
m

que describe la dindmica de una particula de masa m en un campo de fuerzas con funcién
potencial ¢ = ¢ (x,y, z). El simbolo & representa la constante de Planck normalizada. Es de

observar la presencia del nimero imaginario ¢ en el coeficiente de u;.

4. La ecuacion del calor

Uy = a® (Upg + Uyy + 1) (Calor)

es relevante en procesos de difusién térmica y de difusién de fluidos en general. El sfmbolo a?

representa el coeficiente de difusion.

Para escribir de forma abreviada las ecuaciones anteriores es conveniente usar la notacién del
operador Laplaciano:

AU = Uy + Uyy + U

Hay muchos ejemplos de EDP no lineales de gran importancia por sus aplicaciones en la Fisica.
Los métodos que se emplean en su estudio son muy diferentes de los desarrollados para las EDP

lineales. Solo mostraremos un par de EDP no lineales que gozan de gran popularidad actualmente.
1. La ecuacion de Korteweg—de Vries
Ut + Ugzz + Uty =0

con aplicaciones en hidrodinamica, fisica del estado sélido y fisica del plasma.
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2. La ecuacién de Schrodinger no lineal

it = —tgy + |ul” u

con relevancia en diversos campos entre los que destaca la 6ptica no lineal.

10.2. Cambio de variables independientes

Dada una EDP una de las manipulaciones més frecuentes que debemos efectuar es determinar
la forma que adquiere cuando efectuamos un cambio de variables independientes © —— y (x) con

ecuaciones de transformacion:
Yi = Ui (T, T, ooy Tpo1) 1=0,1,....,n—1
que siempre supondremos invertible y — x = x (y) con ecuaciones de transformacién inversa
T; = I (yo,yl,...,yn,1>, i:O,l,...,n—l

Para simplificar no utilizaremos un nuevo simbolo de funcién para la funcién compuesta u (x (y))

que simplemente denotaremos u (y) .

La forma que toma dicha ecuacién en las nuevas variables se determina sustituyendo en F' (z, D®u)
las variables = por x (y), v las derivadas respecto de = por sus expresiones en términos de derivadas
respecto de y. Para esto iltimo hay que utilizar la regla de la cadena. Las expresiones de las derivadas

de ordenes uno y dos son

ou © ou Jyy
8l’i W (9yir 8951

2 5! ! ! 2 2 !
d*u 0 (Z%@)_Ezayza% 0*u +28yj ou

0r;x; B Ox; \j Ox; Oy ) 75 Omy Ox; Qyudyy i Ox;0x; Oypr

En ocasiones un cambio de variables puede convertir una EDP en otra més simple. El ejemplo

clésico es la ecuacion de ondas en 141 dimensiones.

1. Sea la EDP

U — Ugy = 0
Efectuemos el cambio de variable
y=t+uw, Yp=t—x

12



con cambio inverso
1 1

tzg(yﬁryz)a == (1 — 1)

Inmediatamente se obtiene:
oy 0y

U = Uy 5 - +Uyzg = Uy, + Uy,

Iy Y2

Uy = Uy, o + Uy, or = Uy; — Uy,

0 0
Ut = 8_,?;1 - 3_y2 (Uy1 - uyz) = Uy, + Uy,
0 0
Ugpr = 3_3/1 - 8_3/2 (uyl - uy2) = Uyyyy + Uygys
como consecuencia la EDP se escribe

by, y, = 0

En su nueva forma la EDP integrarse y se obtiene la solucién
u=fp)+g9p)=f(e-t)+g -z

donde f y g son funciones arbitrarias.

. Formularemos la EDP

2
Uy + Uy = XY

en coordenadas polares

x =rcosb, y =rsinf
r=+z2+y>? § = arctan 2
x

Aplicando la regla de la cadena

x Y 0 sin 6
Uy = ur — ug = cos fu, — Ug
2 2
Vi +y? ety
Y x ) cos 6
Uy = SUp = sin Ou, + U

ur + —
V2?4 y? ety

Luego la EDP se escribe:

1
(cos @ + senf)) ur + — (cos @ — senfl) ug = r*®sin  cos® 6
r
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10.3. Condiciones de contorno o frontera

En general cuando consideramos una EDP, la funcién incégnita u = u () se supone definida

sobre un conjunto dado de R"™. Supondremos siempre que ) satisface las dos condiciones siguientes:

1. Q es un conjunto abierto. Esto es, para todo punto a € ) existe un radior > 0 tal que todo

punto © € R™ cuya distancia a a es inferior a v (d (z,a) < r) pertenece a 2

2. ) es conexo.

Es decir, no es posible encontrar sos conjuntos abiertos no vacios ; (i = 1,2) tales que
Qlﬂ92:® y QlLJQg:Q

En tal caso diremos que §2 es un dominio de R”. La frontera S (2) de © es el conjunto formado
por los puntos a € R” tales que para todo radio r > 0, existen puntos z, tanto dentro x € ) como
fuera = ¢ Q, tales que d (x,a) < r. Obviamente la propiedad i) significa que € no tiene puntos en
comun con su frontera S (£2). En cuanto a la propiedad ii) podemos interpretarla como la prohibicién

de que €2 pueda dividirse en dos sectores separados. El conjunto unién

N=0QUs(Q),
se denomina el cierre de €.

A continuacién mostramos diagramas de un dominio y de conjuntos que no son dominios dado

que violan la propiedad i) o la propiedad ii).

Frontera

L\

no abierto conjunto no conexo

Condiciones de contorno:
Dada una EDP sobre un dominio €2 C R"
F (x,D%) =0, x €
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normalmente se nos pide no sélo que encontremos una funcién v = u (x) que satisfaga la EDP

en todo punto de €2, sino también que tal funcién satisfaga una serie de condiciones
fi(x, D%) =0, x €S, i=1,..m

donde los simbolos S; denotan partes de la frontera S (2) de €2, y las f; son funciones dependientes
de las variables z;, y de un nimero finito de derivadas D*u con |a| > 0. Condiciones de esta clase
se denominan condiciones de contorno, también se conocen como condiciones de frontera, en este
texto utilizaremos ambas denominaciones. Solo consideraremos condiciones de contorno en las que
las funciones f; son polinomios de grado uno en las variables D®u (condiciones de contorno lineales).
Es decir, de la forma

¥'bi o (x) D — g; (x) = 0, z €S

)

o bien

%lbi,aDaMsi = gi

Un problema consistente en resolver una EDP sobre un dominio €2 y un conjunto de condiciones

de contorno se denomina problema de contorno o problema de frontera.
Ejemplo 1 La ecuacion de Laplace en una caja rectangular. Consideramos la EDP
Ugpg + Uyy + Uz =0
1. en Q = (0,a) x (0,b) x (0,c). Las condiciones de contorno son
u(r,y,0)=0,  u(z,yc)=g(xy)

u(0,y,2) =0, u(a,y,z) =0

u(z,0,2) =0, u(z,b,z) =0

La solucién u (z, y, z) a este problema modela el potencial electrostatico en una caja con todas

sus caras a potencial cero mientras que la sexta tiene el potencial g (x,y) .

u(x,b,z) =0
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Una EDP no siempre admite la imposicién de determinadas condiciones de contorno. A titulo

de ejemplo podemos considerar la ecuaciéon de ondas
uzxy =0
en el cuadrado (z,y) € (0,1) x (0,1). Impongamos las condiciones de contorno siguientes

u<x> 0) = fl(x)’ u(x, 1) = f2($), u(O,y) = gl(y)’ u(17y) = gZ(y)

Veamos ahora que este problema puede no tener solucién. Como se satisface la EDP u,, = 0 la

funcién u, no depende de y, ux = u,(x), y por ello debemos tener

fi=1

y un argumento andlogo conduce a
91 = 92

Por tanto, para que el problema de contorno tenga solucién es necesario que se satisfagan condi-
ciones adicionales sobre los datos de frontera. Este problema estd relacionado con las curvas carac-

terfsticas que discutiremos maés adelante.

A
y R2

u(x,1) = f2(x)

Q

1 ()

g2(»)

=)

Uxy =0

w(0,v)
u(l,y)

u(x,0) = f1(x) 1

En problemas sobre un dominiof2 en el espacio R3se utiliza la siguiente nomenclatura para las

condiciones de frontera més simples sobre una superficie S contenida enS(f2) :

1. Condicion de Dirichlet:

uls =g
2. Condicién de Neumann:
8u| B
anls = g
Siendo
ou
—— = n - Vu = nju; + naty + nau,
on
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donde n = (n1,n2,n3) es el campo de vectores normales a la superficie S.

au+b% |s =
an s=9

n

L :

3. Condicién mixta

aqui a y b denotan funciones dadas

En ocasiones consideraremos versiones en R? de las anteriores condiciones de contorno. En tales
casos () serd un recinto del plano, S una curva contenida en S(£2) y en lugar de la notacién S, S(2)

preferiremos usar I, I'({2) respectivamente.

En todo caso, siempre que trabajemos con una condicién de contorno sobre una parte S de la

frontera de 2 C R", supondremos que S puede describirse mediante una ecuacién implicita

fs(x) =0

tal que
V fs(x) # 0, xz € S.

Podemos definir un campo normal unitario segin

V fs(x)

n(zr) = ——>=—

IV fs ()l

Ejemplos: Los ejemplos siguientes muestran los campos de vectores normales y las correspon-

dientes operaciones de derivacién en la direccién del vector normal.
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1. © = circulo con centro el origen y radio 7 en R* T = I'(Q).

fr(z,y)=2>+y"—1°

_ (25(3,2y) . 1 ou - 1 B
", 2] e="(2,9), 5ol = (Gus +yuy) = u.

N

2. Q = interior del cilindro con eje OZ y radio r en R?, S = S(Q)

fs(xvya Z) = .’132 +y2 - T2

(2, 2y) 1 Ou |
on'®

1
(x,y,0), = (zuy + yuy) = u,

—|1., = =
12, 2y) || r

3. Q = interior de la esfera centrada en a = (a1,az,a3) y radio 7 en R3, S = S(Q).

fs(x,'% Z) = ('T - a’1)2 + (y - a2)2 + (Z - a3)2 —r?

1 0 1
"fl:;(x—ahy—amz—as)a a—Z|s=;((w—al)um‘i‘(y—a2)uy+(2—a3)uz)

N B3
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Existe otro tipo de condiciones de contorno asociadas con pares apropiados de hipersuperficies
de la frontera de Q. Supongamos dos hipersuperficies S;,i = 1,2 de R™ contenidas en S(f), tales

que existe una aplicaciéon biyectiva entre ellas
o 5 =52
r — o(x)

tal que tanto o como su inversa, expresadas en coordenadas locales de sus superficies dominio,
son funciones que admiten todas las derivadas. Una condicion de contorno periédica viene expresada

como una ecuacion de la forma

f(z, D%u(x)) = f(o(x), D*u(o(x)), = €5

10.4. Condiciones iniciales

Otro tipo de condiciones que se suelen exigir a las soluciones de una EDP son las denominadas
condiciones iniciales respecto de una de las variables independientes que denotaremos t. Normal-

mente son un conjunto de condiciones de la forma

ou o0ty

Uuli=ty = Po—; |t=to = 1, -, Wh:to

ot

donde r > 0 y las funciones ®; dependen del resto de variables independientes. En general, las

=d,

condiciones iniciales no son condiciones de contorno ya que también se consideran situaciones en

las que el conjunto determinado por la ecuacién t = ¢y, puede estar en el interior de €.

En problemas fisicos en los que se analiza la evolucién de un sistema suelen coexistir tanto
condiciones de contorno como iniciales. Los siguientes ejemplos muestran un par de situaciones

genéricas diferentes.
1. Sea la ecuacion del calor en 1 + 1 dimensiones
Ut = Ugy
sobre el dominio

Q={(t2)eR}t>0,1<z<2}

t
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Podemos imponer las condiciones
Ulmo=(r—1)(z —2), ulr =1=0, vy =0
En este caso la condicién inicial es también condicién de contorno.
2. Sea la ecuacién de Schrodinger en 1 + 1 dimensiones
MW = —Ugy
sobre el dominio

Q={(t,r) R} —c0<t<oo,—1l<z<l}

t

Q
X
-1 1
Nl t=0
Podemos imponer las condiciones
u|t:0 = sin(ﬁx)e_ﬂ’ U|l’ =-1= Oa u|x:1 =0

En este caso la condicién inicial no es condicién de contorno.

10.5. Funciones diferenciables

Cuando se buscan soluciones de un problema de contorno se consideran diferentes tipos de
espacios funcionales en donde investigar la existencia de tales soluciones. Uno de los espacios méds
utilizados es el espacio C*(Q2) de las funciones diferenciables en €. Por definicién una funcién
f = f(x) pertenece a C*(£2) si admite todas las derivadas parciales de todos los ordenes D f(x)
en todos los puntos x € (2. Las propiedades de las funciones diferenciables que mé&s nos interesan

ahora son

1. Si f,g € C*(Q) entonces las funciones

M) + pg(a), F(x) - gla), % g(x) £ 0

también pertenecen a C*°(2) VA, pu e C.
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2. La composicién de dos funciones diferenciables
rr—y = flz) — 2z =9g(y) = g (f (z))

es también una funcién diferenciable. Ahora f:Q; — Qs y g: Q, — C.

Para los problemas de contorno suele utilizarse el espacio C*°(£2) de funciones diferenciables en

el cierre © de Q. Por definicién u € C*(2) si u € C*(€)) para algin abierto Qg D 2.

10.6. Existencia local de soluciones de EDP

Dada una EDP sobre un dominio {2 C R", la primera cuestién natural a considerar es la existencia
de soluciones u = u(z). Por nuestra experiencia con las ecuaciones diferenciales ordinarias debemos
intuir que los resultados generales que podemos esperar han de ser locales. Es decir, resultados

asegurando la existencia de soluciones en algin abierto alrededor de cada punto de §2.

Un aspecto importante a considerar es el tipo de soluciones que buscamos. Es decir, las propiedades
que exigimos a u = u(x). Nuestra decision en este aspecto estd condicionada por las propiedades de
la propia funcién F' = F(x, D“u) que define la EDP. En este sentido vamos a concentrarnos ahora
en una clase de problemas en que es posible deducir un importante resultado sobre la existencia de

soluciones analiticas. En este punto es importante comentar la nocién de funcién analitica.
Funciones analiticas:

El espacio A(f2) de funciones analiticas en un abierto 2 estd formado por las funciones f = f(x)
tales que para todo punto a € €2 existe un radio » > 0 y un desarrollo en serie miltiple de potencias
de f

f(x)= 2 colz —a)®, (v —a)® = (zo — ag)™ (21 — a1)™ - (z, — a,)*" "

convergente en la bola |z — a| < r.
Las propiedades de las funciones analiticas que més nos interesan ahora son:

1. Toda funcién analitica en €2 es también una funciéon diferenciable en ). Ademés sus desarrollos
en serie de potencias alrededor de cualquier a € §2 coinciden con sus desarrollos de Taylor. Es

decir

flz) = % colr —a)?, ' =—=D(a)

|| >0 al
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2. Si f,g € A(f2) entonces las funciones

A (@) + pg(), f(x) - g(),

también pertenecen a A(2), V A\, u € C.
3. La composicién de dos funciones analiticas
rr—y = f(z) — 2z =g(y) = 9(f(2))
es también una funcién analitica. Aqui tenemos,f : Q1 — Qs y g : Qs — C.
Pasamos a introducir la nocién de EDP en forma normal o de Kovalevskaya.
Definicién 2 Sea una EDP con variables independientes
r=(xog=tx),x:=(T1,...., Tp_1)

Decimos que la EDP posee forma normal (o de Kovalevskaya) de orden r > 0 respecto de la

variable t si puede escribirse como

0“u N
atr—G(m,D u), r>0

siendo G una funcion que depende polindmicamente de un nimero finito de derivadas

olely
Dau = leY “n—1
81‘00 tee 81'”71
pero debe ser independiente de las siguientes
J"u
—; D%u, conla| >r
otr

Observacion:

1. De acuerdo con la definicién anterior r es el orden de la ecuacién diferencial parcial.

2. Para analizar si una EDP posee la forma normal respecto de una de sus variables indepen-
dientes, lo primero que hay que hacer es despejar la derivada respecto de t de orden mas alto y
después comprobar que en el segundo miembro no aparezcan derivadas de orden estrictamente

superior.
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Ejemplo 2 La EDP
ur — uy = log(zy)

posee la forma normal respecto de cualquiera de sus variables x ¢ y, puede escribirse como:

u; = uy+log(xy)

u, = u, —log(zy)
y en ambos casos se verifica la condicion de normalidad respectiva.
Ejemplo 3 La ecuacion del calor en 1 4+ 1 dimensiones
U — Ugge = 0

es claramente de forma normal respecto de la variable x, pero no lo es respecto de t ya que al
despejar u,

U = Ugy
en el sequndo miembro queda una derivada de orden mayor que el de u;. Sin embargo la log(zy) es

cuando zy > 0, luego la EDP en = e y en los dominios Q; = {(z,y) € R*, z > 0, y > 0} y Qs
={(z,y) €R? 2 <0, y <0},

Ejemplo 4 La ecuacion de Korteweg de Vries
Uggy = —UUx — Uy
es claramente normal respecto de x.

Ejemplo 5 Las ecuaciones de Poisson y de Laplace en 3 dimensiones son normales respecto de sus
tres variables independientes x, vy, z. La ecuacion de ondas en 1+ 3 dimensiones es normal respecto
de sus cuatro variables independientes t, x,y, z. Las ecuaciones de Schrodinger y del calor en 1+ 3

dimensiones no son normales respecto de t y si lo son respecto de x,vy, 2.

Definicién 3 Dada una EDP normal de orden r respecto de una variable

J"u
= D® Q0
taﬁ" G (z,D%) ,z €

definida sobre un dominio

QO=1xA
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siendo I un intervalo abierto de R y A un abierto de R, un problema de Cauchy con valores

iniciales consiste en determinar una solucion u = u(x) que satisfaga las r condiciones iniciales

0

5 (oa) = ()
87‘—1
o1 (tox) = P (2)

donde ty € I y ®; = ®;(x) son una serie de funciones dadas, que reciben el nombre de valores

1niciales del problema.

Ejemplo 6 Para la ecuacion de Schrédinger no lineal, que tiene la siguiente forma normal con
respecto a x,

Upy = —iy + U, u: Q2 —R

se plantea el problema de Cauchy de condiciones iniciales

U(t,O) = f(t)
2U0) = g0

El teorema de Cauchy-Kovalevskaya

Uno de los resultados generales de la teorfa de EDP, que se aplica tanto a los casos lineales como
no lineales, es el siguiente teorema debido a Cauchy y Kovalevskaya, al cual nos referiremos como

teorema CK.

Teorema 7 Sea un problema normal de Cauchy con wvalores iniciales para una EDP normal y =

(to, o) € Q un punto de su dominio tal que

1. Condicién de analiticidad de la EDP. Como funcion de x la funcion G(z, D*u) es analitica

en To.

2. Condicion de analiticidad de los valores iniciales. Los valores iniciales ®;(x), (i = 0,...,7 — 1)

son funciones analiticas en xg.

Entonces existe una funcion v = u(z) definida sobre un abierto €y C §2 que contiene a o tal

que:

24



1. La funcion u = u(z) satisface la EDP en Qg y las condiciones iniciales en todo punto (tg,x) €
Qo

2. La funcion u = u(x) es la unica funcion analitica en Qo que satisface tales propiedades.

El teorema nos garantiza la existencia y unicidad locales de una solucién analitica de un problema
de Cauchy con datos iniciales, siempre que se verifique que la EDP es normal y que tanto la EDP

como los datos iniciales dependan analiticamente de las variables independientes.

Observacion:

1. Hay una clara analogfa entre este resultado y los teoremas de existencia bédsicos de la teorfa
de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Diremos que una EDP es normal analitica si es
normal y satisface la condicién i) de analiticidad del teorema CK. Entonces, bajo condiciones

apropiadas se verifica:

a) La solucion local de una EDO de orden r depende de r constantes arbitrarias.

b) La solucion analitica local de una EDP normal-analitica de orden r depende de r fun-

ciones analiticas arbitrarias.

2. La demostracion del teorema estd basada en la generacién de una solucién en forma de serie
miiltiple de Taylor alrededor de xq
u(t,x) = X lDO‘U(QCO)(m — )
la|>0 !
Las incégnitas a determinar son las derivadas D®u(xg). Para ello observemos que derivando
respecto de las variables xi,7 > 1, y utilizando las condiciones iniciales, podemos hallar todas
las derivadas del tipo

a‘fﬂu a|8\fa0<pao
ot dxt -+ Qo (to, ) = Ot dzt - Ozl ()

n—1 n—1
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con g < r—1. Para calcular las derivadas con oy > r debemos utilizar las derivadas anteriores
asi como la propia EDP (1.5) y sus derivadas. Gracias a la forma normal de la EDP es posible
de esta forma generar todas las derivadas D®u(x0) de forma univoca. Este proceso demuestra
la unicidad de la solucién analitica de dicha ecuacié. La demostracién de la convergencia de

la serie, es decir del hecho de que realmente construimos una funcién, es més delicada.

3. La condicién t = ty (ty € I) determina un trozo de hiperplano en S C . Si la funcién
G(z, D*u) es analitica en S y los datos iniciales ®;(z) son funciones analiticas en A, entonces
el teorema asegura la existencia de una solucién analitica local alrededor de cada punto de S.
Como consecuencia puede demostrarse que existe una solucién analitica tnica del problema

de Cauchy en un abierto {2y que contiene a S.

to [ S

Para entender el alcance de este importante resultado es conveniente considerar los ejemplos

siguientes.
1. Consideremos el problema siguiente

ut = uz,(t,r) € R?

uw(0,2) = €*

Claramente la EDP es normal respecto de ¢, y se cumplen las condiciones de dependencia
analitica en todo R%. Busquemos una solucién local alrededor del punto (¢, z) = (0,0)

1 9"y

ult,z) = n>0,m>0n!m! Otrdx™

(0,0) "™

Derivando respecto de x la condicién inicial tenemos que

0™u ome*

—(0,0) = —|,g=¢"=1
dx™ (0.0) ozm =0 =
Por otra parte derivando respecto de ¢t la EDP
"+ 1 ontt
+ 1u B U n>0

otr+1 ooz’

26



Derivando esta tltima relaciéon respecto de x se obtiene

an—i—lu an-ﬁ-lu an-ﬁ-lu

P B T o e R |

Derivando esta tltima relacion respecto de x se obtiene
an+m+1u an+m+1u

otnt+1opm - axn+m+1’

n,m >0

por tanto

an+m+1u an+m+1u
otnt+1oxm (O’ O)

an+m+1€z
W|m:0 = 17 n,m>0
De esta forma, obtenemos
1
u(t,z) = X ——t"a™

n>0,m>0m!m)!

1 1
= Y —t" Yy —zm
n>0n!  m>o0m)!

. Ausencia de normalidad: Consideremos ahora el problema de Cauchy

U = Uy, (t,x) €ER X (—=1,1)
1
1—=x

= u(0,z) =

La general de la u; = u, tiene la forma f(t + x) donde f es cualquier funcién derivable. Se
ademds queremos que u (0, z) = e* debemos tener f (x) = e” y asf u (¢t,z) = e"** como hemos

obtenido

En este caso, aunque se cumplen las condiciones de analiticidad del teorema CK en todo el
dominio, la EDP no es normal respecto de t. Luego no podemos asegurar que se verifiquen
las conclusiones del teorema CK. De hecho vamos a comprobar que no se cumplen. Para ello
vamos a suponer que existe una solucién analitica local en (¢, z) = (0,0)

1 9"y

u(t,z) = n>0m>0 nlm! Otndrm

(0,0) t"z™
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La serie ha de ser convergente para todo (t,z) en algin abierto del tipo (—7r¢,79) X (—71,71).
Para todo zy tal que |xo| < r; la funcién u(t, xy) serd una funcién analitica de t alrededor

det = 0, luego admitird un desarrollo en serie

u(t, zg) = ngoan(mo)t”

donde
1 0™"u
an(xo) = EW«)’%)

Pero derivando la EDP

o™y oty -0
= n
otm ot"—10x2’ -
e iterando este resultado se obtiene
o"u oty B B 0%y,
ot o204 - 92

Por otra parte derivando respecto de x la condicién inicial tenemos que

o™ o (1—x) m!
N 0 e — =10 = —_—
oxm (0, 20) ox™ | (1 —20)™ ™

Por tanto
(2n)!

n (1 _ x0)2n+1

an (T9) =

Pero este resultado implica que la serie tiene radio de convergencia r = 0 ya que aplicando la

féormula bien conocidas:

= lim

n—-—aoo

=S| =

a, +1
Qp,

— m (2n+2)(2n+1) o
n—o0 (n + 1) (1 — z)*

Luego no es posible encontrar una solucién analitica alrededor de (0,0). A pesar de que no
existe una solucién analitica local en (0,0)de este problema de Cauchy, puede demostrarse

que si que existe una solucién de clase C'™°.

. Ausencia de la condicién i) de analiticidad de la EDP

Si la condicién i) de analiticidad no se verifica podemos tener problemas muy graves con
la existencia de soluciones locales. No es s6lo que nos podamos encontrar con la ausencia

de soluciones analiticas, sino que quizds la EDP no tiene soluciones locales admisibles. La
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construccion de tales ejemplos es sofisticada, s6lo mencionaremos el debido a H. Lewy (1957)

que es la siguiente EDP lineal de primer orden
Uy + tuy — 2i(x + iy)uy = f(t)

Resulta que si f = f(¢) es una funcién continua con valores reales, que sélo depende de ¢
y 1o es analitica en ¢ = 0, entonces no existe ninguna solucién local de clase C! en (¢, ,y)

=(0,0,0).

10.7. Problemas de Cauchy. Hipersuperficies

En la seccion anterior hemos considerado la cuestion de la existencia de soluciones locales de
una EDP. Ahora queremos considerar la misma cuestién pero para problemas de Cauchy de valores

iniciales sobre un subconjunto S de R™ determinado por una ecuacién implicita:
h(Io,Il,...,ZL‘n_l) =0. (].].].)

Tales subconjuntos S se denominan hipersuperficies de R". Podemos construir un campo de

vectores unitarios normales sobre S mediante la expresién:

n(z) = T

IVh(z)]]

En los casos n = 2 (el plano) y n = 3 (el espacio), S serd una curva, que denotaremos I', y una

superficie, respectivamente.

S:hix,y,z)=0

y
[hix,y)=0

re

Por admisible entendemos aquellas soluciones cuyo grado de diferenciabilidad es mayor o igual

que el orden de la EDP.

Entre los resultados generales que pueden usarse en tal contexto la siguiente consecuencia de un

importante resultado (teorema de Nirenberg (1959)): dada una EDP lineal de la forma:
YeoD%(x) = f(x)
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donde los ¢, son constantes y f una C'*° en xy € R”, entonces existe una local de clase C'*° en

xo. &, de las soluciones se encuentran completamente determinadas por y sus derivadas:

"u _ oM
T 0.6) = (e,

Sin embargo, el cdlculo de las derivadas con respecto a £; de u sobre I' no puede hacerse usando
la condicién inicial. Por tanto el primer miembro de la EDP no estara completamente determinado
sobre T', salvo cuando suceda que A(0,&,) = 0 En tal caso para que pueda existir solucién del

problema de Cauchy debe suceder
B<07 52)@/(52) + G(Ov 527 q)) =0

que claramente es una ligadura entre los coeficientes B, G que definen la EDP y la funcién ¢. La
curva I' : £, = 0 es un ejemplo de lo que se entiende por curva caracteristica, concepto que serd

estudiado a continuacion.

10.8. Curvas caracteristicas EDP de primer y segundo orden

Consideremos ahora el problema general de Cauchy para una EDP de primer orden en 2 C R?
de la forma:

a(z,y)u, + b(z,y)u, + G(z,y,u) =0 (1.15)

ulp = ®(z.y), (1.16)
donde las funciones a y b toman valores reales y I' es una curva en €2 de ecuacion:
Iy =y(x)

Nuestro objetivo es determinar las curvas I' que son caracteristicas. Para ello efectuamos un

cambio de variables (z,y) — (£;,&,)

51 = 51(3:7 y)7 52 = 52(1'7 y)
con el fin de llevar nuestro problema a la forma (1.14). Por tanto, debemos imponer la condicién
&z y) =y —y(@)

Esta condiciéon hace que la ecuacion de la curva I' en las nuevas variables sea

d d 0 %
a (U&% + u§2%) +0b (u&aiyl + U§28£y2) + G(€1,€2,U) =0
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o bien
(aém + bgl,y)ufl + (afm + b£2,y)u£2 + G(&y,89,u) =0 (1.17)

La condicién inicial se escribe

U(0,€2) - (I)<07§2)7 (118)
donde ahora suponemos que todas las funciones a, b, u, ... estdn expresadas en términos de las

variables (£;,&,). Derivando (1.18) se obtiene
ug, (0,€2) = @, (0,&,).
Por tanto la funcién F de la EDP (1.17)
F = (a&,, + &, ue, + (a€y, + bEy, )ue, + G(&1, 65, u),
estd determinada por la condicién inicial sobre I' salvo por el término en ug, . Pero este término

estd ausente cuando:
(agl,z + bgl,y)‘ I'=0 (119)

luego esta condicién es la que caracteriza las curvas caracteristicas. Como la curva I' satisface:
&i(z,y(z) =0
entonces derivando esta ecuacién respecto de x
E10(2,y(@)) + &y (@ y(@)y) (@) = €, +&,Y)|[ T =0
Por tanto la condicién (1.19) queda
((b— ay’) fl,y‘ I'=0

Asf obtenemos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria que determina las curvas caracteristicas:

RGN
Y (:C) - CL(JI, y)

Ejemplo 8 Sea la EDP
u:,s—l—uy—kxyu2 =0

En este caso

la ecuacion (1.20) de las caracteristicas es

y(z) =1
Luego las caracteristicas son las rectas

Yy=x+c.
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Ejemplo 9 Para la EDP

se tiene que

cuya integraciéon conduce a las siguientes curvas caracteristicas
Yy =cr

Ejemplo 10 La EDP
Siny U, + COST Uy + u? =0
tiene
a=siny, b=cosx

la ecuacion (1.20) de las caracteristicas es

Luego las caracteristicas son las curvas
y = arccos(—sinx + ¢)
Curvas caracteristicas para EDP de segundo orden

Consideremos ahora el problema de Cauchy para EDP de segundo orden en  C R? de la forma:

a(z, y) gy + 26(x, y)uyy + c(z,y)uy, + G(z, y, u, Uy, uy) =0 (1.21)
0
U|F:(I)0($,y), a_z F:q)l(xy)

donde las funciones a,b y ¢ toman valores reales y I' es una curva €2 en de ecuacion:

I y=y(x)

Nuestro objetivo de nuevo es determinar las curvas I' que son caracteristicas. Para ello efectuamos

también un cambio de variables (z,y) — (£, &,)

§ =&1(m,y), & =E8(x,y)
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con la condicién
§(w,y) =y —y(w)

que hace que la ecuacién de la curva I' en las nuevas variables sea

Veamos qué derivadas podemos determinar a partir de las condiciones iniciales. La primera de

estas condiciones adopta la forma
U(O, 52) = (I)O(Oa 52)

y mediante derivacién es claro que se obtienen todas las derivadas respecto de &, en I :

ug, (0,85) = Pog,(0,85),  ug,e,(0,85) = Pogye, (0,8),.

En cuanto a la segunda condicién inicial, tenemos en primer lugar que como consecuencia de

(1.22) el campo de vectores normales es de (1.22) el campo de vectores normales es

n = ;(gl,zi gl,y)a

V&L,

y la derivada correspondiente es

ou

I = Meue, (0.65) + lE)ue,(0.65)

en que conocemos las funciones A\ y p. Asi la segunda condicién inicial se escribe

)‘(52)%1(0,52) + M(f2)u£2<oaf2> = 0,(0,¢&,) (1.23)

que es de la forma
ug, (0, &) = @1(&y)

En conclusion, las condiciones iniciales nos permiten determinar sobre I' la funcién u y todas

sus derivadas respecto de {; hasta el segundo orden con la excepcién de wu¢ ¢, (0,&,).

Al escribir la EDP (1.21) sobre I' en las variables £, el tinico término que no vendra determinado

por las condiciones iniciales serd el de g ¢, (0, &,). Para hallar su coeficiente, vemos que

) ) du Ou ,
UII = x + x x + x = xu 181 + s
<£1, aé-l 52, 862) (51, agl 52, a€2> 51, 313

0
(51,@/ 6§ + 523;85 ) (51,3/ 85 SQ,y 85 ) = Sz,yuflﬁl + R

33



o o ou ou
Ugy = (511-8—51 + 52958_52) (gl,ya_gl + §2,y8_52) = gl,xglvyuilﬁl T

De donde se deduce que el término que contiene u¢ ¢ (0,&,) en (1.21) es

(agix + 2b£1,$€1,y + Cfiy>U£1§1

Por consiguiente las caracteristicas son determinadas por la condicién

(a’gim + 268, €1, + Cgiy”r =0.

De manera equivalente cuando a # 0
1
&1l (@) + - (b VI —ac) &, (@, y(x)) = 0 (1:24)
Como & (x,y(x)) = 0, derivando respecto de z se obtiene

§1o(m,y(x) + &, (2, y(2)y (v) =0

que al usarlo en (1.24) nos proporciona el siguiente par de ecuaciones diferenciales ordinarias

para las caracteristicas

Y = 2 (bi m) . (1.25)

Cada una de estas ecuaciones puede determinar una familia de caracteristicas. Ademds nos
permite establecer la siguiente clasificacién de las EDP de segundo orden (1.21) en subconjuntos

Qy C Q en que no cambie el signo de la funcién b — ac.

Ejemplo 11 La ecuacion de Laplace

verifica

luego b — ac = —1 < 0. Es eliptica en todo el plano. No tiene caracteristicas.

Ejemplo 12 La ecuacion de ondas

verifica
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luego b — ac = 1 > 0. Es hiperbdlica en todo el plano. Sus caracteristicas vienen descritas por

las ecuaciones
o' (t) = +1
son por tanto las dos familias de rectas

r=2t+k

Ejemplo 13 La ecuacion del calor

verifica

luego b — ac = 0. Es parabdlica en todo el plano. Sus caracteristicas verifican

t'(z) =0
Luego son la familia de rectas t = k.
Ejemplo 14 Para la ecuacion de Tricomi
Ylze + Uyy = 0
se tiene
a(lx,y) =y, b=0, c=1
Asi,

b —ac=—y
Por tanto, la ecuacién es
eliptica en y >0
parabdlicaen y =0
hiperbédlicaen y <0
En el caso hiperbdlico, y < 0, la ecuacién diferencial de las caracteristicas es

1
T S
y

luego las curvas caracteristicas son
3 2/3
y(x) = — ($§x + c)
con ¢ € R una constante arbitraria.

La ecuacién de Tricomi aparece en la descripcion delmovimiento de un cuerpo en un gas, siendo
su velocidad aproximadamente la del sonido. El caso eliptico (y > 0) corresponde a movimiento

subsénico y el hiperbdlico (y < 0) a movimiento supersénico.
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10.9. Solucién general. Método de la solucién completa

En en estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias se ha visto que cuando se pretende resolver
la ecuacién

F(z,u, Du, ..., DNu) =0

se ha de esperar una solucién deneral que depende de N constantes de integracion
u=u(x,cq,...,cN)

Las N constantes de integracién son arbitrarias estdn directamente relacionadas con las condi-

ciones iniciales.
Por ejemplo, la ecuacién diferencial
D*y—u=

tiene como solucién general

u = cy exp(z) + ey exp(—x)

En el contexto de este curso, el de las EDP, ocurre un fenémeno andlogo. Dada una EDP
F(x,D%) =0,z € Q CR"

de orden N se entiende por solucién general una solucién que depende de N funciones arbitrarias

de (n — 1) variables, estas variables son funciones de las variables independientes x, ..., T, _1.
Ya hemos visto que la solucién general de la ecuacion de ondas
Ugp — Uy = 0

es

u(t,z) = f(t+x)+ g(t — x)

donde tanto F} como F; son de orden N, la solucién general de Fi(x, D®u) = 0 es solucién
general de F'(x, D*) = 0. Sin embargo, en esta solucién general no encontramos las soluciones de

Fy(x, D*u) = 0 que son también soluciones de F'(x, D*u) = 0.
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10.10. Meétodo de la solucién completa para ecuaciones de primer or-

den

En ésta seccién vamos a estudiar un método para encontrar soluciones generales (o completas)

de ecuaciones de primer orden de la forma

0 0
F(ZL‘(),...,J]n_l, Y —u) =0

"0 01y
En la Fisica estas ecuaciones suelen darse en diversas circunstancias. Por ejemplo, en los estudios

de Mecénica nos encontramos con la ecuacién de Hamilton—Jacobi

O\ L (%)
0x; Otn_1)

Existe un aspecto técnico sobre estas familias multi-paramétricas: ;Dependen realmente de m

pardmetros? Esto es, es posible introducir a; = a;(by, ..., bym—2), de tal modo que la solucién tan sélo

dependera de m — 1 pardmetros.

De este modo tenemos asegurado que la solucién depende realmente de m parametros. Cuan-
do tenemos una solucién que realmente depende de n pardmetros decimos que es una integral

completa.
Ejemplo 15 Ecuacion de Clairut: Esta es una EDP relevante en geometria diferencial:
z-Vu+ f (Vu) =u
donde f :R™ — R. Dado a € R" tenemos la integral completa siguiente
w(z,a)=a-z+ f (a)
Ejemplo 16 Ecuacion de la eikonal: En dptica geométrica aparece la siguiente ecuacion
|Vu| =1
y, dado a € R" y b € R, una integral completa es
u(z,a,b) = a-x+b,siempre que |a| =1

Ejemplo 17 Ecuacion de Hamilton—Jacobi: En la mecinica encontramos la ecuacion (aqui la

accion S la denotamos por u)
ut + H(Vu) =0,Vu = (ugy, ..., Uy,)
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donde el hamiltoniano H sélo depende del momento. Una soluciéon completa es
u(z,t,a,b) =ax — H(a)t+b, a€eR", beR

Dada una familia multi-paramétrica de soluciones u(z, a) de una EDP de primer orden podemos

construir una solucién a partir de ella, en principio no incluida en la familia.

Este resultado se sigue del siguiente célculo

ot du = Ou da; du
0$i0r)==é%m<m,a(x))+—§E:5E;(x,a(x))55;(x)==Zﬁ;(x,a(x))

ya que entonces

ot o0t ou
F 0, —, ..., —— = I ey ———— =
(x,u, 9ra’ " O (x,u(x,a(z)), X - (x,a(:c))) 0

La solucién envolvente de construida a partir de una solucién multi-paramétrica de una EDP de

primer orden permite en algunos casos hallar la solucién general.

Una solucién general para una EDP de primer orden dependera de una funcién de (n — 1)
variables. Pero la solucién envolvente construida depende de justamente de una funcién arbitraria

de (n — 1)funciones: a1(x), . . . ,an,_1(z).

Ejemplo 18 Considerar la EDP

Uy = U

<

una solucién a un pardametro es
U(l‘, Y, CL) =a"r — ay + f (CL)

cuya envolvente viene dada por @(x,y) = u(z,y,a(z,y)), donde a(z,y) satisface ma™ ‘z+y+ f
(a) = a
Ejemplo 19 La ecuacion eikonal en el plano:
u? + ufj =1

tiene como solucién completa

u(z,y,a,b) = rcosa+ysina + b
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y pongamos b = h(a). La solucién general viene dada por
zcosa(x,y) +ysina(z,y) + hla(z,y)

donde a(z,y) resuelve

—xsina +ycosa+ h'(a) =0

Si imponemos que h = 0, obtenemos

tana(z,y) =

H- <8

Ejemplo 20 Consideremos la ecuacion de Hamilton—Jacobi para una particula libre:

y por ello a es el dangulo polar. Luego la solucion es

2
p VU
HO) = gt g —0

una solucién completa es
a
a-r——t+b a€R"beR
2m
La solucién general se obtiene a partir de
a(z,t)?

a(z,t) -z — Wt + h(a(x,t))

donde a(x,t) es solucién de
Si hacemos h = 0 obtenemos

y por ello, una solucién de la ecuacién de Hamilton—Jacobi es

jaf*
m_
2t

10.11. El método de la hodrégrafa
Vamos a presentar un método que permite construir soluciones para la siguiente EDP
u=f (wu,, [f:R—-R

Siu = u(t, z) es solucién podemos considerar localmente, siempre que u, # 0 la funcién implicita

z = x(t,u). Esta funcién cumple u = u(t, z(¢,u)) y por ello
1 =wuzzy, 0=1u+ u,xy
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Esto es

cuya solucion es
z=—f(u)t +g(u)

Esté dltima ecuacién es conocida como ecuacién de la hodégrafa. Supongamos que localmente

hemos hallado una solucién u(x,t) de la hodégrafa, entonces

r 4 fulz, 1)t = g(u(z,1))

y por tanto
Lt Pt = g e, @t + 1) = o ()
Ast,
Pl =gt = - Fui— g/t = 1Y

y tenemos que
ur = f(uug

Observar que la EDP es de primer orden con dos variables independientes, asf la solucién general
dependeré de una funcién arbitraria de una variable. La solucién de la hodégrafa depende de una
funcién arbitraria g de una variable, por ello es solucién general. Por tanto, cualquier solucién

conduce a una hodégrafa y la hodégrafa lleva a una solucién general.

10.12. Operadores diferenciales. Problemas lineales

En esta seccién se formulan los problemas de contorno y/o de condiciones iniciales de tipo lineal,
que son el tema de estudio de este curso. Se proporcionan las notaciones apropiadas para tratar con
comodidad tales problemas.

Todo operador diferencial es una aplicacion lineal. Es decir, verifica
L(A\u+ ) = ALu + pLv, Yu,v € C®°(Q), \,ue€C
Una notacién habitual que usaremos para referirnos a un operador diferencial es
L= Z aq () D"
Ejemplo 21 Sea el siguiente operador en C*(R)
L=2’D+z
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Su accién sobre la funcién w = cos x es

Lu= —2’sinx + zcosx

Ejemplo 22 FEl operador laplaciano

Lu = gy + Uy + U,

puede denotarse como

Es un operador diferencial sobre C°°(Q

), siendo © un dominio cualquiera de R?. Su accién sobre
la funcién

u = exp(a® + 1 + %)
es

Lu = (4(2* + y* + 2°) + 6) exp(2® + y* + 27)

Los operadores diferenciales son los objetos mateméticos apropiados para manejar las EDP
lineales. Asi, una EDP lineal de la forma

> aa(z)D%u = f(x)
siendo L el operador diferencial
Lu = Z ao(x) D%

Por tanto el problema que representa la EDP lineal consiste en encontrar elementos u € C'*(£2)

cuya imagen mediante la aplicacién lineal L coincida con la funcién f .

Ejemplos de estas EDP son

1. Ecuaciéon de Posicion en 3 dimensiones:

Lu=f, Lu:=u
2. Ecuacién de ondas en 1 + 3 dimensiones:

2
Lu=0, Lu:=ihu;+ —u+ qu
2m
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3. La ecuaciéon del calor en 1 4 3 dimensiones:

Lu=0, Lu:=u —a*Au

Los operadores diferenciales tienen propiedades algebraicas muy importantes. Admiten las sigu-

ientes operaciones naturales

1. Suma de operadores L + M
(L+ M)u:= Lu+ Mu

2. Producto de mimeros complejos por operadores AL

(AL)u := A(Lu)

3. Producto de operadores LM
(LM)u := L(Mu)

4. Conmutador de operadores [L, M]

[L, M]u = L(Mu) — M(Lu)

Con respecto a la suma y al producto de nimeros complejos los operadores diferenciales forman
un espacio lineal. El operador cero, definido como el operador diferencial con todos los coeficientes
iguales a cero, se denota L. = 0 (obviamente en tal caso Lu = 0 para toda u). Con respecto
a la operacién de producto de operadores, que coincide con la composicién de operadores como
aplicaciones, la peculiaridad méds destacada es que no es una operacién conmutativa. Por ejemplo,
si tomamos

L=D, M=D+x

se tiene

L(Mu) = D*u+ 2xDu+u, M(Lu) = D*u+ xDu

Por tanto LM # M L.

Es claro que dos operadores conmutan si y sélo si su conmutador es el operador cero [L, M| = 0.
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10.13. Operadores de frontera y de condiciones iniciales
Todo operador de frontera es una aplicacién lineal. Es decir, verifica
I+ pv) = M(u) + pl(v), Yu,v € C®°(Q),\,ueC
Es claro que estas aplicaciones son también lineales.

Los operadores de frontera y de condiciones iniciales son los objetos mateméticos apropiados
para manejar las condiciones de contorno lineales y las condiciones iniciales. Asi, una condicién de

contorno lineal de la forma

D ba()D"u| S =g
se escribe de forma condensada com(?
l(u) =g
siendo [ el operador de frontera

l(u) := Z bo(x) D™ u| s

Ejemplos tipicos de operadores de frontera asociados con condiciones de contorno

[(u) = g son

1. Condicion de Dirichlet:

l(u) == uls
2. Condicién de Neumann:
l(u) :== @
T on .
3. Condicién mixta
) = au+ b 2
wi=a on |,

10.14. Problemas lineales

El problema tipico que consideraremos en este curso es el de caracterizar las funciones u € C*°(€2)

que son solucién de un sistema de ecuaciones de la forma

Lu=f
lz(u) =g, t=1,...m
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donde L es un operador diferencial y /; una serie de operadores de frontera o de condiciones

iniciales.
Caracteristicas

El simbolo o parte principal del operador diferncial
L:= Z aq(x)D*
la|<m

se define como

o(x,§) = Z an ()&

laj=m

Una caracteristica de L. es una hipersuperficie S de ecuacién ¢(x) = 0 tal que
o(x,Vo)=0

Construimos, de forma anéloga a la anterior discusién sobre caracteristicas, nuevas

coordenadas 2’ cosx’j = xj, j=2,...,nyz'l = ¢(x). Entonces la ecuacién
Lu=f

se transforma en
am
7(, V() 5

donde M es un operador diferencial en las variables 2’ que no contiene derivadas con respecto a

+Mu=f

zy de orden superior a (m — 1). Por tanto, los problemas de Cauchy de condiciones iniciales sobre

las caracteristicas llevan aparejados ligaduras adicionales entre los datos que definen el problema.

Una ecuacion es eliptica en un punto z( si por el no pasa ninguna caracteristica; v.

g., no existen soluciones reales p = (p;) a

0-(‘1'07p) =0

10.15. Cuestiones, problemas y ejercicios

Cuestiones

1. Senalar cual de las siguientes ecuaciones en derivadas parciales estd en forma normal con

respecto de t

a) up + upuy =0
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Up + Uy +u2,, =0
Ut + Uty + Ugpu? =0
Upp + Uggy = 0

u + exp(uy,) =0

Resolucién: La respuesta correcta es la 3. Que falla en el resto: en la primera la u; no esta

despejada, en la segunda el orden es 3 y en t el orden de derivacién es 1, algo parecido para

la cuarta, por tdltimo en la 5 la dependencia en las derivadas no es polinémica.

. Determinar para cual de los siguientes problemas de valores iniciales el teorema de Cauchy—

Kowalevskaya asegura la existencia de solucién local analitica alrededor del punto (¢, z) = (0, 0)

a) u = log(l + x)u,, uli—g=1/cosz

Resolucién: Veamos cuales no pueden ser: en la segunda no tenemos forma normal con

respecto de t, en la tercera, en la cuarta y en la quinta los coeficientes de la EDP no son

analfticos en z = (. Sin embargo en la primera la EDP estd en forma normal, y los coeficientes

tanto de la EDP como los que aparecen en las condiciones iniciales son analiticos; por ello,

esta es la respuesta correcta.

. Dada la ecuacién en derivadas parciales

Ylhzy + 20Uz + ufj =0

determinar cual de las curvas siguientes es caracteristica
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e) y=—2u

Resolucién: En esta EDP de segundo orden se tiene a(z,y) = y,b(x,y) = z, c(z,y) = 0.
Por tanto, la EDO que determina las caracteristicas es ¢y = (x £ x2)/y; esto es, bien y' = 0
o yy! = 2x. Asi, integrando estas ecuaciones obtenemos dos familias de caracteristicas y =

constante, y?/2 = r?+ constante.
4. Dada la ecuacién en derivadas parciales
2 2 —
T Ugq — TYUgy + Y Uyy = EXPU
cual de las siguientes afirmaciones es cierta

a) Es parabdlica para xy > 0

b) Es hiperbdlica para zy # 0

d

)
)
¢) Es eliptica para zy # 0
) Es hiperbdlica para = > y
)

e) Es eliptica para todo (x,¥)

Resolucién En esta EDP de segundo orden se tiene a(xz,y) = 22, b(z,y) = —2y/2, c(z,y) = y*

Por tanto, b2 — ac = —3/4x%y* y siempre query # 0 la ecuacién serd eliptica.
5. Determinar las caracterfsticas de la siguiente EDP

e YUy + 26" Uyy + 2 TVUY +u =0

donde C es una constante arbitraria.

Resolucién En esta EDP de segundo orden se tiene a(z,y) = e ¥, b(z,y) = €*, c(z,y) = >V,
Por tanto,b2 — ac = 0 la ecuacién es parabdlica y las caracteristicas son las soluciones de

y' =b/a = e" Y cuya solucién es e7¥ + e* = C.

Por tanto, la opcién correcta es la (b).
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6. Determinar el conmutador [L, M] de los operadores

Lu = 82u+82u+82u, Mu:x%—y@%—zu
ox?2 Oy  0Oy? dy ox

o) (LM =2
b) [L, M] =224,
) (L M) =22

d) [L,M] = —yg;
e) [L, M| = —25.

Resolucién Para evaluar el conmutador basta con usar la propiedad [A, BC] = [A, B|C +

B[A,C] y que [0/0z;, x;] = d;;. Por tanto,

0? 0 9? 0 9?
L M=|—o1—| - | =— 12— I
L= || = o)+ (52

_ 0190 19,019 19,910
o5 |ox " oy oy 0y’y Ox 9z |02 °
0? 0? 0
—2 % o i
ozoy  “oyor | “0z

y la respuesta correcta es la (c).
7. Sea el problema diferencial
2zyuy +uy, = 0, x,y>0
u(l,y) =y

Evaluar la solucién en el punto x = ¢, y = 0.

a) —1
b) 1

¢) 0

d) 1/2
e) —1/2

Resolucidn: Las caracteristicas las da la EDO y' = 1/(2xy)cuyas soluciones son y2—Inx = C.
Por tanto, la solucién general es u(z,y) = F(y? — Inx) donde F es una funcién diferenciable
arbitraria. Imponiendo que u(1,y) = y* obtenemos que u(z,y) = y*>—Inz y por tanto u(e, 0) =

—1.
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8. Determinar el conmutador [L, M] de los operadores

0%u

Lu= Oxdy’

Mu = (2% + > + 2})u
a) [L; M) =4z

b) [L; M] =3 (5 — 52)

c) [LyM] =2 (:Ua% —l—y%)

Q) LM =1+2(y2 +22)

e) [L; M] = 2 + y* + 22
Resolucién: El resultado se concluye de la siguiente secuencia de identidades
P 5 0 * *
L?x@y’x Ty = 89583/’3: * axay’y

(oo [0 0 0,0
oz’ oy 8y’y or oy Yor

9. Sea el problema de condiciones iniciales de la ecuacién de primer orden
uac

Uy = —, u|t=0 =
u

Determinar cual de las siguientes opciones proporciona la funcién g apropiada para aplicar el

método de la transformacién hodografica

t
r=-—_7 g9(u)

y la solucién correcta del problema.

a) g(u) = Vu,u=1(z— Va?+1)

b) g(u) =u,u=1(z+ Va2 +4t)

¢) glu) =u,u=1(z—Va2+4t)

d) g(u) = Vu,u =% (z— Va2 +4t)

e) g(u) =1/u,u=1%(z— Va2 +t)
Resolucién: La PDE tiene la forma u; = f(u)u, y podemos aplicar la transformacién
hodogréfica:

v+ f(u)t = g(u)
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esto es

1
t= = g(u).
T+ " g(u)

Debemos imponer que u|;—g = = que en la ecuacién hodografica implica

1

U|t:0

T — 0 = g(ult=o) = = = g(v)

y la ecuacién hodografica es

ur +t =u? = u = <a:+\/a:2—|—4t>/2.

Luego la respuesta correcta es la b).
Problemas
1. Dada la EDP de primer orden
ou\? ou\? —0
ox oy)
utilizando el método de la solucién completa hallar la solucién general.

Resolucién: Una integral completa de la ecuacion viene dada por

u(z,y,a,b) =ar +ay+b

hallamos la envolvente de

u(,y,a,b) = ax + ay + f(a)

resolviendo

ua:xiy—i_f/(a’)

y por ello
a=f"zr+ty)

y la solucién general es
u=f"Hety)(zty) + f(fT(zty))
Se debe subrayar que la EDP en cuestién se escribe como

(uz + uy)(ur —uy) =0
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Por tanto, existen dos soluciones generales
u=g(@+y), u=glz—y)

donde ¢ es una funcién arbitraria. Este es el mismo resultado que el obtenido con la técnica

de la soluciéon completa.

. Dada la EDP de primer orden

oudn _ (0 _
Ox Jy 0z)

hallar la solucién general.

Resolucién: Una integral completa viene dada por

u(:r,y,z,a,b, C) = a2$ + b2y +abz +c

imponiendo

0 = wa=2azx+bz+ fa

0 = ub=2by+az+f
Por ello,si a(x,y, z),b(x,y, ) resuelve el anterior sistema tendremos la solucién general u =
a’z + b%y + abz + f(a,b).

. Dada la EDP de primer orden
uy = exp(uy)

aplicar el método de la solucién completa para determinar su solucién general. Hallar alguna

solucion explicita con dependencia no lineal en z, y.

Resolucién: Una integral completa de la EDP es

u(z,y,a,b) = ax + exp(a)y + b

hallemos la envolvente de

u(r,y,a) = ax + exp(a)y + f(a)

Para ello debemos resolver

u, = v +exp(a)y + f'(a) =0
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que localmente determina una funcién a(z,y). Por ello la solucién general serd u(z,y) =

a(z,y)x + exp(a(x,y))y + f(a(z,y)). En particular, sif = 0 tenemos

()
()

1. Determinar las partes real e imaginaria, el médulo y las derivadas parciales de primer orden

y por ello una solucién es

Ejercicios

de las funciones siguientes:

a) f(z,y,2) = exp(i(kix + koy + k32)), siendo(ky, ko, k3) € R3.
b) f(z,y) = (x +y) exp(z® +iy?).

¢) f(x,y) = exp(—(z% + y* + 22)).

2. Determinar el orden de las siguientes ecuaciones e indicar cuéles son homogéneas o lineales:

a) uy —xuy =0
b) u+uzu, =0
¢) V1+a?(cosy)u, + uy — exp(x/y)u = x?
d

Up + Upgr + Uy =0

2

f

9

« +e%u, =

Uzy =

)
)
)
)
€) Wy + Uy + [u[*u =0
) u
)
)

h) uy — Au = xyz
3. Determinar las superficies de nivel f = O de las funciones siguientes:

a) f(z,y,2,t) = exp(i(kix + koy + ksz — wt)), siendo ky, ko, k3, w € R.
b) f(z,y,z,t) = exp(i(kr —wt)), siendo r la distancia del punto(z,y, z) al origen y k,w € R.

¢) Describir cémo se mueven dichas superficies.
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4. Determinar la solucién general de las ecuaciones:
a) ur =x+y
b) ury =0
5. Determinar alguna solucién no trivial de las siguientes ecuaciones:
Q) U = Ugy + Uyy + Uss
b) (us)2=uy, + U (Ugge )
c) uz +v, =0
6. Considérese el problema de contorno de Neumann

Au=f en

g—Z:g en 0€)

a) Probar que sélo cuando se cumple que

//Qf-dV:/(;{g-dS

puede existir solucién del problema.

b) Demostrar que cuando existe solucién, es tnica salvo por una constante aditiva.
7. Clasificar las ecuaciones:

Q) YUy + TUyy =0
b) Upy — DUy =0

¢) dugy — 12uyy + uyy +uy =0
d) Ay, + 6uyy + 9uy, =0

8. Considérese la ecuacion:

uy + gy =0

a) Indicar su tipo.

b) Calcular su solucién general. (Utilizar el cambio de variable dependiente v = w,,)
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9.

10.

11.

¢) Imponiendo las condiciones:
u(z,0) = e u,(z,0) =0
averiguar si existe solucién unica.

Reducir la ecuacién

Ugg + 3Uyy — 2y + 24u, + 5u =0

a la forma

Vg + Vyy +cv =0

Considérese la ecuacion diferencial ordinaria

d?u
@—FUZO

La funcién u(x) = 0 es claramente solucién. {Es la tinica solucién posible para cualquier valor

de L

Considérese el circulo de radio a con centro en el origen de coordenadas. Sean (r, §) coordenadas

polares y(z, y)coordenadas cartesianas. Resolver el problema de Dirichlet interior

Bu=f enQ @ @ _9 10 10
Mg en i “op Tap e Trar ' Por
mn

en los siguientes casos:

a) f

b) f = Acosb

c) f=A+ By

d) [ = Azxy

e) f=A+ Bsinf

f) f=Asin20+ Bcos?6

donde A y B son constantes.

12. Resolver el problema de contorno interior de Neumann

ou

Au=0 gul
Y ’ on|

f(0)

donde C' es la circunferencia de radio a centrada en el origen de coordenadas, en los siguientes

Casos:
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13.

14.

a

b) f= Acosf

d

) f
)

¢) f=Acos20
) f=Acosf+ B
)

f = Asinf + Bsin®#

e

donde A y B son constantes no nulas.

Considérese la ecuacion diferencial ordinaria

d?u
@—FUZO

con las condiciones de contorno

u(0)=0 y u(L)=0

La funcién u(x) = 0 es claramente solucién. ;Es la tinica solucién posible para cualquier valor

de L?

Considérese el circulo de radio a con centro en el origen de coordenadas. Sean (r, f)coordenadas
polares y (x,y) coordenadas cartesianas. Resolver el problema de Dirichlet interior

Au = 2 92 21 12
u Aaaa 0 0

“ o 02 o ror o

u|T=UL = f7

en los siguientes casos:

a) f

b) f= Acosl

c) f=A+ By

d) f=Azy

e) f=A+ Bsinf

f) f = Asin20 + Bcos20

donde A y B son constantes.
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15. Resolver el problema de contorno interior de Neumann

ou

Au=0 — =
Y ’ on|q

f(0)

donde C es la circunferencia de radio a centrada en el origen de coordenadas, en los siguientes

Casos:

a

b) f= Acosf

d

) f
)

¢) f=Acos20
) f=Acosf+B
)

f = Asinf + Bsin 30

e

donde A y B son constantes no nulas.
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11. Capitulo II: Métodos Analiticos de las EDP

Nuestra incursién inicial en el vasto continente matematico que comprende las ecuaciones dife-
renciales parciales comenzard con algunas ecuaciones béasicas de primer orden. En las aplicaciones,
las ecuaciones parciales de primer orden se utilizan con mayor frecuencia para describir procesos

dindmicos, y entonces el tiempo, ¢, es una de las variables independientes.

Nuestra discusién se centrard en dindmicas de modelos de una sola dimensién espacial, teniendo
en cuenta que la mayorfa de los métodos que presentamos puede extenderse a situaciones de dimen-
siones superiores. Las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden y los sistemas modelan una
amplia variedad de fenémenos de olas, incluido el transporte de contaminantes en fluidos, ondas de
inundacién, acistica, dindmica de gases, movimiento de glaciares, cromatografia, flujo de tréfico, y

varios sistemas biolégicos y ecoldgicos.

Una técnica de solucién bésica se basa en un cambio inspirado de variables, que viene de reescribir
la ecuacién en un marco de coordenadas en movimiento. Esto naturalmente conduce al concepto
fundamental de curva caracteristica, a lo largo del cual senales y perturbaciones fisicas se propagan.
El método de caracteristicas resultante es capaz de resolver un ecuacién diferencial de primer orden

reduciéndola a uno o mas ordinarios no lineales de primer orden.

Pasando al régimen no lineal, el nuevo fenémeno mds importante es el posible descomposicién
de las soluciones en tiempo finito, lo que da como resultado la formacién de ondas de choque. Un
ejemplo familiar es el boom supersénico producido por un avién que rompe la barrera del sonido. Las
senales continian propagandose a lo largo de curvas caracteristicas, pero ahora las curvas pueden
cruzarse, precipitando el inicio de una discontinuidad de choque. La dindmica de choque resultante
no estd especificada unicamente por la ecuacién diferencial parcial, sino que se basa en propiedades
fisicas adicionales, que seran especificadas por una ley de conservacién apropiada junto con una

condicién de causalidad.

Habiendo alcanzado una comprensién bésica de la dindmica de ondas de primer orden, nos enfo-
camos nuestra atencién en la primera de las tres ecuaciones diferenciales parciales paradigmaéticas de
segundo orden, conocida como la ecuaciéon de onda, que se utiliza para modelar ondas y vibraciones
en un eldstico barra, una cuerda de violin o una columna de aire en un instrumento de viento. Sus
versiones multidimensionales sirven para modelar vibraciones de membranas, cuerpos sélidos, ondas
de agua, ondas electromagnéticas, incluyendo luz, ondas de radio, microondas, ondas acusticas y

muchos otros fenémenos fisicos.
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La ecuacién de onda unidimensional es una de las pocas que son fisicamente relevantes. Las
ecuaciones diferenciales parciales que tiene una férmula de solucién explicita, originalmente descu-
bierta por el matemdtico (y enciclopedista) francés del siglo XVIII Jean d’Alembert. Su solucién es
el resultado de poder "factorizar" la ecuacién de onda de segundo orden en una par de ecuaciones

diferenciales parciales de primer orden.

Cuando se entra en un nuevo tema matemé&tico en nuestro caso, las ecuaciones diferenciales
parciales- uno debe analizar primero y entender completamente los ejemplos més simples. De hecho,
las matematicas son, en esencia, una empresa que se basa en el conocimiento y la experiencia de los
temas elementales. y la experiencia con temas elementales en este caso, las ecuaciones diferenciales
ordinarias para progresar, primero con los tipos méds simples de ecuaciones diferenciales parciales,
y luego, desarrollando y aplicando cada nuevo conocimiento y técnica, a situaciones cada vez més

complicadas.

La ecuacion diferencial parcial més simple, para una funcién u (¢, z) de dos variables, es

ou
-0
ot

Es una ecuacién lineal homogénea de primer orden. Si fuera una ecuacién diferencial ordinaria
para una funcién u(t) a menudo sola, la solucién serfa obvia: u(t) = ¢ debe ser constante. Una
prueba de este hecho bésico procede integrando ambos lados con respecto a t y luego apelando
al Teorema Fundamental del Célculo. Para resolver dicha ecuacién como una ecuacién diferencial
parcial para u(t,z), integremos de manera similar ambos lados de la ecuacién de, digamos, 0 a t,
produciendo

L ou

0= i E(s, z)ds = u(t,x) — u(0, x)

Por tanto, la solucién toma la forma
ult,x) = f(), donde f(z) = u(0,z)

y por tanto es una funcién de la variable espacial z. El tinico requisito es que f(x) sea continu-

amente diferenciable.

Al mismo tiempo, se presenta una de las ecuaciones fundamentales de la fisica-matemadtica, entre

ellas:
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11.1. Ecuacidon Diferencial de Bessel

La ecuacién de Bessel estd definida por
T Y + 2y + (22 — 0Py =0 (Bessel)

La solucién de la ecuacién de Bessel para cualquier valor de v obtenida a través del método de

series es de la forma

y = C1Jy(z) + CoY, ()

Donde J,(z) y Y,(z) Se conocen como las Funciones de Bessel de primera clase y segunda clase

respectivamente y estdn dadas por las ecuaciones

LORDY mr(i_jz}: n) (g)MU

n=0

cos(vm)Jy(x) — J_p(x)

sin(v)

T =ol@) = Z n!F(i_—lan—i— n) (g)%_v

n=0

Yy(x) =

Observacion: Las funciones de Bessel juegan un papel fundamental en la solucién y entendimiento

de problemas en distintas drea de la Fisica e Ingenierfa, tales son los casos:

1. Los modos de propagacion de las ondas electromagnéticas en cavidades cilindricas, tales como

coaxiales o fibras 6pticas.
2. La propagacién de calor

3. Los Espectros de Frecuencia de una Modulacién Angular.

Recuérdese que el proceso de modulaciéon consiste en variar algunos de los pardametros de una
portadora, generalmente senoidal, de acuerdo a una senal de informacién o senal moduladora. En el
caso de modulacién angular, se hace variar la frecuencia o la fase de la portadora. Asi la modulacién
angular tiene dos variantes: modulacién de frecuencia (FM) y modulacién de fase (PM). En ambos

casos, la amplitud de la portadora se mantiene constante. Por esta razén a estos tipos de modulacién

se les designa también como de envolvente constante, en tanto que a la modulacién de amplitud se
le designa como de envolvente variable. A veces a la modulacién angular se le designa también como
modulacién exponencial. Las versiones digitales de la modulaciéon angular son las diversas variantes

de FSK y PSK.
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11.2. Separacion de variables

Tres ecuaciones diferenciales parciales cardinales lineales de segundo orden han impulsado colec-
tivamente el desarrollo de todo el tema. Los dos primeros ya los hemos encontrado: La ecuacién de
la onda, la cual describe vibraciones y ondas en medios continuos, incluidas ondas sonoras, ondas
de agua, ondas eldsticas, ondas electromagnéticas, etc. La ecuacion de calor modela los procesos
de difusion, incluida la energia térmica en los sélidos, los solutos en los liquidos y las poblaciones

biolégicas.

En tercer lugar, y en muchos sentidos la més importante de todas, estd la ecuaciéon de Laplace y
su contraparte no homogénea, la ecuacién de Poisson, que gobiernan la mecanica del equilibrio. Las
dos tltimas ecuaciones surgen en una asombrosa variedad de contextos matemaéticos y fisicos, que
van a través de la elasticidad y la mecdnica de sélidos, la mecédnica de fluidos, el electromagnetismo,
el potencial teorfa, termomecénica, geometria, probabilidad, teoria de nimeros y muchos otros

campos.

Las soluciones a la ecuacién de Laplace se conocen como funciones arménicas, y el descubrim-
iento de sus muchas propiedades notables forma uno de los capitulos méds célebres de la historia
de las matemadticas. Las tres ecuaciones, junto con sus parientes multidimensionales, aparecerdan

repetidamente a lo largo de este texto.

El objetivo del capitulo actual es desarrollar el método de separacién de variables para resolver

estas ecuaciones diferenciales parciales clave en sus encarnaciones de dos variables independientes.

Para las ecuaciones de ondas y calor, las variables son tiempo, ¢, y una sola coordenada espacial,
x, lo que lleva a problemas de valor de frontera inicial que modelan el comportamiento dindmico de
un medio unidimensional. Para las ecuaciones de Laplace y Poisson, ambas variables representan
las coordenadas espaciales, x e y, y los problemas de valores de contorno asociados modelan la

configuracién de equilibrio de un cuerpo plano, por ejemplo, las deformaciones de una membrana.

El método de separaciéon de variables busca soluciones especiales que puedan escribirse como el
producto de funciones de las variables individuales, reduciendo asi la ecuacién diferencial parcial a un
par de ecuaciones diferenciales ordinarias. Las soluciones més generales pueden entonces expresarse
como series infinitas en las soluciones separables apropiadas. Para las dos ecuaciones variables
consideradas aqui, esto da como resultado una representaciéon en serie de Fourier de la solucion.

En el caso de la ecuacién de la onda, la separacién de variables sirve para centrar la atencién en
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el cardcter vibratorio de la solucién, mientras que el enfoque anterior de d’Alembert enfatiza sus

aspectos de particulas.

Desafortunadamente, para la ecuaciéon de Laplace, la separacién de variables se aplica solo a

problemas de valor limite en geometrias muy especiales, por ejemplo, rectdngulos y discos.

En la seccién final se presenta la oportunidad para resumir la clasificacién tripartita fundamental
de las ecuaciones diferenciales parciales planas de segundo orden. Cada una de las tres ecuaciones
paradigmaticas personifica una de las clases: hiperbdlica, como la ecuacién de onda; parabdlico,
como la ecuacién del calor; y eliptica, como las ecuaciones de Laplace y Poisson. Cada categoria
disfruta de sus propias propiedades y caracteristicas distintivas, tanto analiticas como numéricas,

y, de hecho, forma una subdisciplina matemética separada.

11.3. Las ecuaciones de difusién y calor

Comencemos con una breve derivacion fisica de la ecuacién del calor a partir de los primeros
principios. Consideramos una barra, es decir, un cuerpo delgado y conductor de calor. “Delgado”
significa que podemos considerar la barra como un continuo unidimensional sin una variacién de
temperatura transversal significativa. Supondremos que la barra estd completamente aislada a lo
largo de su longitud, por lo que el calor puede entrar (o salir) solo a través de sus extremos no
aislados. Usamos t para representar el tiempo y a < x < b para denotar la posicién espacial a lo
largo de la barra, que ocupa el intervalo [a, b]. Nuestro objetivo es encontrar la temperatura wu(t, x)

de la barra en la posicién xy en el tiempo ¢.

Las ecuaciones dindmicas que gobiernan la temperatura se basan en tres principios fisicos fun-
damentales. Primero esta la Ley de Conservacién de la Energia Térmica. Esta ley de conservacién

en particular toma la forma
0§ Ow
=S4 27— 4
ot + ox (4)
donde £(t, x) representa la densidad de energia térmica en el tiempo ¢ y la posicién x, mientras
que w(t, ) denota el flujo de calor, es decir, la tasa de flujo de energia térmica a lo largo de la

barra. Nuestra convencién de signos es que w(t,z) > 0 en los puntos donde la energia fluye en la

direccién de aumentar x (de izquierda a derecha).

La forma integrada de la ley de conservacién, toma la forma

d b

il e(t,z)dx = w(t,a) — w(t,b) (5)
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establece que la tasa de cambio en la energfa térmica dentro de la barra es igual al flujo de calor
total que pasa por sus extremos no aislados. Los signos de los términos de contorno con firman que

el flujo de calor en la barra da como resultado un aumento de temperatura.

El segundo ingrediente es una suposicién constitutiva sobre las propiedades del material de
la barra. Se ha observado que, en condiciones razonables, la energfa térmica es proporcional a la
temperatura:

e(t,z) = Mz)u(t, x) (6)

el factor

es el producto de la densidad p del material y su capacidad calorifica especifica y , que es la
cantidad de energfa térmica requerida para elevar la temperatura de una unidad de masa del material
en un grado. Tenga en cuenta que estamos asumiendo que el medio no cambia con el tiempo, por lo
que cantidades fisicas como la densidad y el calor especifico dependen sélo de la posicién x. También
asumimos, quizds con menos justificacion fisica, que sus propiedades materiales no dependen de la
temperatura; de lo contrario, nos verfamos obligados a lidiar con una ecuacién de difusién no lineal

mucho més complicada.

El tercer principio fisico relaciona el flujo de calor y la temperatura. Los experimentos fisi-
cos muestran que la energia térmica se mueve de caliente a fria a una tasa que es directamente

proporcional al gradiente de temperatura, que, en el caso unidimensional, significa su derivada s
x

La relacién resultante

wlt, ) = —h(z) oo )

se conoce como ley de enfriamiento de Fourier. El factor de proporcionalidad s<(z) > 0 es la
conductividad térmica de la barra en la posicién x, y el signo menos refleja la observacién cotidiana
de que la energia térmica se mueve de lo caliente a lo frio. Un buen conductor de calor, por ejemplo,
plata, tendrd alta conductividad, mientras que un mal conductor, por ejemplo, vidrio, tendrd baja

conductividad.
La combinacién de las tres leyes produce la ecuacién de difusion lineal

Go@u=g (k@5)  a<e< ®)

que gobierna la termodindmica de un medio unidimensional. También se utiliza para modelar una

amplia variedad de procesos difusivos, incluida la difusién quimica y la difusién de contaminantes,
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en liquidos y gases, la dispersién de la poblacién y la propagacion de enfermedades infecciosas. Si
hay una fuente de calor externa a lo largo de la barra, entonces la ecuacién de difusién adquiere un

término no homogéneo prescrito adicional
0 0 ou
a(a(x)u)—%(k(x)%)—i—h(t,x) a<z<b 9)

Para prescribir de forma tnica la solucién u(t, z), necesitamos especificar una distribucién de

temperatura inicial

u(to, x) = f(x), a<z<b (10)

Ademas, debemos imponer una condicién de contorno adecuada en cada extremo de la barra.
Hay tres tipos comunes. La primera es una condicién de limite de Dirichlet, donde el extremo se

mantiene a una temperatura prescrita. Por ejemplo,
u(t,a) = alt)

fija la temperatura (posiblemente variable con el tiempo) en el extremo izquierdo. Alternativa-

mente, la condicién de frontera de Neumann

ou

(9_:L‘<t’ CL) = M(t)

prescribe el flujo de calor w(t,a) = x(a)ux(t,a) alli. En particular, una condiciéon de Neumann
homogénea, u(t,a) = 0, modela un extremo aislado que evita que la energia térmica entre o salga.

La condicién de frontera de Robin

ou

3 (@) +B()ult,a) = T'(t)

modela el intercambio de calor resultante de la colocacion del extremo de la barra en un bano de
calor (depdsito térmico) a temperatura I'(¢). Se requiere que cada extremo de la barra satisfaga una
de estas condiciones de contorno. Por ejemplo, una barra con ambos extremos con temperaturas

prescritas se rige por el par de condiciones de frontera de Dirichlet
u(t,a) = a(), u(t,b) = B(t) (11)

mientras que una barra con dos extremos aislados requiere dos condiciones de contorno de

Neumann homogéneas

ou ou

Las condiciones de contorno mixtas, con un extremo a una temperatura fija y el otro aislado, se

formulan de manera similar, por ejemplo,
ou

u(t.a) =a(t),  F-(t.b) =0 (13)
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Finalmente, las condiciones de contorno periddicas
ou ou
u(t,a) = u(t,b —(t,a) = —(t,b 14
(ta)=u(t,d)  Sh(ta) = (D) (14
corresponden a un anillo circular obtenido al unir los dos extremos de la barra. Como antes,
asumimos que se permite que el calor fluya solo alrededor del anillo; el aislamiento evita que la

radiacién de calor de un lado del anillo afecte al otro lado.

11.4. Ecuacién del calor

Retendremos el término .c“uacién de calor"para referirnos al caso en el que la barra estd com-
puesta de un material uniforme, por lo que su densidad p, conductividad y y calor especifico x son
todas constantes positivas. También excluimos las fuentes de calor externas (distintas de las de los
extremos), lo que significa que la barra permanece aislada en toda su longitud. Bajo estos supuestos,

la ecuacién de difusion general (6) se reduce a la ecuacién de calor homogénea

ou 0%u
el 15
ot o2 (15)
para la temperatura u (¢, x) en el momento y la posicién x. El constante
k k
= =__ 16
Y=, x (16)

se llama difusividad térmica; incorpora todas las propiedades fisicas relevantes de la barra.

La solucién u(t,x) se prescribird de forma unica una vez que especifiquemos las condiciones
iniciales (8) y una condicién de contorno adecuada en sus dos extremos. Las soluciones separables

de la ecuacién de calor se basan en el ansatz exponencial
u(t, z) = e Mo(x)

donde v(z) depende solo de la variable espacial. Las funciones de esta forma, que se "separan.

un producto de una funcién a veces una funcién de x, se conocen como soluciones separables.

Sustituyendo (18) en (16) y cancelando los factores exponenciales comunes, encontramos que
v(x) debe resolver la ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden

d*v

g M

Cada solucién no trivial v(z) = 0 es una funcién n eigen, con valor propio asociado A, para el
operador diferencial lineal

L[v] = =" ()
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Con las soluciones propias separables (18) en la mano, podremos reconstruir la solucién deseada

u(t, z) como una combinacién lineal, o més bien una serie infinita, de las mismas.

Concentrémonos en el caso més simple: una barra uniforme y aislada de longitud que se mantiene
a temperatura cero en ambos extremos. Especificamos su temperatura inicial f(x) en el tiempo

to = 0, por lo que las condiciones iniciales y de contorno relevantes son

u(t,0) = 0 u(t,f) =0 t>0 (17)

u(0,z) = f(x) 0<x</

Las soluciones propias (18) se encuentran resolviendo el problema del valor en la frontera de

Dirichlet
d*v
" da?

Por célculo directo, se encuentra que si A es complejo o real y no positivo, entonces la tinica

+Av=0 v(0) =0 v(l) =0

solucién al problema del valor en la frontera (20) es la solucién trivial v(x) = 0. Esto significa que
todos los valores propios deben ser necesariamente reales y positivos. De hecho, no es necesario
comprobar explicitamente la realidad y la positividad de los valores propios. Més bien, se derivan
de propiedades muy generales de problemas con valores de frontera definidos positivos, de los cuales
(20) es un caso particular. Vea la Seccién 9.5 para la teoria subyacente y el Teorema 9.34 para el

resultado relevante.
Cuando A > 0, la solucién general de la ecuacién diferencial es una funcién trigonométrica
v(x) = acos (wx) + bsin (wz) , donde w =/ A/
a y b son constantes arbitrarias. La primera condicién de frontera requiere v(0) = a = 0.

Esto sirve para eliminar el término coseno, y luego la segunda condicién de frontera requiere
v(f) = bsinwl = 0.

Por lo tanto, dado que requerimos b # 0 , de lo contrario, la solucién es trivial y no califica como

una funcién propia —wf debe ser un miltiplo entero de m, y entonces

™ 2m 37w
W= —,—7 7,
0 0L
Concluimos que los valores propios y las funciones propias del problema de valores en la frontera

(20) son

2
An =7 (—) . vp(z) = Sin# n=123,.. (18)
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Las soluciones propias correspondientes a la ecuacion (18) son

22
t
un(t, ) exp(—’m@7r ) sin ngx n=123,.

Cada uno representa un perfil de temperatura oscilante trigonométricamente que mantiene su

forma mientras decae a cero a una velocidad exponencialmente réapida.

Para resolver el problema del valor inicial general, reunimos las soluciones propias en una serie

infinita,

T) = anun(t,x Z b, exp(— m ;T t) sin mg:v (19)

cuyos coeficientes bn deben ser fijados por las condiciones iniciales. De hecho, suponiendo que

la serie converge, el perfil de temperatura inicial es
u(0,x) = Z by, sin = f(x) (20)

Tiene la forma de una serie sinusoidal de Fourier (3.52) en el intervalo [0,/]. Por tanto, los

coeficientes se determinan mediante las férmulas de Fourier (3.53), por lo que

/ f(zx)sin —dx n=123,.. (21)

La férmula resultante (4.23) describe la serie sinusoidal de Fourier para la temperatura wu(t, x)

de la barra en cada tiempo posterior ¢ > 0.

Ejemplo 23 Considere el perfil de temperatura inicial

( 0<z<
—XT _33'_5
2 1 7
0,2) = = —Z << — 22
u(@a) =)= o-2 ;o< (22)
1—=z 1§x§1
\ 10

en una barra de longitud 1, Usando la ecuacion (25), los primeros pocos coeficientes de Fourier

de f(x) se calculan (ya sea por integracién exacta o numérica) para ser

Q

by 0897 by~ —,1927  bg ~ —,0289 by =0

bs

Q

—0162 bg~ 0132 by ~ 0104 bs = 0

65



La solucién de la serie de Fourier resultante para la ecuacién de calor es
(o]
u(t,r) = Z by (t, )
n=1

oo
22t
E bye " tsin nra
n=1
Con2t a2t o2t -
~ ,0897¢ ™ tsinr — ,1927e ™ tsin 2 — ,0289¢ ™ U sin 3w — ...
La solucién, para v = 1, se traza en algunos momentos representativos. Observe que las esquinas
del perfil inicial se suavizan inmediatamente. A medida que avanza el tiempo, la solucién decae,

—n2 o 9,87t

a una tasa exponencial rapida de e , a una temperatura cero uniforme, que es la

distribucién de temperatura de equilibrio para el Dirichlet homogéneo.
Condiciones de borde

A medida que la solucién decae hasta el equilibrio térmico, los modos de Fourier superiores
desaparecen rapidamente y la solucién asume la forma progresivamente mds simétrica de un solo

arco sinusoidal, de amplitud rdpidamente decreciente.
Comportamiento suavizante y prolongado

El hecho de que podamos escribir la solucién de un problema de valor en la frontera inicial en
forma de una serie infinita (4.23) es una especie de progreso. Sin embargo, debido a que no podemos
sumar la serie en forma cerrada, esta "solucién.® mucho menos satisfactoria que una férmula di-
recta y explicita. No obstante, existen importantes caracteristicas cualitativas y cuantitativas de la

solucién que pueden deducirse facilmente de tales expansiones de series.

t=0 t =.001 t=.01

t=.03 t=.05 t=.1
Figura4,1.Una solucion a la ecuacion del calor

Si los datos iniciales f(z) son integrables (por ejemplo, continuos por partes), entonces sus

coeficientes de Fourier estdn uniformemente acotados; de hecho, para cualquier n > 1,
2 2
pl <2 [ 15w 5 < 2 [ ipolae = u (23)
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Esta propiedad es vélida incluso para datos bastante irregulares. En estas condiciones, cada
término de la solucién en serie (4.23) esta acotado por una funcién que decae exponencialmente
22

ynm
b exp(~

yn2n?

t) sin nl$| < Mexp(—g—Qt)

Esto significa que, tan pronto como ¢ > 0, la mayoria de los términos de alta frecuencia, n >> 0,
serdn extremadamente pequenos. S6lo se notardn los primeros términos, por lo que la solucién
degenera esencialmente en una suma finita en los primeros modos de Fourier. A medida que aumenta
el tiempo, mas y méds modos de Fourier se volverdn insignificantes, y la suma degenera atin més en

cada vez menos términos significativos.

Eventualmente, cuando ¢ — oo, todos los modos de Fourier caerdn a cero. Por lo tanto, la
solucién convergeréd exponencialmente rapido a un perfil de temperatura cero: u(t,z) — 0 cuando

t — 00, lo que representa la barra en su equilibrio térmico uniforme final.

El hecho de que su temperatura de equilibrio sea cero es el resultado de mantener ambos extremos
de la barra fijos a temperatura cero, por lo que cualquier energfa térmica inicial se disipa finalmente
a través de los extremos. Las fluctuaciones de temperatura a pequena escala tienden a anularse
rapidamente a través de la difusién de energia térmica, y el iltimo término en desaparecer es el que

tiene la disminucién maés lenta, a saber

2 1 s
u(t,z) ~ by exp(—%t) sin 7;713 cuando by = ;/o f(z)sin xdx (24)

Para datos iniciales genéricos, el coeficiente b; = 0, y la solucién se acerca al equilibrio térmico

a una tasa exponencial prescrita por el valor propio mds pequenio, A\; = y7%/#2, que es proporcional

a la difusividad térmica dividida por el cuadrado de la longitud de la barra.

t=0 t =.00001 t = .00005

t=.0001 t =001 t=.01

Figura4,2.De solar una senal con la ecuacion de calor

mientras més larga sea la barra, o cuanto menor sea la di theusividad, méas tiempo tardara el

efecto de mantener los extremos a temperatura cero en propagarse a lo largo de toda su longitud.
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Ademids, de nuevo siempre b; # 0,la forma asintética del perfil de temperatura es un pequeno
arco sinusoidal que decae exponencialmente, tal como observamos en el ejemplo 4.1. En situaciones
excepcionales, es decir, cuando b; = 0,la solucién decae atin més rdpido, a una velocidad igual al
valor propio A\, = vk*m%/¢2 correspondiente al primer término distinto de cero, b, = 0, en la serie

de Fourier; su forma asintética ahora oscila k veces durante el intervalo.

Otra observacion, estrechamente relacionada, es que, para cualquier tiempo fijo ¢ > 0 después
del momento inicial, los coeficientes de la serie sinusoidal de Fourier (4.23) decaen exponencialmente

rapido cuando n — oo.

De acuerdo con la discusién realizada, esto implica que la serie de Fourier converge a una funcién
infinitamente diferenciable de = en cada tiempo positivo ¢, sin importar cuédn irregular sea el perfil
de temperatura inicial. Hemos descubierto la propiedad de suavizado bésica del flujo de calor, que

establecemos para un tiempo inicial general .

En otras palabras, la ecuaciéon de calor suaviza instantdneamente cualquier discontinuidad y
esquinas en el perfil de temperatura inicial mediante una rapida amortiguacién de los modos de alta

frecuencia.

El efecto de la ecuacién de calor sobre los datos iniciales irregulares subyace a su efectividad
para suavizar y eliminar el ruido de las sefiales. Tomamos los datos iniciales u(0,z) = f(z) como
una senal ruidosa, y luego desarrollamos la ecuacién de calor hacia un tiempo prescritot* > 0. La
funcién resultante g(z) = u(t*, z) serd una versiéon suavizada de la senial original f(x) en la que se
ha eliminado la mayor parte del ruido de alta frecuencia. Por supuesto, si ejecutamos el flujo de
calor durante demasiado tiempo, todas las caracteristicas de baja frecuencia también se suavizardan
y el resultado serd una senal constante y uniforme. Por lo tanto, la eleccién del tiempo de parada

t* es crucial para el éxito.

La figura muestra el efecto de ejecutar la ecuacién de calor, con v = 1, en una senal que ha sido
contaminada por ruido aleatorio. Observe la rapidez con la que se elimina el ruido. Al final, el efecto
de suavizado general del flujo de calor ha causado una degradacién significativa (borrosidad) de la
senal original. El método de la ecuacion de calor para eliminar el ruido tiene la ventaja de que no es
necesario calcular explicitamente los coeficientes de Fourier, ni tampoco es necesario reconstruir la
senal suavizada. Los esquemas bésicos de solucién numérica para la ecuacién del calor se discutirdn

en otro capitulo.
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Una consecuencia tedrica importante de la propiedad de suavizado es que la difusién es un
proceso unidireccional: no se puede correr el tiempo hacia atrds e inferir con precisién cémo era
una distribucién de temperatura en el pasado. En particular, si el dato inicial u(0,z) = f(x) no es
uniforme, entonces el valor de u(t, z) para cualquier ¢ < 0 no se puede definir, porque si u (¢g, z) se
defini6 e integrable en algin ¢y, < 0, entonces, segin el teorema 4.2, u(t,x) seria uniforme en todos

los tiempos posteriores ¢t > ty, incluido ¢ = 0, en contradiccién con nuestro supuesto.

Ademss, para la mayoria de los datos iniciales, los coeficientes de Fourier en la férmula de
solucién (4.23) son, en cualquier ¢ < 0, creciendo exponencialmente a medida que n — oo, lo que
indica que el ruido de alta frecuencia ha abrumado por completo la solucién, lo que impide cualquier

tipo de convergencia. de la serie Fourier.

Matemédticamente, podemos invertir el futuro y el pasado cambiando ¢ por —t. En la ecuacién
diferencial, esto simplemente invierte el signo del término derivado del tiempo; las derivadas x no
se ven afectadas. Por lo tanto, segtin el razonamiento anterior, la ecuacién de calor hacia atréds

ou 0%u

ot~ ox?

con un coeficiente de difusién negativo —y < 0

(25)

Es un problema mal planteado en el sentido de que pequenos cambios en los datos iniciales -
por ejemplo, una pequena perturbacién de un modo de alta frecuencia - pueden producir cambios
arbitrariamente grandes en la solucién arbitrariamente cercanos al tiempo inicial. En otras palabras,
la soluciéon no depende continuamente de los datos iniciales. Peor atin, para datos iniciales no
uniformes, la solucién ni siquiera estd bien definida en el tiempo hacia adelante ¢ > 0 (aunque estd

bien planteada si ejecutamos t hacia atras).

Lo mismo es vilido para procesos de difusién més generales, por ejemplo, (4.6). Si, como en
todos los casos fisicamente relevantes, el coeficiente de u,, es positivo en todas partes, entonces el
problema del valor inicial estd bien planteado para t > 0, pero mal planteado para t < 0. Por otro
lado, si el coeficiente es negativo en todas partes, se cumple lo contrario. Un coeficiente que cambia

de signo harfa que la ecuacion diferencial estuviera mal posicionada en ambas direcciones.

Aunque tedricamente no es deseable, el efecto no suavizante de la ecuacién de calor al revés
tiene beneficios potenciales en ciertos contextos. Por ejemplo, en el procesamiento de imédgenes, la
difusiéon borrard gradualmente una imagen amortiguando los modos de alta frecuencia. La mejora
de la imagen es el proceso inverso y puede basarse en ejecutar el flujo de calor hacia atras de alguna

manera estable.
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En medicina forense, determinar el momento de la muerte en funcién de la temperatura actual
de un cadaver también requiere ejecutar las ecuaciones que gobiernan la disipacién del calor corporal
hacia atréds en el tiempo. Una opcién serfa restringir la evolucién hacia atras a los primeros modos

de Fourier, lo que evita que las fluctuaciones a pequena escala abrumen el cédlculo.

También surgen problemas mal planteados en la reconstruccién de perfiles subterrdaneos a partir
de datos sfsmicos, un problema central de la industria del petréleo y el gas. Estas y otras apli-
caciones estdn impulsando la investigaciéon contempordnea sobre cémo sortear inteligentemente la

mala postura de procesos de difusién hacia atrés.

Observacién: La irreversibilidad de la ecuacién de calor, junto con la irreversibilidad del trans-
porte no lineal en presencia de ondas de choque discutidas en la Seccién 2.3, resaltan una distincién
crucial entre ecuaciones diferenciales parciales y ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecuaciones
diferenciales ordinarias son siempre reversibles: las propiedades de existencia, unicidad y depen-
dencia continua de las soluciones son todas igualmente validas en el tiempo inverso (aunque sus
propiedades cualitativas y cuantitativas detalladas dependeran, por supuesto, de si el tiempo avan-
za o retrocede). La irreversibilidad y la mala posicién de las ecuaciones diferenciales parciales que
modelan procesos termodindmicos, biolégicos y otros procesos difusivos en nuestro universo pueden

explicar por qué la flecha del tiempo apunta exclusivamente al futuro.

11.5. El anillo calentado Redux

A continuacién, consideremos el problema de valor limite periédico que modela el flujo de calor
en un anillo circular aislado. Fijamos la longitud del anillo para que sea ¢ = 27, con —7 <z <7
representando la coordenada “angular” alrededor del anillo. Para simplificar, también elegimos

unidades en las que la difusividad térmica es v = 1. Por lo tanto, buscamos resolver la ecuacién de

calor ,
ou  Ou
—_— = —rn<zx< 2
ot~ 02 TSEST £>0 (26)
sujeto a condiciones de contorno periddicas
0 0
(t-m) =ult,m),  S(t-m)=F(tm)  t20 (27)

que aseguran la continuidad de la solucién cuando la coordenada angular cambia de —7 a 7. La

distribucién de temperatura inicial es

u(0,z) = f(z), —rT<zx<m

70



La temperatura resultante u(t, x) serd una funcién periédica en = del periodo 27. La sustitucién
de la solucién separable ansatz (3.15) en la ecuacién de calor y las condiciones de contorno da como

resultado el problema de valores propios periédicos

% + =0 ov(—7)=ov(n) V' (—m) = '(m) (28)

Como ya senalamos en la Seccién 3.1, los valores propios de este problema de valores de frontera
en particular son A\, = n?, donde n = 0,1,2,... es un nimero entero no negativo; las funciones

propias correspondientes son las funciones trigonométricas
v, () = cosnx U, = sinnx n=20,1,2,..

Tenga en cuenta que A\g = 0 es un valor propio simple, con una funcién propia constante
cos 0z = 1 (la solucién sinusoidal sin fx = 1 es trivial) mientras que los valores propios positivos son,
de hecho, dobles, y cada uno posee dos funciones propias linealmente independientes. Las soluciones

propias correspondientes a la ecuacién del anillo calentado (4.30-31) son

n

2 ~ _n2 .
u,(t,r) =e " tcosnx  U,(t,x) =e "'sinnx n=01,23,...

La solucién resultante en series finitas es
1 C —n2t —n2t
u(t,z) = 500+ Z(ane cosnx + bye " sinnx) (29)
n=1

con coeficientes a,,, b, atin no especificados. Las condiciones iniciales requieren

1 oo
u(0,z) = S0+ Z(an cosnz + b, sinnx) = f(z) (30)
n=1

que es precisamente la serie de Fourier completa (3.34) del perfil de temperatura inicial f(x).
1 (" 1 [ ,
ay = —/ f(z) cosnzdx b, = —/ f(z)sinnxdx
7 - TJ
son sus coeficientes de Fourier habituales (3.35).

Como en el problema de Dirichlet, después del instante inicial, los términos de alta frecuencia en
la serie (4.34) se vuelven extremadamente pequenos, ya que et << 1 para n >> (0. Por lo tanto,
tan pronto comot > 0, la solucién instantdneamente se vuelve suave y rdpidamente degenera en lo
que es en esencia una suma finita sobre los primeros modos de Fourier. Ademds, cuando ¢t — oo,

todos los modos de Fourier decaerdn a cero con la excepcién del modo constante, asociado con el
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valor propio nulo A\g = 0. En consecuencia, la solucién convergerd, a una tasa exponencial, a una

temperatura constante.
1 1 [7
u(t,r) — —ag = — x)dx
(ta) = 300 = 5- [ 1@
que es igual al promedio del perfil de temperatura inicial. En términos fisicos, dado que el

aislamiento evita que la energfa térmica se escape del anillo, se redistribuye rdpidamente para que

el anillo alcance una temperatura constante uniforme, su eventual estado de equilibrio.

Antes de alcanzar el equilibrio, solo los modos de Fourier de frecuencia mds baja ain serdn
notables, por lo que la solucién se verd asintéticamente como

1 1
u(t, ) ~ 50 + e *(a;cosx + bysinz) = 500 + rie” " cos(x + &) (31)

donde

1 T 1 4
a; =11C080; = —/ f(x)cosxdr, by =risind; = —/ f(x)sin zdx
2 J_. 2 J_.

Por lo tanto, para la mayorfa de los datos iniciales, la solucién se acerca al equilibrio térmico
a una tasa exponencial de t. Las excepciones son cuando a; = b; = 0, para el cual la tasa de
convergencia es alin més rapida, es decir, a una tasa e _kzt, donde k es el nimero entero més
pequeno tal que al menos uno de los coeficientes de Fourier de k-ésimo orden ay, by es distinto de
cero. De hecho, una vez que estamos convencidos de que la barra debe tender al equilibrio térmico
cuando t — 0o, podemos predecir la temperatura final sin conocer la férmula de solucién explicita.
Nuestra derivacion en la seccién 4.1 implica que la ecuacién del calor tiene la forma de una ley de
conservacién (4.1), siendo la densidad conservada la temperatura u(t,z). Como en (4.2), la forma

integrada de la ley de conservacién dice

i) u(t,z)dr = 7ﬂa(t,x)dx
™ 0%u
= 7ﬂw(t,m)dm
ou ou
= 7[%(75,71')—%(75,—7() —O

donde los términos de flujo se cancelan gracias a las condiciones de contorno periédicas (4.31).
Fisicamente, cualquier fl ujo de un extremo de la barra circular se alimenta inmediatamente al otro
extremo contiguo, por lo que no hay pérdida neta de energia térmica. Concluimos que, para el
problema del valor de frontera periédico, la energia térmica total

E(t) = /ﬂ u(t,x)dx = C (32)

—Tr
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permanece constante para siempre. (En contraste, la energia térmica no permanece constante
para el problema del valor de frontera de Dirichlet, decayendo constantemente a 0 debido a la salida
de calor a través de los extremos de la barra; vea el ejercicio 4.1.13 para més detalles). correctamente,
segun (4.3), la energia térmica se obtiene multiplicando la temperatura por el producto, o = py, de
la densidad y el calor especifico del cuerpo. Para la ecuacién del calor, ambos son constantes, por

lo que la energfa térmica fisica es igual a o E(t).

Matemédticamente, podemos ignorar con seguridad este factor constante adicional o, de manera
equivalente, trabajar en unidades fisicas en las que ¢ = 1. Esto no se extiende a los cuerpos
no uniformes, la energfa térmica estd dada por E(t) = [" o(z)u(t,z)dz y cuya constancia, en
condiciones de contorno adecuadas, se sigue de la forma de la ley de conservacién (4.6) de la

ecuacion de difusion lineal.

En general, un sistema esta en equilibrio (estatico) si permanece inalterado a medida que avanza
el tiempo. Por tanto, cualquier configuracién de equilibrio tiene la forma uw = u*(z) y, por tanto,
satisface Ou* /0t = 0.Si, ademds, u(z) es una solucién de equilibrio de la ecuacién de calor periédica

(4.30-33 ), entonces debe satisfacer

du* 0?u* . ou*
or " wem = () (33)

En otras palabras, u* es una solucién al problema de valor de frontera periédico (4.33) para el

valor propio nulo A = 0. Por tanto, las funciones propias nulas (incluida la solucién cero) son todas
las posibles soluciones de equilibrio. En particular, para el problema del valor de frontera periédico,
las funciones propias nulas son constantes y, por lo tanto, las soluciones a la ecuacién de calor
periédica tenderdan a una temperatura de equilibrio constante. Ahora, una vez que sabemos que la

solucién tiende a una constante,u(t,z) — a cuando t — oo, entonces su energia térmica tiende a

E(t):/ u(t,x)da:—>/ adr =2ma es t— o0

Por otro lado, como acabamos de demostrar, la energfa térmica es constante, por lo que

E(t) = E(0) = /_ (0, 2)dz = /_ f()dz

Combinando estas dos, concluimos que

/_: F(@)dz = 2ma

y entonces la temperatura de equilibrio

1 ™
a= %/_Wf(x)dx
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es igual a la temperatura inicial promedio. Esto reconfirma nuestro resultado anterior, pero evita
tener que conocer una férmula de solucién en serie explicita. Como resultado, el tltimo método se

puede aplicar a una gama mucho més amplia de situaciones.

11.6. Condiciones de contorno no homogéneas

Hasta ahora, hemos concentrado nuestra atencién en condiciones de contorno homogéneas. Hay
un truco simple que convertird un problema de valor de frontera con condiciones de frontera de
Dirichlet no homogéneas pero constantes,

ou 0%u
5% = Vo2 u(t,0) =« u(t,l) =05 t>0 (34)

en un problema de Dirichlet homogéneo. Comenzamos resolviendo el perfil de temperatura de
equilibrio. Como en (4.39), el equilibrio no depende de ty, por tanto, satisface el problema del valor

en la frontera
ou* d?u*
o - o

Al resolver la ecuacién diferencial ordinaria se obtiene u*(z) = a + bx, donde las constantes a, b

wO)=a  u'(0)=8

estdn fijadas por las condiciones de contorno. Concluimos que la solucién de equilibrio es una linea

recta que conecta los valores limite:

x (35)

La diferencia

b —«
7 T

mide la desviacion de la solucién del equilibrio. Claramente satisface las condiciones de contorno

w(t,z) =u(t,z) —u*(z) = u(t,z) —a —

homogéneas en ambos extremos:

i(t,0) = 0 = (t, £)
Ademds, por linealidad, dado que tanto u(t, ) como u*(x) son soluciones de la ecuacién de calor,
también lo es u(t, z). Los datos iniciales deben adaptarse de manera similar:

0 —«
14

w(0,z) = u(t,x) —u*(r) — o — z = f(z) (36)

Al resolver el problema de valor de frontera inicial homogéneo resultante, escribimost(t, z) en
forma de serie de Fourier (4.23), donde los coeficientes de Fourier se especifican mediante los datos
iniciales modificados f(x) en (4.43). La solucién al problema del valor en la frontera no homogéneo

tiene, por tanto, la forma de serie
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b —« > it . nmo
u(t,r) = a+ 7t ; by, exp(— 1B t) sin ; (37)
cuando ,
.92 .
b, = Z/ f(z)sin %dm n=123. (38)
0

Dado que 4(t,0) decae a cero a una tasa exponencial cuando t — oo, el perfil de temperatura
real (4.44) decaerd asint6ticamente al perfil de equilibrio,

b —«
14

u(t,r) = u*(x) — a+ x

a la misma tasa exponencialmente rapida, gobernada por el primer valor propio A\; = 72/% —a

menos que b; = 0, en cuyo caso la tasa de desintegracién es atin mds réapida.

Este método no funciona tan bien cuando las condiciones de contorno dependen del tiempo:
u(t,0) = a(t),u(t, £) = B(t)

Al intentar imitar la técnica anterior, descubrimos que la desviacién
a(t,z) = u(t,z) —u*(t,x)

donde

u*@,x)::cut)+-fﬁfl%;ﬁgix (39)

satisface las condiciones de contorno homogéneas, pero ahora resuelve una versién no homogénea

o forzada de la ecuacién de calor:

ou 0%
8—2; = (9_331; + h(t,x)
donde ) / ,
h@@:—%“mm:ﬂﬂo—@@%ﬁ@x (40)

Las técnicas de solucién para la tltima ecuacién diferencial parcial se analizardn en la seccién

8.1 a continuacion.

11.7. Condiciones de frontera de Robin

Considere una barra de unidad de longitud y unidad de difusividad térmica, aislada a lo largo

de su longitud, que tiene uno de sus extremos a 0° y el otro en un bafio de calor. La termodindmica
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resultante se modela mediante la ecuacién de calor sujeta a las condiciones de frontera de Dirichlet

en x = 0 y las condiciones de frontera de Robin en x =1

ou 0% ou

donde 8 # 0 es una constante que mide la tasa de transferencia de energia térmica, con 5 > 0
cuando el bano estd frio y, por lo tanto, la energfa se extrae de la barra. Como antes, la solucién gene-
ral al problema de valor de frontera inicial resultante se puede ensamblar a partir de las soluciones
propias separables basadas en nuestra ansatz exponencial habitual u(t,z) = e *uv(z) .Sustituyendo
esta expresion en (4.48), encontrar que la funcién propia v(x) debe satisfacer el problema del valor

en la frontera
d?v
da?

Para encontrar soluciones no triviales v(x) # 0 a (4.49), supongamos primero A = w@? > 0,

=\ v(0) =0 V(1) + Bu(1) =0 (42)

donde, sin pérdida de generalidad, @ > 0. La solucién de la ecuacién diferencial ordinaria que
satisface la condicién de frontera de Dirichlet en z = 0 es un multiplo constante de v(z) = sin (wx).

Sustituyendo esta funcién en la condicién de frontera de Robin en x = 1, encontramos
wcosw + Bsinw =0

o equivalentemente

w=—ftanw (43)

No es dificil ver que hay un nimero infinito de soluciones positivas reales 0 < w; < wy <
wy <---— 00 para la iltima ecuacién trascendental. De hecho, se pueden caracterizar como las

abscisas w,, > 0 de los puntos de interseccién de las graficas de las dos funciones f(w) = w

wo

A<0, B=-5. A<0, B=-2.

Figura4,3.Ecuacion de valores propios para las condiciones de frontera de Robin

y g(w) = Ptanw, como se muestra en la primera grifica de la Figura 4.3. Cada raiz w, define
un valor propio positivo A, = w2 > 0 para el problema de valor limite (4.49) y, por lo tanto, una

resolucién propia que decae exponencialmente.

A

un(t,r) = e " sin (w,z) (44)
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al problema del valor en la frontera de Robin (4.48). Si bien no existe una férmula explicita,
las aproximaciones numéricas a los valores propios se encuentran ficilmente mediante un buscador
de raices numeéricas, por ejemplo, el método de Newton, [24, 94]. En particular, para 8 = 1, los

primeros tres valores propios son
A\ = @7 =~ 4,1159, \y = w3 ~ 24,1393, \3 = w3 ~ 63,6591.

. Qué pasa con un valor propio cero? Si A = 0 en (4.49), entonces la solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria que satisface la condicién de frontera de Dirichlet es un muiltiplo constante de

v(x) = z. Esta funcién satisface la condicién de frontera de Robin v/(1) + Sv(1) = 0 si y solo si

B=—1.

En esta configuracion especial, la ecuacién de calor admite una resolucién propia independiente
del tiempo wug(t,x) = x con valor propio A\g = 0. Fisicamente, la tasa de transferencia de energia
térmica a la barra a través de su extremo en el bano de calor es exactamente suficiente. para cancelar
la pérdida de calor a través del extremo de Dirichlet, lo que da como resultado una solucién de estado
estacionario. Todos los deméds modos propios corresponden a valores propios positivos y, por tanto,
estdn decayendo exponencialmente. La solucién general decae al estado estacionario, que es un

miiltiplo constante de la resolucién propia nula:
u(t,x) — cx

cuando t — 00, a una tasa exponencial prescrita, genéricamente, por el primer valor propio positivo

A > 0.

Sin embargo, a diferencia de los tipos mas comunes de condiciones de contorno (Dirichlet, Neu-
mann, mixtas, periédicas), no podemos descartar automaticamente la existencia de valores propios
negativos en el caso de Robin. Suponga que A = —w? < 0 con @ > 0. Ahora la solucién a (4.49)
que satisface la condicién de frontera de Dirichlet en = 0 es un muiltiplo constante de la funcién
seno hiperbdlico v(x) = sinh (wwz). Sustituir esta expresién en la condicién de frontera de Robin en
x = 1 produce

wcosw + Bsinw =0

o equivalentemente

w=—ftanw (45)

donde

sinh w eV —e ¥

tanhw = =
cosh w ev 4 e~w
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es la tangente hiperbdlica. Si f > —1, no hay soluciones w > 0 para esta ecuacién trascendental,
y en este caso todos los valores propios son estrictamente positivos y todas las soluciones a la ecuacién
de calor estdn decayendo exponencialmente. Por otro lado, si f < 1, hay una tnica solucién wy>

0, que produce un tnico valor propio negativo Ay = w32.

En la Figura 4.3 aparecen grificos representativos que ilustran las dos posibilidades; en el
primero, la grafica de f(w) = @ no interseca la gréifica de g(w) = 1/2tanhw cuando w > 0,
mientras que interseca la gréfica de §(ww) == 2 tanh w en un solo punto , con abscisas wy ~ 1,9150,
produciendo el autovalor negativo \g &~ —w? ~ —3,6673. Por lo tanto, cuando 3 < —1, ademds de
todos los modos propios que decaen exponencialmente asociados con los valores propios positivos,

hay un solo modo propio inestable que crece exponencialmente
uo(t, x) = e sinh (wor) (46)

Fisicamente, § < 1 implica que la energia térmica estd entrando por el extremo Robin de la
barra a una velocidad més rapida de la que se puede eliminar a través del extremo Dirichlet y, por

lo tanto, la barra experimenta un aumento exponencial en su temperatura general.

Observacion: Aunque algunas condiciones de frontera de Robin admiten soluciones de crecimien-
to exponencial y, por lo tanto, conducen a una dindmica inestable, el problema del valor de frontera
inicial sigue estando bien planteado porque la solucién existe y estd determinada tinicamente por
los datos iniciales y, ademds, por pequenos cambios en las condiciones iniciales inducen cambios

relativamente pequenos en la solucién resultante en intervalos de tiempo acotados.

11.8. El problema del s6tano

Como ejemplo final, discutimos un problema que involucra el anélisis de la ecuacién del calor en
un intervalo semi-infinito. La pregunta es la siguiente: ja qué profundidad se debe cavar un sétano?
En la era previa a la refrigeracion, se utilizaba un sétano para mantener los alimentos frescos en
verano, pero no congelados en invierno. Suponemos que la temperatura dentro de la Tierra depende
solo de la profundidad y la época del ano. Sea u(t, z) la desviacién de la temperatura de su media
anual a la profundidad x > 0 y el tiempo t. Supondremos que la temperatura en la superficie de la

Tierra, x = 0, fluctia de manera periédica; especificamente, establecemos

u(t,0) = acoswt (47)
donde la frecuencia oscilatoria
27
W= 36525 dins 20 X107 see (48)
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se refiere a las variaciones anuales de temperatura. En este modelo, ignoraremos las fluctuaciones
diarias de temperatura, ya que su efecto no es significativo debajo de una capa superficial muy

delgada. A grandes profundidades, se supone que la temperatura no varia:
u(t,z) — 0 es x— o0 (49)
donde 0 se refiere a la temperatura media.

Por lo tanto, debemos resolver la ecuaciéon de calor en una barra semi-infinita 0 < = < oo,
con condiciones de contorno dependientes del tiempo (4.55, 57) en los extremos. El anilisis se
simplificard un poco si reemplazamos el coseno por un exponencial complejo, por lo que buscamos

un complejo con solucién en condiciones de contorno

- lim
t 0 — 1wt t — 0 50
ut,0)=ac® M u(t) (50)
Probemos una solucién separable de la forma
u(t, r) = v(x)e™ (51)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién de calor u; = yu,, lleva a
it

iwwv(z)e™ =y’ (z)e

Al cancelar los factores exponenciales comunes, llegamos a la conclusién de que v (x) deberia

resolver el problema del valor en la frontera
" (z) = iwv, v(0) =a v(z) =0

Las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria son

vi(z) = VT = VWA (1) = e Viw/E oo/ @)t

La primera solucion crece exponencialmente a medida que x — oo, por lo que no guarda relacién
con nuestro problema. Por lo tanto, la solucién al problema del valor en la frontera debe ser un

miiltiplo de la solucién que decae exponencialmente

U(.I) — e\ /w/(27)(14i)z

Sustituyendo de nuevo en (4.59), encontramos que la solucién (compleja) al problema del sétano

de raiz es

u(t, z) = ae~ =V W/ (2 ilwt=y/w/(2y)e) (52)
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La solucién real correspondiente se obtiene tomando la parte real,

S w
u(t, z) = ae~ V") cos(wt — 2—3:) (53)

8
El primer factor en (4.61) estd decayendo exponencialmente en funcién de la profundidad. Por lo
tanto, cuanto mas subterraneo estd, menos perceptible es el efecto de las fluctuaciones de temperatu-
ra de la superficie. El segundo factor es periédico en el tiempo, con la misma frecuencia anual w. La
caracteristica interesante es que las variaciones de temperatura (4.61) estdan tipicamente desfasadas

con respecto a las fluctuaciones de temperatura de la superficie, con un desfase general de

eso depende linealmente de la profundidad x. En particular, una bodega construida a una pro-
fundidad donde ¢ es un miiltiplo impar de 7 estard completamente desfasada, siendo més calurosa
en invierno y més fria en verano. Por lo tanto, la profundidad ideal (menos profunda) a la que

construir un sétano de raiz tomaria 0 = 7, correspondiente a una profundidad de

T = W\/? (54)

Para suelos tipicos de la Tierra, v ~ 107% m?/s y entonces, z ~ 9,9 metros. Sin embargo, a esta

profundidad, la amplitud relativa de las oscilaciones es
e~V = 7™ = 0,04

y por tanto sélo hay una fluctuacién de temperatura del 4 %. En Minneapolis, la temperatura
varfa, aproximadamente, de -40 ° C a + 40 ° C, y por lo tanto, nuestro sétano de raices de 10
metros de profundidad experimentaria solo una desviacién anual de temperatura de 3.2 ° C con
respecto al invierno, cuando es el més cdlido, al verano, cuando hace mas frio. Construir el sétano
con el doble de profundidad provocaria una fluctuacién de temperatura de 0,2 %, ahora en fase con
las variaciones de la superficie, lo que significa que el s6tano estarfa, a todos los efectos précticos, a

una temperatura constante durante el ano.

11.9. La ecuaciéon de onda

Regresemos a la ecuacién de onda unidimensional

Pu 0%

2 o (55)

con velocidad de onda constante ¢ > 0, utilizado para modelar las vibraciones de barras y

cuerdas.
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Desafortunadamente, el enfoque de d’Alembert no se extiende a otras ecuaciones de interés
para nosotros, por lo que vale la pena desarrollar técnicas de solucién alternativas, particularmente
aquellas basadas en métodos de Fourier. De hecho, las soluciones en serie resultantes proporcionan

informacion valiosa sobre la dindmica de las olas en intervalos delimitados.

11.10. Separacién de variables y soluciones de la serie Fourier

Una de las técnicas mdas antiguas, y ain una de las mas utilizadas, para construir soluciones
analiticas explicitas para una amplia gama de ecuaciones diferenciales parciales lineales es el método
de separaciéon de variables. De hecho, ya hemos empleado una versiéon simplificada del método
al construir cada resolucién propia de la ecuaciéon de calor como una funcién exponencial de t

multiplicada por una funcién de x.

En general, el método de separacién de variables busca soluciones a la ecuacién diferencial parcial
que se puede escribir como el producto de funciones de las variables independientes individuales.

Para la ecuacién de onda, buscamos soluciones
u(t,z) = w(t)v(x)

que se puede escribir como el producto de una funcién de t sola y una funcién de x sola. Cuando
el método tiene éxito (lo cual no estd garantizado de antemano), ambos factores se encuentran como

soluciones a ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias.

Veamos si tal expresion puede resolver la ecuaciéon de onda. En primer lugar,
0%u " 0%u
— =w"(t)v(x — =w(t)'(x
r=wue) S =)

donde los nimeros primos indican derivadas ordinarias. Sustituyendo estas expresiones en la

ecuacién de onda (4.63), obtenemos
W' (t(z) = Aw(t)(x)

Dividiendo ambos lados por w (t) v (x) (que asumimos que no es idénticamente cero, ya que de

lo contrario, la solucién serfa trivial) da como resultado

Wt )
w(t) v(x)

que efectivamente "separa'las variables t y x en cada lado de la ecuacién, de ahi el nombre

"separacién de variables".
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Ahora bien, ;cémo podria una funcién de t sola ser igual a una funcién de x sola? Un momento
de reflexién deberia convencer al lector de que esto puede suceder si y solo si las dos funciones son

constantes, por lo que
w'(t) o)

w(ty o)

donde usamos A para indicar la constante de separacién comun. Por tanto, los factores indivi-

=\ (56)

duales w(t) y v(x) deben satisfacer ecuaciones diferenciales ordinarias

2 2
d—w—)\w:() ﬂ—ivzo

como fue prometido. Ya sabemos cémo resolver estas dos ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante técnicas elementales. Hay tres casos diferentes, dependiendo del signo de la constante de
separacion A. Como resultado, cada valor de A conduce a cuatro soluciones independientes separables

de la ecuacién de onda, como se indica en la tabla adjunta.

11.11. Soluciones separables de la ecuacién de onda

Hasta ahora, no hemos tenido en cuenta las condiciones de contorno. Considere en primer lugar
el caso de una cadena de longitud con dos extremos fijos y, por tanto, sujeta a condiciones de
contorno de Dirichlet homogéneas.

u(t,0) =0 =u(t,?)
Sustituyendo el ansatz separable (4.65), encontramos que v(x) debe satisfacer

@—iu:o v(0) =0 =w({)

dz? 2
El sistema completo de soluciones (no triviales) a este problema de valores en la frontera se

encontré en (4.21):
Up () = sin — Ay = —(——)? n=17273..

Por tanto, de acuerdo con la tabla, las correspondientes soluciones separables son

nmct nmwx nmct nmwx
T in 1T Uy (t, x) = sin T in 1T (57)

14 14 14 14

un(t, ) = cos

Ahora emplearemos estas soluciones para construir una solucién en serie candidata a la ecuacion
de onda sujeta a las condiciones de contorno prescritas:

o0
nmwct nwx nmct nwx

u(t,z) = Z[b” cos —— sl —— + d,, sin 7 sin 7] (58)

n=1
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La solucién es esta combinacién lineal de los modos naturales de Fourier que vibran con frecuen-

cias.
nmc  nw |k

Wy = —— = —4[— n=123, ..,
donde la segunda expresion se sigue de (2.66). Observe que, cuanto mas larga es la cuerda /¢, o
cuanto mayor es su densidad p, mds lentas son las vibraciones, mientras que al aumentar su rigidez

o tension k las acelera, exactamente de acuerdo con nuestra intuicién fisica.

Los coeficientes de Fourier b, y d,, en (4.68) estardn determinados inicamente por las condiciones
iniciales

ou

u(0,z) = f(x) E(O,x) = g(x) O<z</

Al diferenciar la serie término por término, descubrimos que debemos representar el desplaza-

miento y la velocidad iniciales como series sinusoidales de Fourier

Z b,, sin —— nry = f(x) Ou —(0,z) = Z d,, sin ITE gin 1T g(x)

ot — l 14
Por lo tanto
/ f(x sm—dx n=123,.., (59)
son los coeficientes del seno de Fourier (3.85) del desplazamiento inicial f(z), mientras que
2 ¢ nmwx
d, = — in —d =1,2,3, .., 60
— Og()sm g dr (60)

son versiones reescaladas de los coeficientes del seno de Fourier de la velocidad inicial g(x).

Ejemplo 24 Una cuerda de longitud unitaria fijada en ambos extremos se mantiene tensa en su
centro y luego se suelta. Nuestra tarea es describir las vibraciones resultantes. Supongamos que las
unidades fisicas se eligen de modo que ¢* = 1, por lo que se nos pide que resuelva el problema del

valor de frontera inicial
Utt = Ugz, U(07I’> = f(x)a ut(O,x) =0 u<t70) :u(tv 1) =0 (61)

Para ser especificos, suponemos que el centro de la cuerda se ha movido media unidad, por lo

que el desplazamiento inicial es

N | —
IN
8
IN
[a—
N | —
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t=0 t=.2

Figurad,4.Solucion de cuerda pulsada de la ecuacion de onda.

Las frecuencias vibratorias w, = nm son los miltiplos integrales de 7, por lo que los modos

naturales de vibracién son

cos (nrt) sin (nmz)

sin (n7t) sin (n7x)
paran=1,2,...

En consecuencia, la solucién general al problema del valor en la frontera es

o0

u(t,x) = Z(bn cos (nmt) sin (nmx) + d,, sin (n7t) sin (n7x))
n=1
donde
12 4=
1 4 [, wsin (nmx) do = ——5— n=2k+1
b, = 2/ f (z)sin (nmx) = (2k +1)" w2
0 0 n = 2k

mientras que d,, = 0. Por lo tanto, la solucién es la serie sinusoidal de Fourier

4 & cos(2k + 1)mtsin(2k + 1)z
tx)=— E —1)* 62
cuyo perfil se muestra en la Figura 4.4. En el tiempo ¢t = 1, el desplazamiento original se

reproduce exactamente, pero al revés. La dindmica subsiguiente procede como antes, pero en forma
de imagen especular. El desplazamiento original reaparece en el tiempo ¢t = 2, después de lo cual
el movimiento se repite periddicamente. Curiosamente, en los momentos ¢, = 0,5, 1,5,2,5,..., el

desplazamiento es idénticamente cero, u(tg,x) = 0, aunque la velocidad no es, u;(tx, ) = 0. La
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solucién parece ser fina por partes, es decir, su grafica es una coleccién de lineas rectas. De hecho,

esto puede demostrarse como consecuencia de la férmula de d’Alembert.

Observe que, a diferencia de la ecuacién de calor, la ecuacién de onda no suaviza las discon-
tinuidades y esquinas en los datos iniciales. Y, aunque nos referiremos libremente a tales funciones
C? por partes como "soluciones", no son, de hecho, soluciones cldsicas. (Sin embargo, su estatus

como soluciones débiles puede establecerse utilizando los métodos anteriores).

Si bien la forma en serie (4.68) de la solucién es quizds menos satisfactoria que una férmula
de estilo d’Alembert, atin podemos usarla para deducir propiedades cualitativas importantes. En
primer lugar, dado que cada término es periédico en t con periodo 2¢/c, la solucién completa es
periédica en el tiempo con ese periodo: u(t+2¢/c,x) = u(t,z). De hecho, después de medio periodo,

la solucion se reduce a

u(g,x) = i(—l)”bn sinnl%x = —ibn sinw =—u(0,l—z)=—f({ — 1)
n=1

n=1
en general

u(t + é, x) = —u(t,l{ —x) u(t + 2;, z) = u(t,x) (63)

Por lo tanto, la forma de onda inicial se reproduce, primero como una imagen especular invertida
de s misma en el tiempo t =¢ / ¢, y luego en su forma original en el tiempo ¢ = 2¢/c. Esto tiene la
importante consecuencia de que las vibraciones de los medios unidimensionales (homogéneos) son
inherentemente periddicas, porque las frecuencias fundamentales (4.69) son todas muiltiplos enteros

del més bajo: w, = nw;.

Nota: La observaciéon inmediatamente anterior tiene importantes consecuencias musicales. Para
el oido humano, las vibraciones sénicas que son muiltiplos integrales de una sola frecuencia y, por
lo tanto, periédicas en el tiempo, suenan armoniosas, mientras que aquellas con frecuencias rela-
cionadas irracionalmente y, por lo tanto, experimentan vibraciones aperiédicas, suenan disonantes.
Esta es la razén por la que la mayorfa de los instrumentos tonales dependen de vibraciones en
una dimensién, ya sea una cuerda de violin o piano, una columna de aire en un instrumento de
viento (flauta, clarinete, trompeta o saxofén), una barra de xiléfono o un tridangulo. Por otro lado,
la mayoria de los instrumentos de percusién se basan en las vibraciones de medios bidimensionales,

por ejemplo, tambores y platillos, o cuerpos sélidos tridimensionales, por ejemplo, bloques.

Considere a continuacién una cuerda con ambos extremos libres, y asf sujeta a las condiciones

de frontera de Neumann

ou ou
8_a:(t’ 0)=0= %(t,ﬁ) (64)
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Las soluciones de (4.66) que satisfacen v/(0) = 0 = v/(¢) son ahora

nwx nmwe
U () =CoS——  con Wp =, n=20,1,2,3,..,
La solucién resultante toma la forma de una serie de coseno de Fourier.
> nmct nmwx nmct nmwx
u(t,z) = a +ct+§ cos cos — 4+ ¢, sin cos — 65

n=1
Los primeros dos términos provienen de la funcién propia nula vg(x) = 1 con wy = 0. La cuerda
vibra con las mismas frecuencias fundamentales (4.69) que en el caso de extremo fijo, pero ahora
hay un modo inestable adicional cyt que ya no es periddica, pero crece linealmente en el tiempo.
En general, la presencia de funciones propias nulas implica que la ecuacién de onda admite modos

inestables.

Sustituyendo (4.76) en las condiciones iniciales
ou
x
encontramos que los coeficientes de Fourier estan prescritos, como antes, por el desplazamiento
y la velocidad iniciales:
2 [* nmw 2 ¢ nwx
Qp— x)cos —dx Cp = — x)cos —dx n=123,..,
| e [ oo™

Los coeficientes de orden cero

¢ ¢
ag = %/0 f(z)dx cop = %/0 g(x)dz

son iguales al desplazamiento inicial promedio y la velocidad inicial promedio de la cuerda. En
particular, cuando ¢y = 0, no hay velocidad inicial neta y no se excita el modo inestable. En este caso,
la solucion es periédica en el tiempo, oscilando alrededor de la posicién dada por el desplazamiento
inicial promedio. Por otro lado, si ¢y # 0, la cuerda se moverd hacia afuera con una velocidad media

constante ¢y, mientras vibra a las mismas frecuencias fundamentales.

Se aplican consideraciones similares al problema del valor limite periédico para la ecuacién de

onda en un anillo circular.

11.12. La férmula de D’Alembert para intervalos acotados

En el teorema 2.15, derivamos la férmula explicita de d’Alembert

flea—ct)+ flx+ct) 1 /”Ct
_.I_

t,x) = -

g(z)dz

r—ct
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Figurad,5. Extrana extension periddica de un pulso concentrado

para resolver el problema de valor inicial basico para la ecuaciéon de onda en un intervalo infinito:

Pu ,0%u du
— =C"— u(0,z) = f(x —(0,z) = g(x —00 < T <00
=y 0.0) = f(@)  5(0,2) = g(a)
En esta seccién explicamos cémo adaptar la férmula para resolver problemas de valores de
frontera iniciales en intervalos acotados, sumando asi de manera efectiva la solucién de la serie de

Fourier.

El caso mas fécil de tratar es el problema periédico en 0 < x < ¢, con condiciones de contorno
u(t,0) = u(t,?), Uy (£,0) = uy(t,0)

Si extendemos el desplazamiento inicial f(z) y la velocidad g(z) para que sean funciones pe-
riédicas de periodo ¢, mientras f(z + ¢) = f(z) y g(x + ¢) = g(x) para todo = € R, entonces la
solucién de d’Alembert también serd periddica en x, si (t,z + ¢) = u(t,z). En particular, satisface

las condiciones de contorno y, por tanto, coincide con la soluciéon deseada.

A continuacién, suponga que tenemos condiciones de contorno fijas (de Dirichlet)
u(t,0) =0, u(t, ) =0 (66)

La solucién resultante se puede escribir como una serie sinusoidal de Fourier (4.68) y, por lo
tanto, es tanto impar como 2¢ —periédica en x. Por lo tanto, para escribir la solucién en la forma
d’Alembert (4.77), extendemos el desplazamiento inicial f(x) y la velocidad g(z) para que sean

funciones periddicas impares del perfodo 2/:

f(=a)==f(x), [fle+20)=[f(x), g(-2)=—9g(x),  glz+20)=g()

Esto asegurard que la soluciéon de d’Alembert también siga siendo extrana y periédica. Como
resultado, satisface las condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas (4.79) para todo t, cf. Tenga

en cuenta que, mientras que la solucién u(t, z) se define para todo x, los tinicos valores fisicamente
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relevantes ocurren en el intervalo 0 < x < /. No obstante, los efectos de los desplazamientos en el
régimen no fisico se sentirdn eventualmente a medida que las ondas en propagacién atraviesen el

intervalo fisico.

Por ejemplo, considere un desplazamiento inicial que se concentra cerca de x = £ para algunos
0 < & </, la extensién periddica consta de dos conjuntos de réplicas: las del mismo forma que
aparece en las posiciones ¢ £ 2/, ¢ £ 4/, ..., y sus imédgenes especulares invertidas en las posiciones
intermedias —¢&, —&+ 20, —&+ 44, ...; La figura 4.5 muestra un ejemplo representativo. La solucién
resultante comienza con cada uno de los pulsos, tanto positivos como negativos, dividiéndose en dos

réplicas de la mitad del tamano que se propagan con velocidad c en direcciones opuestas.

Cuando un pulso en movimiento a la izquierda y a la derecha se encuentran, emergen inalterados
de la interaccion. El proceso se repite periédicamente, con una fila infinita de pulsos de la mitad
del tamano que se mueven hacia la derecha interactuando caleidoscépicamente con una fila infinita

que se mueve hacia la izquierda.

Sin embargo, solo la parte de esta solucién que se encuentra en 0 < z < ¢ se observa realmente
en la cadena fisica. El efecto es como si uno estuviera viendo la solucién completa cuando pasa por

una ventana de longitud. Dichos observadores interpretardn lo que ven de manera un poco diferente.

N IDANWANES JAN

RSN
Figura 4,6. Solucion de la ecuacion de onda con extremos fijos.

Es decir, el pulso original que comienza en la posicién 0 < £ < £ se divide en dos réplicas de la
mitad del tamano que se mueven hacia afuera en direcciones opuestas. A medida que cada pulso de
la mitad del tamano llega al final de la cuerda, se encuentra con un pulso de imagen especular que

se ha estado propagando en la direccién opuesta al régimen no fisico.

El pulso se refleja al final del intervalo y se convierte en una imagen de espejo invertida que

se mueve en la direcciéon opuesta. El pulso positivo original se ha movido fuera del extremo de la
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cuerda justo cuando su imagen especular se ha movido al régimen fisico. (Una realizacién fisica
comun es un pulso que se propaga por una cuerda para saltar que se mantiene fija en su extremo;

el pulso reflejado regresa al reveés.)

Un reflejo similar ocurre cuando el otro pulso de la mitad del tamano golpea el otro extremo del
intervalo fisico, después de cuya solucién consiste en dos pulsos invertidos de la mitad del tamano
que se mueven uno hacia el otro. En el tiempo ¢ = ¢/¢ se recombinan en el punto ¢ — ¢ para formar
instantdneamente una imagen especular de tamano completo, pero invertida, de la perturbacion

original, de acuerdo con (4.74).

El pulso recombinado, a su vez, se divide en dos pulsos invertidos de la mitad del tamano que,
cuando cada uno choca con el extremo, se refleja y vuelve a su forma vertical original. En el tiempo
t = 20 / ¢, los pulsos se recombinan para reproducir exactamente el desplazamiento original. Luego,

el proceso se repite y la solucién es periédica en el tiempo con el periodo 2¢/c.

En la Figura 4.6, la primera imagen muestra el desplazamiento inicial. En el segundo, se ha
dividido en clones de tamano medio que se mueven hacia la izquierda y hacia la derecha. En la
tercera imagen, la protuberancia que se mueve hacia la izquierda estd en proceso de colisionar con
el extremo izquierdo de la cuerda. En la cuarta imagen, ha emergido de la colisién y ahora estd

boca abajo, reflejada y moviéndose hacia la derecha.

Mientras tanto, el pulso que se mueve hacia la derecha comienza a chocar con el extremo derecho.
En la quinta imagen, ambos pulsos han completado sus colisiones y ahora se mueven de nuevo hacia
el otro, donde, en la ultima imagen, se recombinan en una imagen especular invertida del pulso
original. A continuacién, el proceso se repite, en una imagen especular, recombinando finalmente el

pulso original, momento en el que todo el proceso comienza de nuevo.

11.13. El problema del valor limite de Neumann

La siguiente ecuacién

ou ou
%(t,o)_o %(t,é)_o

se maneja de manera similar. Dado que la solucién tiene la forma de una serie de coseno de

Fourier en x, extendemos las condiciones iniciales para que sean pares 2 /- funciones peridédicas

f(=x) = f(x), fle+20) = f(z), g(—z)=g(x), glr+2l)=g()

La solucién de d’Alembert resultante (4.77) también es par y 2¢ —periédica en x, y por tanto

satisface las condiciones de contorno, cf. Ejercicio 4.2.31 (b). En este caso, cuando un pulso golpea
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uno de los extremos, su reflejo permanece en posicién vertical, pero se convierte en una imagen
especular del original; una ilustracién fisica familiar es una onda de agua que se refleja en una pared

sdlida.

En resumen, ahora hemos estudiado dos formas muy diferentes de resolver la ecuacién de onda
unidimensional. El primero, basado en la férmula de d’Alembert, enfatiza sus aspectos similares
a particulas, donde los paquetes de ondas individuales chocan entre si, o se reflejan en el limite,
manteniendo al mismo tiempo su forma general, mientras que el segundo, basado en el andlisis de

Fourier, enfatiza el cardcter vibratorio o ondulado de las soluciones.

Algunas soluciones parecen ondas vibratorias, mientras que otras parecen mucho més particulas
que interactian. Pero, como los proverbiales ciegos que describen a un elefante, estas son simple-
mente dos facetas de la misma solucién. La férmula de la serie Fourier muestra cémo cada solucién
similar a una particula puede descomponerse en sus modos vibracionales constituyentes, mientras
que la férmula de d’Alembert demuestra como las soluciones vibratorias se combinan en paquetes

de ondas en movimiento.

La coexistencia de caracteristicas de particulas y ondas recuerda el debate histérico de larga
duracion sobre la naturaleza de la luz. Newton y sus discipulos propusieron un método basado en
particulas, anticipdndose al concepto moderno de fotones. Sin embargo, hasta principios del siglo

XX, la mayorfa de los fisicos defendfan un punto de vista ondulatorio o vibratorio de Einstein.

La explicacién del efecto fotoeléctrico sirvié para resucitar la interpretacion de las particulas.
Solo con el establecimiento de la mecédnica cudntica se resolvié el debate: la luz y, de hecho, todas
las particulas subatémicas manifiestan caracteristicas tanto de particulas como de ondas, segin
el experimento y la situacion fisica. jPero una base tedrica para la desconcertante dualidad onda-
particula ya podria haberse encontrado en las férmulas de solucién en competencia de Fourier y

d’Alembert para la ecuacién de onda clésica.

11.14. Las Ecuaciones Planas de Laplace y Poisson

La ecuacién bidimensional de Laplace es la ecuacion diferencial lineal parcial de segundo orden.

’u  J%*u

@—Fa—yzzo (67)

nombrado en honor al influyente matemaético francés del siglo XVIII Pierre-Simon Laplace. Junto

con sus versiones de dimensiones superiores, es posiblemente el mas importante ecuacién diferencial
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en todas las matematicas. Una solucién con valores reales u(x, y) de la ecuacién de Laplace se conoce
como funcién armonica. Por tanto, el espacio de funciones armdnicas puede identificarse como el
nicleo del operador diferencial parcial lineal de segundo orden.

0? 0?

A= T ap

(68)

conocido como el operador de Laplace, o Laplacian para abreviar. La versién no homogénea o
forzada, a saber , ,
0°u  0%u
Ayl =—"— 4 = — = 69
] = =55+ 5 = fe) (69)

se conoce como la ecuacién de Poisson, que lleva el nombre de Simeon — Denis Poisson, a quien

Laplace le ensend. Las razones mateméticas y fisicas para incluir el signo menos se irdn aclarando

gradualmente.

Ademis de su importancia tedrica, las ecuaciones de Laplace y Poisson surgen como ecuaciones
de equilibrio bésicas en una notable variedad de sistemas fisicos. Por ejemplo, nosotros puede in-
terpretar u(x,y) como el desplazamiento de una membrana, por ejemplo, una piel de tambor; la
falta de homogeneidad f (x, y) en la ecuacién de Poisson representa un forzamiento externo sobre

la superficie de la membrana.

Otro ejemplo es el equilibrio térmico de las placas planas; aqui u(z, y) representa la temperatura y
f(z,y) una fuente de calor externa. En la mecédnica de fluidos, u(z, y) representa la funcién potencial
cuyo gradiente v = Vu es el campo vectorial de velocidad de un flujo de fl uido planar estable. Se
aplican consideraciones similares a los potenciales electrostdticos y gravitacionales bidimensionales.
Las contrapartes dindmicas de la ecuacién de Laplace son las versiones bidimensionales de las

ecuaciones de calor y de olas.

Dado que las ecuaciones de Laplace y Poisson describen configuraciones de equilibrio, casi siem-
pre aparecen en el contexto de problemas de valores en la frontera. Buscamos una solucién u (x, y)
a la ecuacién diferencial parcial definida en los puntos (x,y) que pertenecen a un dominio abierto
acotado € C R2. La solucién es necesaria para satisfacer las condiciones adecuadas en el limite del
dominio, denotado por 0f2, que constard de una o mads curvas cerradas simples, como se ilustra

en la Figura 4.7. Como en los problemas de valores de frontera unidimensionales, hay varios tipos
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especialmente importantes de condiciones de contorno.

o

Figura4,7.Un dominio plano con unidad exterior normal en su limite

Las primeras son las condiciones de contorno fijas o de Dirichlet, que especifican el valor de la
funcién u en el limite:

u(z,y) = h(z,y) para (x,y) € 0N (70)

En condiciones de regularidad leve en el dominio €2, los valores de contorno h, y la funcién de
forzamiento f, las condiciones de Dirichlet (4.85) sirven para especificar de manera tinica la solucién
u(z,y) a la ecuacién de Laplace o de Poisson. Fisicamente, en el caso de una membrana libre o
forzada, las condiciones de contorno de Dirichlet corresponden a pegar el borde de la membrana a
un cable a una altura h(z, y) sobre cada punto de contorno (z,y) € 052, como se ilustra en la Figura

4.8.

Se puede obtener ficilmente una realizacién fisica sumergiendo el alambre en una solucién de
jabon; la pelicula de jabdn resultante que se extiende sobre el alambre forma una superficie minima
que, si el alambre estd razonablemente cerca de la forma plana, es la solucién al problema de

Dirichlet prescrito por el alambre.

De manera similar, en el modelado del equilibrio térmico, una condicién de limite de Dirichlet
representa la imposicion de una distribucién de temperatura prescrita, representada por la funcion

h, a lo largo del limite de la placa.
La segunda clase importante consiste en las condiciones de frontera de Neumann.

ou
o = VU= k(x,y) en 00 (71)

en el que se prescribe la derivada normal de la solucién u en la frontera. En general, n denota

la unidad hacia afuera normal al limite 0f2, es decir, el vector de longitud unitaria, ||n|| = 1, que

es ortogonal a la tangente al limite y apunta fuera del dominio; ver la Figura 4.7. Por ejemplo, en
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termomecdnica, una condicién de limite de Neumann especifica el fl ujo de calor que sale de una

placa a través de su limite.

Las condiciones de limite de Neumann “sin flujo” u homogéneas, donde k(z,y) = 0, corresponden
a un lfmite completamente aislado. En el caso de una membrana, las condiciones de contorno de
Neumann homogéneas corresponden a un borde libre y suelto de un tambor. En la mecénica de
fluidos, las condiciones de Neumann prescriben el fl ujo de fluido a través de la frontera; en particular,

condiciones de contorno de Neumann homogéneas

o0

Figura 4,8. Condiciones de frontera de Dirichlet

corresponden a un limite sélido que el fluido no puede penetrar. De manera mds general, las
condiciones de frontera de Robin

ou
n + B(z,y)u = k(x,y) en 09

También conocidas como condiciones de limite de impedancia debido a sus aplicaciones en
electromagnetismo, se utilizan para modelar placas aisladas en banos de calor o membranas unidas

a resortes.

Finalmente, se pueden mezclar los tipos anteriores de condiciones de frontera, imponiendo, dig-
amos, condiciones de Dirichlet en una parte de la frontera y condiciones de Neumann en la parte

complementaria. Un problema tipico de valor de frontera mixto tiene la forma

—Au=f en Qu=h en D, g—u:kenN (72)
n

siendo el limite 02 = D U N la unién disjunta de un “segmento de Dirichlet”, denotado por
D, y un “segmento de Neumann” N. Por ejemplo, si u representa la temperatura de equilibrio en
una placa, entonces el segmento de Dirichlet del limite es donde la temperatura es fija, mientras

que el segmento de Neumann estd aislado o, méds generalmente, tiene un flujo de calor prescrito. De
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manera similar, al modelar el desplazamiento de una membrana, el segmento de Dirichlet es donde
el borde del tambor se une a un soporte, mientras que el segmento de Neumann homogéneo se deja

colgando libre.

11.15. Separacién de Variables para la Ecuacién de Laplace

Nuestro primer enfoque para resolver la ecuaciéon de Laplace
Pu 0%u

AUZ—@—f‘a—yz:

0

se basard en el método de separacién de variables. Como en (4.64), buscamos soluciones que se
puedan escribir como un producto
u(z,y) = v(z)w(y)
de una funcién de x sola multiplicada por una funcién de y sola. Nosotros calculamos
Pu 0%u Y
— =v"(2)w —v(z)w
92 (z)w(y) o7 (z)w"(y)
y también
0*u N Pu
ox2  Oy?

Luego separamos las variables colocando todos los términos que involucran a x en un lado de la

Au = V(@)w(y) +v(z)w’(y) =0

ecuacion y todos los términos que involucran a y en el otro; esto se logra dividiendo por v (x) w (y)

y luego escribiendo la ecuacién resultante en la forma separada

V@) ') -

v(z)  w(y)

Como argumentamos en (4.65), la tinica forma en que una funcién de x sola puede ser igual a

una funcién de y sola es si ambas funciones son iguales a una constante de separacién comiin \. Por

tanto, los factores v(x) y w(y) deben satisfacer las ecuaciones diferenciales ordinarias elementales
vV =X =0 w’"+ X w=0

Como antes, las férmulas de solucién dependen del signo de la constante de separacién A. Enu-

meramos la coleccién resultante de funciones armoénicas separables en la siguiente tabla:

11.16. Soluciones separables de la ecuacién de Laplace

Dado que la ecuaciéon de Laplace es un sistema lineal homogéneo, cualquier combinacién lineal
de soluciones también es una solucién. Por tanto, podemos construir soluciones més generales co-

mo combinaciones lineales finitas o, siempre que prestemos la debida atencién a los problemas de
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convergencia, series infinitas en las soluciones separables. Nuestro objetivo es resolver problemas de
valores en la frontera, por lo que debemos asegurarnos de que la combinaciéon resultante satisfaga las
condiciones de la frontera. Pero esta no es una tarea tan facil, a menos que el dominio subyacente

tenga una geometria bastante especial.

De hecho, los tinicos dominios delimitados en los que podemos resolver explicitamente problemas
de valores de frontera utilizando las soluciones separables anteriores son los rectdngulos. Entonces,

nos concentraremos en los problemas de valores de frontera para la ecuacién de Laplace
Au =0 en un rectangulo R ={0 <z < a,0 <y < b}

Para avanzar, permitiremos valores de limite distintos de cero en solo uno de los cuatro lados del

rectangulo. Para ilustrar, nos centraremos en las siguientes condiciones de contorno de Dirichlet:
u(z,0) = f(z),u(z,b) = 0,u(0,y) = 0,u(a,y) =0 (74)

Una vez que sepamos cémo resolver este tipo de problema, podemos emplear la superposicién
lineal para resolver el problema general del valor de frontera de Dirichlet en un rectdngulo; consulte
el ejercicio 4.3.12 para obtener mds detalles. Otras condiciones de contorno se pueden tratar de
manera similar, con la condicién de que la condicién en cada lado del rectdngulo sea completamente
Dirichlet o completamente Neumann o, mas generalmente, completamente Robin con coeficiente de

transferencia constante.

Para resolver el problema del valor en la frontera (4.91-92), el primer paso es reducir las solu-

ciones separables a solo aquellas que respetan las tres condiciones de frontera homogéneas.

La funcién separable u(z,y) = v(x)w(y) desaparecerd en los lados superior, derecho e izquierdo
del rectdngulo, siempre que

v(0) =v(a) =0 y w(b)=0
Con referencia a la tabla anterior, la primera condicién v (0) = 0 requiere

sinwr A= —w?20
v(r) = T A=0
sinh (wz) A =w? >0

donde sinh z = %(ez — e %) es la funcién del seno hiperbdlico habitual. Sin embargo, el segundo
y tercer caso no pueden satisfacer la segunda condicién de frontera v (a) = 0, por lo que los

descartamos. El primer caso conduce a la condicién
v(a) = sinwa = 0, y wa = m, 27,37, ....
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Las constantes y soluciones de separacién correspondientes (hasta un multiplo constante) son

)\n:—w2:—n 7; , U () — sin 222 n=123,.., (75)
a a

Nota: Hasta ahora, simplemente hemos recalculado los valores propios conocidos y las funciones

propias del problema familiar del valor limite v — Av = 0,v(0) = v(a) =0

A continuacién, como A = —w? < 0, tenemos w(y) = c1e®Y + coe~®Y para las constantes ¢y, Cs.
? 9 7

La tercera condicién de frontera w(b) = 0 requiere que, hasta un multiplo constante,

h—
wy(y) = sinhw(b — y) = sinh nr(b—y) (76)
a
Concluimos que las funciones arménicas
h—
un(,y) —Sln@SIHhM n=123,.., (77)
a a

proporcionar una lista completa de soluciones separables que satisfacen las tres condiciones
de contorno homogéneas. Queda por analizar la condicién de contorno no homogénea a lo largo
del borde inferior del rectdngulo. Para ello, intentemos una superposicién lineal de las soluciones
separables relevantes en forma de una serie infinita.

o0 e}
b—
y) = E Cptin (2, y) = E Cp Sin U7 Ginh nr(b = y)
a
n=1 n=1

a

cuyos coeficientes ¢y, ¢, ... serdn prescritos por la condicién de contorno restante. En el borde

inferior, y = 0, encontramos

b
chsmhﬂsin@:f(x) 0<z<a (78)

a

que toma la forma de una serie sinusoidal de Fourier para la funcién f(z). Dejar

bn ——/ f(z sinwdm (79)

sean sus coeficientes de seno de Fourier, de donde ¢* = bn /sinh(nmb/a). Por lo tanto, anticipamos

que la solucién al problema del valor en la frontera se puede expresar como la serie infinita

b,, sin 2™ sin
u(z,y) = Z

smh nrb
a

h r(b—y)

(80)

n=1
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Figura 4,9. M embrana cuadrada sobre un alambre
[ Esta serie realmente converge a la solucién del problema del valor en la frontera?

El andlisis de Fourier dice que, en condiciones muy suaves en la funcién de frontera f (x), la

respuesta es si. Suponga que sus coeficientes de Fourier estdan uniformemente acotados,
|b,| < M para toda n > 1

lo cual, de acuerdo con (4.27), es verdadero siempre que f (x) sea continuo a trozos o, mas
generalmente, integrable: foa |f(x)|dx < co. En este caso, como se le pide que pruebe en el ejercicio

4.3.20,los coeficientes de la serie sinusoidal de Fourier (4.98) van a cero exponencialmente répido:

, bysinh nr(b—y)
llm - &

b — 0 para todo 0 <y <b
n—oco  ginh %2

y asi, en cada punto dentro del rectdngulo, la serie puede aproximarse bien por suma parcial.
El teorema 3.31 nos dice que, para cada 0 < y < b, la solucién u(x,y) es una funcién infinitamente
diferenciable de x. Ademds, mediante la diferenciaciéon de términos de la serie con respecto ay y
el uso de la Proposicion 3.28, también establecemos que la solucién es infinitamente diferenciable
con respecto ay; consulte el ejercicio 4.3.21. (De hecho, como veremos, las soluciones de la ecuacién
de Laplace son siempre funciones analiticas dentro de su dominio de definicién, incluso cuando sus
valores de frontera son bastante aproximados). Dado que todos los términos individuales satisfacen
la ecuacién de Laplace, concluimos que la serie ( 4.98) es de hecho una solucién clésica al problema

del valor en la frontera.
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11.17. Coordenadas polares

El método de separacién de variables puede explotarse con éxito en algunas otras geometrias muy
especiales. Un caso particularmente importante es un disco circular. Para ser especificos, supongamos
que el disco tiene un radio de 1 y estd centrado en el origen. Considere el problema del valor limite
de Dirichlet

Au=0,2>+1* <1, y u=h, 4yt =1 (81)

de modo que la funcién u(x,y) satisface la ecuacién de Laplace en el disco unitario y las condi-
ciones de contorno de Dirichlet especificadas en el circulo unitario. Por ejemplo, u(z,y) podria

representar el desplazamiento de un tambor circular que estd unido a un cable de altura
h(z,y) = h(cos@,sin @) = h(0), —T<f<m (82)
en cada punto (z,y) = (cosd,sin#) en su borde.

Las soluciones rectangulares separables no son particularmente ttiles en esta situacién, por lo
que buscamos soluciones que se adapten mejor a una geometria circular. Esto nos inspira a adoptar

coordenadas polares.

x=rcosf,y =rsinb, or =%+ y? 0 = tan~1Y
x
y escribe la solucién u(r, ) en funcién de la misma.

Advertencia: A menudo retendremos el mismo simbolo, por ejemplo, u, al reescribir una funcién
en un sistema de coordenadas diferente. Esta es la convencién del andlisis tensorial, la fisica y la
geometria diferencial, [3], que trata la funcién (campo escalar) como un objeto intrinseco, que se

realiza concretamente a través de su férmula en cualquier sistema de coordenadas elegido.

Por ejemplo, si u(x,y) = x* + 2y en coordenadas rectangulares, entonces su expresién en coor-
denadas polares es u(r,0) = (rcos0)? + 2rsin,no r? + 26. Esta convencién evita el inconveniente

de tener que idear nuevos simbolos al cambiar de coordenadas.

Necesitamos relacionar las derivadas con respecto a xey con las derivadas con respecto a r y 6.

Realizando un célculo estandar de la regla de la cadena multivariante basado en (4.103), obtenemos

9 _ os02 L einel 9 sl _snf 0

ar Vg TS5, R Y/
entonces

0 .0 0 0 . 0 cosf 0

9= —rsmé’%—l—rcos@a—y 3y —smea— o (83)
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Aplicando los cuadrados de los tltimos operadores diferenciales a u(r, §), encontramos, después
de un célculo en el que muchos de los términos se cancelan, la forma de coordenadas polares de la

ecuacion de Laplace:
82u+ Pu 82u+ 10u+ 1 0%u
oz oy or:  ror  r?2o?

Las condiciones de contorno se imponen en el circulo unitario r» = 1, y asi, por (4.102), toman

Ay =

=0 (84)

la forma

u(1,0) = h(0) (85)

Tenga en cuenta que, para ser funciones de un solo valor de z, y, la solucién u(r, ) y sus valores

de frontera h(#) deben ser funciones periédicas de 27 de la coordenada angular:
u(r, 0+ 2m) = u(r,0), h(0 + 27) = h(0) (86)
La separacién polar de variables se basa en Ansatz
u(r,0) = v(r)w(h) (87)

lo que supone que la solucién es un producto de funciones de las variables individuales. Susti-

tuyendo (4.108) en la forma polar (4.105) de la ecuacién de Laplace se obtiene

1

V" (r)w(0) + %v'(r)w(@) + T—2v(7“)w"(0) =0

Ahora separamos las variables moviendo todos los términos que involucran r a un lado de la
ecuacioén y todos los términos que involucran a 6 al otro. Esto se logra multiplicando primero la

ecuacién por 72 /(v(r)w(f)) y luego moviendo el término final al lado derecho:

r20"(r) + ro'(r) B _w”(@) B
o e

Como en el caso rectangular, una funcién de r puede ser igual a una funcién de 6 si y solo si
ambos son iguales a una constante de separaciéon comiin, que llamamos A. Por tanto, la ecuacion

diferencial parcial se divide en un par de ecuaciones diferenciales ordinarias
20" + 1’ — M =0, w” + Aw =0 (88)

que prescribird la solucién separable (4.108). Observe que ambos tienen la forma de una ecuacién

de funcién propia en la que la constante de separacién A juega el papel del valor propio.

Como siempre, solo nos interesan las soluciones distintas de cero.
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Ya hemos resuelto el problema de valores propios para w(f). Luego w( + 27) = w(6) debe ser
una funcién periédica 27. Por lo tanto, segiin nuestra discusién anterior, este problema de valor de

frontera periédico tiene funciones propias distintas de cero
1, sinnf, cosnf n=1,2, .., (89)
correspondiente a los valores propios (constantes de separacion)
A =n? n=0,1,2 ..
Con el valor de A fijo, la ecuacién diferencial ordinaria lineal para la componente radial,
2,1

2" o —nfo =0

no tiene coeficientes constantes. Pero, afortunadamente, tiene la forma de una ecuacién dife-
rencial ordinaria de Euler de segundo orden, [23, 89|, y por lo tanto se puede resolver facilmente

sustituyendo la potencia ansatz v (r) = r*. (Véase también el ejercicio 4.3.23.) Tenga en cuenta que
vl(r) = krf=1, v (r) = k(k1)r*=2,
y por lo tanto, sustituyendo en la ecuacién diferencial
r20" 4 rol — o ="Tk(k — 1) + k — n?r* = (k* — n?)r"
Por tanto, r* es una solucién si y solo si
E*—n?>=0 vy porlotanto k= =+n
Para n # 0, hemos encontrado las dos soluciones linealmente independientes
vi(r) =r", vo(r) = 17", n=1,2,.. (90)

Cuando n = 0, la potencia ansatz produce solo la solucién constante. Pero en este caso, la

2

ecuacién r° v’+ rv’ = 0 es efectivamente de primer orden y lineal en v, por lo que se integra

facilmente. Esto proporciona las dos soluciones independientes
vi(r) =1, v2(r) =logr n=>0 (91)

Combinando (4.110) y (4.112-113), producimos la lista completa de soluciones de coordenadas

polares separables para la ecuacién de Laplace:
1,r"cosnf, r"*sinnd, logr, r " cosnf, r "sinnf, n=1,2,3, (92)
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Ahora, las soluciones en la fila superior de (4.114) son continuas (de hecho analiticas) en el
origen, donde r = 0, mientras que las soluciones en la fila inferior tienen singularidades como r — 0.
Estos tltimos no son ttiles en la situaciéon actual, ya que requerimos que la solucién permanezca
acotada y suave, incluso en el centro del disco. Por lo tanto, debemos usar solo las soluciones no
singulares para inventar una solucién en serie candidata

u(r,0) = % + Z(anr" cosnf + b,r" sinnf) (93)

n=1
Los coeficientes a,,, b, serdn prescritos por las condiciones de contorno (4.106). Sustituyendo
r = 1, obtenemos
u(1,0) = % + Zl(an cosnf + b, sinnfh) = h(6)

Reconocemos esto como una serie estdndar de Fourier (3.29) (con # reemplazando x) para la

funcién periédica 27h(6). Por lo tanto

1 ™

a, = —/ h(0) cos nBde, (94)
™ —T
1 (7 )

b, = —/ h(0) sin nfdo (95)
T™J-n

son precisamente sus coeficientes de Fourier, cf. (3,35). De esta manera, hemos producido una

solucién en serie (4.115) para el problema del valor en la frontera (4.105-106).

Observacion: Presentamos la variable compleja
z=x+iy=re? =rcosh +irsinf (96)

nos permite escribir

2" = e =y cosnb + ir™ sin nf

Por lo tanto, las soluciones separables no singulares son los polinomios arménicos
rcosnf = Rez",  r"sinnf = Imz" (97)

Los primeros se enumeran en la siguiente tabla:

n Re 2" Im 2"

0 1 0

1 T Y

2 z? — 2 2xy

3 z3 — 3zy? 3z2y — °
4 gt — 4z + o dxdy — 4z
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Su expresion general se obtiene mediante la férmula binomial:
2= (z+ay)"

= 2" 4 na" (iy) + (Z) "2 (iy)? + (g) 2" (iy)® + .+ ()"

= 2" +ina"ty — (Z) "2 — z<g) "y L

(Z) - k,(%k). (98)

donde

Figura 4,10. Membrana unida a un alambre helicoidal

son los coeficientes binomiales habituales. Separando los términos reales e imaginarios, produci-

mos la férmula explicita

r"cosnf = Rez" = 2" — (Z) " 2y2 (Z) A Tl (99)

r"sinnd = Im 2" = na" ly — <z> T (Z) "y’ 4 (100)

para los dos polinomios armonicos independientes de grado n.

Ejemplo 25 Considere el problema del valor limite de Dirichlet en el disco unitario con
u(1,0) =6 para —rt<f<T7 (101)

Los datos de contorno se pueden interpretar como un cable en forma de una sola vuelta de una
hélice en espiral que se asienta sobre el circulo unitario. El cable tiene una discontinuidad de un
solo salto, de magnitud 27, en el punto limite (—1,0). La serie Fourier requerida

sin260  sin 360 _ sin 460

h(0) =0 ~ 2(sinf — 5 + 3 1 +.)
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ya se calcul6 en el ejemplo 3.3. Por lo tanto, invocando nuestra férmula de solucién (4.115-116),

tenemos
r2 sin 26 N r3sin30  r*sin 40 )
2 3 4 -

es la solucién deseada, que se representa en la figura 4.10. De hecho, esta serie se puede resumir

u(r,0) = 2(rsinf — (102)

explicitamente. En vista de (4.119) y la férmula habitual (A.13) para el logaritmo complejo, tenemos

2 3 4

u:21m(z—z—+z——z—+...) =2Imlog(1+ 2) = 2¢
2 3 4
donde
o =tan™! Y

1+

es el dangulo que forma la linea que pasa por los dos puntos (z,y) y (1,0) con el eje =, como se
muestra en la figura 4.11. Debe intentar convencerse de que, en el circulo unitario, 2¢) = 0 tiene los
valores limite correctos. Observe que, aunque los valores limite son discontinuos, la solucién es una

funcion analitica dentro del disco.

De hecho, a diferencia de la serie rectangular (4.98), la férmula de solucién de la serie polar
general (4.115) puede, de hecho, sumarse en forma cerrada. Si sustituimos las férmulas explicitas de
Fourier (4.116) en (4.115), recordando cambiar la variable de integracién a, digamos, ) para evitar

un conflicto de notacién, obtenemos

u(r,0) = 30 Z a"r" cosnf + b,r" sinnf)
1 [ = [r"cosnf [T r"sinnf [T
= 2—/ )dy + HZ:; [—w /_7r h(v) cos nypde) + — /_7r
_ l/
oo

_ ;/_ h(y) %+Z7’”cosn(9—¢)] dip

h(1)) sin nwdw]

1 o0
5 + ; r™(cos nf cos ny + sin nf sin nw)] dip

A continuacién, mostramos cémo sumar la serie final. Usando (4.118), podemos escribirlo como

la parte real de una serie geométrica

1 o, 1 — 1 z 142
54—;7' cosnfd = Re(§+;z)—Re(§+:)—Re(m)

(14 2)(1—2) Re(1+2z— 2z — |2
= Re( ) = 5
21 — 2| 211 — 7|
1|z 1—r?

2|11 — 2> 2(1+7%—2rcosf)
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que se conoce como el niicleo de Poisson. Sustituir nuevamente en (4.125) establece la importante

férmula integral de Poisson para la solucién del problema del valor en la frontera.

Figura 4,12. Temperatura de equilibrio de un disco

Ejemplo 26 Un disco de metal uniforme de radio unitario tiene la mitad de su limite circular a 1°,
mientras que la otra mitad se mantiene a 0°. Nuestra tarea es encontrar la temperatura de equilibrio

u(z,y). En otras palabras, buscamos la solucion al problema del valor de frontera de Dirichlet

2,2
+y"=1y>0
Au =0 242 <1 =7 103
En coordenadas polares, los datos de los limites son una funcién escalonada (periédica)
1, O0<fb<m
h(0) = ’
(6) {0, —7r<9<0}
Por tanto, segin la férmula de Poisson (4.126), la solucién viene dada por
1 (7 1—r?
) = — h d 104
u(r,9) 21 ). %) 1472 —2rcos(f — 1) v (104)
—Ltanl(12), 0<f<nm
= 1 (105)
2
—%tan_l(;;’fe), -m< <0
donde usamos la rama principal —%w < tan"'t < %W f la tangente inversa. Volviendo a

coordenadas rectangulares, encontramos que la temperatura de equilibrio tiene la explicita férmula

( 1 1— 2 _ .2
1__tan—1<#) Pl g0
™ 2y

u(xay): s $2+y2<17 y:O

tan~—! Py 2, .2
——tan T r+y <1, y<0
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Promedio, principio méximo y analiticidad Investiguemos algunas consecuencias importantes de
la férmula integral de Poisson (4.126). Primero, establecer r = 0 produce
1 iy
u0.0)= 5 [ hw)dy (106)
2 J_.
El lado izquierdo es el valor de u en el origen - el centro del disco y por lo tanto independiente
de 0; el lado derecho es el promedio de sus valores limite alrededor del circulo unitario. Esta férmula

es un ejemplo particular de un hecho general importante.

Teorema 27 Sea u(x,y) armdnico dentro de un disco de radio a centrado en un punto (xo, o)
con valores de frontera continuos por partes (o, mds generalmente, integrables) en el circulo C =
{(x — 20)*> + (y — y0)® = a®}. Entonces su valor en el centro del disco es igual al promedio de sus

valores en el circulo limite

1 ™
u(zo, yo) = 5 u(zo + acos b, yo + asinh)dd (107)

-7
Demostracion 1 Usamos las simetrias de traslacion y escala de la ecuacion de Laplace, para ma-
pear el disco de radio a centrado en (o, yo) al disco unitario centrado en el origen. Especificamente,
establecemos

Ulx,y) = u(xo + ax, yo + ay) (108)

Un célculo sencillo de la regla de la cadena demuestra que U(z,y) también satisface la ecuacién

de Laplace en el disco unitario 2% + y* < 1, con valores de frontera
h(#) = U(cosf,sin ) = u(zg + acosb,yo + asinb)
Por lo tanto, por (4.130),

U(0,0) = i/ h(0)do = %/ U(cos 0, sin 0)do

2 J_,

Reemplazar U por su férmula (4.132) produce el resultado deseado.

Una consecuencia importante de la férmula integral (4.131) es el Principio Maximo Fuerte para

funciones armonicas.

Teorema 28 Sea u una funcion armonica no constante definida en un dominio acotado €2 y con-
tinua en 0. entonces alcanza sus valores mdzximo y minimo solo en los puntos limite del dominio.

En otras palabras, si
m = min{u(z, y)|(z,y) € 09}, M = maz{u(z,y)|(z,y) € 00},
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son, respectivamente, sus valores maximo y minimo en el lfimite, entonces
m<u(z,y) <M
en todos los puntos interiores (z,y) € 2.

Demostracién 2 Sea M* > M el valor mazimo de u en todo 2 = QUOISY, y suponga queu(xg, yo) =
M* en algin punto interior(xg,yo) € . El teorema 4.8 implica que u(xo,yo) es igual a su promedio
sobre cualquier circulo C centrado en (xg,yo) que delimita un disco cerrado contenido en §). Dado
que u es continua y < M* en C, su promedio debe ser estrictamente menor que M, excepto en el
caso trivial en el que es constante e igual a M en todo C. Por lo tanto, nuestra suposicion implica
que u(x,y) = M* = u(xg,y0) para todos (x,y) pertenecientes a cualquier circulo C' C € centrado
en (xo,%0). Dado que Q) estd conectado, esto nos permite concluir que u(x,y) = M es constante a

lo largo de §2, en contradiccion con nuestra suposicion original.

Un argumento similar funciona para el minimo; alternativamente, se puede intercambiar méximo

y minimo reemplazando u por —u.

Fisicamente, si interpretamos u(x,y) como el desplazamiento vertical de una membrana estirada
sobre un alambre, entonces el teorema 4.9 dice que, en ausencia de forzamiento externo, la membrana
no puede tener protuberancias internas; sus puntos mas alto y més bajo son necesariamente en el
limite del dominio. Esto reconfirma nuestra intuicién fisica: la fuerza restauradora ejercida por la
membrana estirada servird para aplastar cualquier bulto, y por lo tanto una membrana con un
maximo o minimo local no puede estar en equilibrio. Una interpretacion similar es vélida para la

conduccién de calor.

Un cuerpo en equilibrio térmico alcanzara su temperatura méxima y minima solo en los puntos
limite. De hecho, la energfa térmica fluiria lejos de cualquier maximo interno, o hacia cualquier
minimo local, por lo que si el cuerpo contuviera un maximo o minimo local en su interior, no podria

permanecer en equilibrio térmico.

El principio méaximo implica inmediatamente la unicidad de las soluciones al problema del valor

de frontera de Dirichlet para las ecuaciones de Laplace y Poisson:

Teorema 29 Si u y 4 satisfacen la misma ecuacion de Poisson —Au = f = Au dentro de un

dominio acotado 2, yu =1 en 0S), y u = U en todo S2.
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Demostraciéon 3 Por linealidad, la diferencia v = u — u satisface el problema de wvalor limite
homogéneo Av =0 en Q yv =0 en 0N2. Nuestra suposicion implica que los valores limite mdximo
y minimo de v son ambos 0 = m = M. El teorema 4.9 implica que v(x,y) = 0 en todo (x,y) € Q,

y por lo tanto u = u en todas partes en €.

Finalmente, analicemos la analiticidad de las funciones armonicas. En vista de (4.119), el término

de enésimo orden en la solucién en serie polar (4.115), a saber,
a,r" cosnf + b,r" sinnf = a, Rez" + b,Imz" = Re[(a, — ib,)z"]

es, de hecho, un polinomio homogéneo en (z,y). Esto significa que, cuando se escribe en coor-
denadas rectangulares z e y, (4.115) es, de hecho, una serie de potencias para el arménico funcién
u(z,y). Es bien sabido, [8, 23, 97], que cualquier serie de potencias convergentes converge a una
funcién analitica, en este caso u(z,y). Ademds, la serie de potencias debe ser, de hecho, la serie de
Taylor para u(x,y) basada en el origen, por lo que sus coeficientes son multiplos de las derivadas

de u en x = y = 0. Los detalles se resuelven en el ejercicio 4.3.49.

Podemos adaptar este argumento para probar la analiticidad de todas las soluciones a la ecuacién

de Laplace.

Noétese especialmente el contraste con la ecuacién de onda, que tiene muchas soluciones no

analiticas.

Teorema 30 Una funcion armdnica es analitica en todos los puntos del interior de su dominio de

definicion.

Demostracién 4 Seau (z,y) una solucion a la ecuacion de Laplace en el dominio abierto Q C R?.
Sea 9 = (x0,%0) € Q, y elija a > 0 tal que el disco cerrado de radio a centrado en xzq esté

completamente contenido dentro de §):
Da(s) = {|l — w0l < a} € ©

donde ||- || es la norma euclidiana habitual. Entonces, la funcién U(z,y) definida por (4.132)
es arménica en el disco unitario, con valores de frontera bien definidos. Por lo tanto, segin las
observaciones anteriores, U(z,y) es analitico en todos los puntos dentro del disco unitario, y por lo
tanto también lo es

u(e,y) = U(—=, 2=

a a
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en cada punto (z,y) del interior del disco D,(x¢). Dado que xy € Q) era arbitrario, esto establece

la analiticidad de u en todo el dominio.

Con esto concluye nuestra discusién del método de separacién de variables para la ecuacién
planar de Laplace y algunas de sus importantes consecuencias. El método se puede utilizar en

algunos otros sistemas de coordenadas especiales.

11.18. Clasificaciéon de ecuaciones diferenciales parciales lineales

Por fin, hemos sido introducidos a las tres ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

lineales paradigméticas para funciones de dos variables. Las versiones homogéneas son:
1. La ecuacién de onda: uy — c?uy, = 0, hiperbdlica,
2. La ecuacién del calor: u; — yu,, = 0, parabdlico,
3. Ecuacién de Laplace: ug, + u,, = 0, eliptica.

La tdltima columna indica el tipo de ecuacién, de acuerdo con la taxonomia estandar de ecuaciones
diferenciales parciales; una explicacion aparecerd momentdneamente. Las ecuaciones de onda, calor

y Laplace son los representantes prototipicos de estos tres géneros fundamentales.

Cada género tiene sus propias caracteristicas analiticas distintivas, manifestaciones fisicas e in-
cluso esquemas de soluciéon numérica. Las ecuaciones que gobiernan las vibraciones, como la ecuacion
de onda, son tipicamente hiperbdlicas. Las ecuaciones que modelan la difusién, como la ecuacién del
calor, son parabdlicas. Las ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas normalmente representan procesos

dindmicos, por lo que una de las variables independientes se identifica como tiempo.

Por otro lado, las ecuaciones que modelan los fenémenos de equilibrio, incluidas las ecuaciones
de Laplace y Poisson, suelen ser elipticas y solo involucran variables espaciales. Las ecuaciones
diferenciales parciales elipticas estdan asociadas con problemas de valores de frontera, mientras que
las ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas requieren problemas de valores de frontera iniciales y

iniciales.

La teorfa de clasificaciéon de ecuaciones diferenciales parciales lineales reales de segundo orden
para una funcién de valor escalar u (t, x) que depende de dos variables procede de la siguiente

manera. La ecuacién mds general de este tipo tiene la forma
L[u] = Auy + Bug, + Cuyy + Duy + Bu, + Fu =G (109)
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donde se permite que los coeficientes A, B,C, D, E, F' sean funciones de (¢,z), al igual que
la funcién de inhomogeneidad o forzado G(t,z). La ecuacién es homogénea si y solo si G = 0.
Suponemos que al menos uno de los coeficientes principales A, B, C no es idénticamente cero, ya

que de lo contrario, la ecuacién degenera en una ecuaciéon de primer orden.

La cantidad clave que determina el tipo de tal ecuacién diferencial parcial es su discriminante
A = B? — 4AC (110)

Esto deberfa (y por una buena razén) recordarle al lector el discriminante de la ecuacién cuadréti-
ca

Q(m,y):Ax2+Bmy+C’y2+Dx+Ey+F:0

cuyas soluciones trazan una curva plana, una seccién cénica. En los casos no degenerados, el

discriminante (4.135) fija su tipo geométrico:
1. Hipérbola cuando A > 0

2. Pardbola cuando A =0

3. Elipse cuando A < 0

Esto motiva la eleccién de la terminologia utilizada para clasificar las ecuaciones diferenciales

parciales de segundo orden.

Definicién 4 FEn un punto (t, x), la ecuacion diferencial parcial lineal de seqgundo orden (4.134) se

llama
1. Hiperbdlico si A(t,xz) >0
2. Parabdlico si A(t,z) = 0, pero A2+ B>+ C? #0
3. Eliptica si A(t,z) <0
4. Singular si A=B=C=0
En particular:
1. La ecuacién de onda uy — u,, = 0 tiene discriminante A = 4 y es hiperbdlica.

2. La ecuacién de calor u,, — u; = 0 tiene discriminante A = 0 y es parabdlica.
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3. La ecuacién de Poisson uy + u,, = —f tiene discriminante A = —4 y es eliptica.

Ejemplo 31 Cuando los coeficientes A, B, C varian, es posible que el tipo de ecuacion diferen-
cial parcial no permanezca fijo en todo el dominio. Las ecuaciones que cambian de tipo son menos
comunes, ademds de ser mucho mds dificiles de analizar y resolver, tanto analitica como numéri-
camente. Un ejemplo que surge en la teorta de la aerodindmica supersonica, [44], es la ecuacion de

Tricoma
0’y  0%u

Comparando con (4.134), encontramos que
A=2,B=0,C=1, mientras D=F=F =G =0.
El discriminante en este caso particular es
A = B* - 4AC = 4x,

y por tanto la ecuacion es hiperbdlica cuando x> 0, eliptica cuando x <0 y parabdlica en la linea

de transicién x = 0. En el modelo fisico, la regiéon hiperbdlica corresponde al flujo subsénico, mientras
Y )

que las regiones supersénicas son de tipo eliptico. El limite parabédlico de transicién representa la

linea de choque entre las regiones subsénicas y supersoénicas: el familiar boom sénico cuando un

avidon cruza la barrera del sonido.

Si bien esta clasificacién tripartita en ecuaciones hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas aparece
inicialmente en el contexto bivariado, la terminologia, las propiedades subyacentes y los modelos
fisicos asociados se trasladan a las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en dimen-
siones superiores. La mayoria de las ecuaciones diferenciales parciales que surgen en las aplicaciones
pertenecen a una de estas tres categorias, y es justo decir que el campo de las ecuaciones diferen-
ciales parciales se divide en tres subcampos distintos. O mds bien cuatro subcampos, el tltimo que
contiene todas las ecuaciones, incluidas las de orden superior, que no encajan en la categorizacion

anterior.

Observacion 1 La clasificacion en tipos hiperbdlicos, parabdlicos, elipticos y singulares se traslada
como se indica a ecuaciones cuasilineales de sequndo orden, cuyos coeficientes A, ..., G pueden
depender de u y sus derivadas de primer orden, wu;, u, . Aqui el tipo de ecuacion puede variar tanto

con el punto en el dominio como con la solucion particular que se esté considerando.
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Incluso de manera mas general, para una ecuacién diferencial parcial de segundo orden comple-
tamente no lineal

H<t) Ty U, Uy Ugy Uty Uty ua:a:) =0
uno define su discriminante como
A=

Su signo determina el tipo de ecuacién como arriba, nuevamente dependiendo del punto en el

oH ., ,0H 0H

8ut:c auift au;m:

dominio y la solucién bajo consideracion.

11.19. Caracteristicas y el problema de Cauchy

En el capitulo anterior, descubrimos que las curvas caracteristicas gufan el comportamiento de las
soluciones a ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. Las caracteristicas juegan un papel
igualmente fundamental en el anédlisis de ecuaciones y sistemas diferenciales parciales hiperbdlicos

mas generales.

En particular, proporcionan un mecanismo para distinguir entre las diversas clases de ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden.

Como antes, centraremos nuestra atencién en ecuaciones diferenciales parciales que involucran
dos variables independientes. El punto de partida es el problema del valor inicial general, también
conocido como el problema de Cauchy, en honor al prolifico matemadtico francés del siglo XIX
Augustin-Louis Cauchy, justamente famoso por sus contribuciones de amplio alcance a lo largo de
las matemaéticas y sus aplicaciones, incluido el Cauchy- La desigualdad de Schwarz, muchos de los
conceptos fundamentales en el andlisis complejo, asi como los fundamentos de la elasticidad y la

ciencia de los materiales.

El problema general de Cauchy especifica datos iniciales apropiados a lo largo de una curva suave
I' C R? y busca una solucién a la ecuacién diferencial parcial que asume los datos iniciales dados
en I'. En todos nuestros ejemplos, la curva en cuestiéon ha sido una linea recta, por ejemplo, el eje
x, pero facilmente se podrian imaginar situaciones méds generales. Si la ecuacién diferencial parcial
tiene orden n, entonces los datos de Cauchy consisten en los valores de la variable dependiente u

junto con todas sus ecuaciones diferenciales parciales hasta el orden n en la curva I'.

Para la mayoria de las curvas, existe una solucién unica u(t, z) a la ecuacién diferencial parcial
que alcanza los valores especificados a lo largo de I'. Mds rigurosamente, si estamos en la categoria

analitica, lo que significa que la ecuacién diferencial parcial, la curva y el Cauchy.
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Todos los datos estan especificados por funciones analiticas, entonces el Teorema fundamental
de Cauchy-Kovalevskaya garantiza la existencia de una solucién analitica u(t,x) al problema de
Cauchy cerca de cualquier punto de la curva inicial. El enunciado de la prueba de este importante
heorema, debido a Cauchy y, en forma general, al influyente matematico ruso del siglo XIX Sofia
Kovalevskaya, se basa en la construccién de series de potencias convergentes para la solucion deseada
y nos llevarfa demasiado lejos. Las curvas excepcionales, para las que no se aplica el teorema de
existencia de Cauchy-Kovalevskaya, se denominan las caracteristicas de las ecuaciones diferenciales

parciales subyacentes.

Msés prosaicamente, una curva I' se llamard no caracteristica para la ecuacién diferencial parcial
dada si se pueden determinar los valores de todas las derivadas de u a lo largo de I' a partir de
los datos de Cauchy especificados. De hecho, la determinacién de los valores de las derivadas de
orden superior a lo largo de la curva es un paso preliminar necesario para establecer el resultado de
existencia de Cauchy-Kovalevskaya. Como mostraremos ahora, este requisito sirve para distinguir
las curvas caracteristicas y no caracteristicas de los ejemplos que ya hemos encontrado y, por lo

tanto, para llevar a su caracterizacién en contextos mucho méds generales.

Para ilustrar el requisito anterior, comencemos con una ecuacién diferencial lineal parcial de
primer orden de la forma
ou ou

5 + c(t, x)% = f(t,z) (112)

Sea I' C R? una curva suave parametrizada por z(s) = t(s),z(s)?, donde la suavidad requiere
que su vector tangente no desaparezca: x/(s) == (dt/ds,dxz/ds)’ = 0. Dado que la ecuacién es de
orden n = 1, los datos de Cauchy requieren especificar los valores de la variable dependiente u solo

a lo largo de I' en otras palabras, la funcién

h(s) = u(t(s), z(s))

La curva no serd caracteristica de entonces podemos determinar los valores de las derivadas de

u a lo largo de I', comenzando con

ou ou
SL(t(s),2(5), 5 (H(s). 2(5) (113)

Para ello, diferenciemos los datos de Cauchy (4.141): aplicando la regla de la cadena, obtenemos

W) = Tult(s),a(s)) = Te(b(s), 2() 0 + T4 (1(s), () o

Por otro lado, suponemos que u(t, x) resuelve la ecuacion diferencial parcial (4.140) en todos los

puntos de su dominio de definicién. En particular, en los puntos de la curva I', la ecuacién diferencial
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parcial requiere
2 1(5), () + elt(s), 2() G (0(5), 2(5)) = F(0(s), 2(5)) (114

Podemos considerar (4.143-144) como un par de ecuaciones algebraicas lineales no homogéneas,

que pueden resolverse de manera tnica para las cantidades atin desconocidas (4.142), a menos que

el determinante de su matriz de coeficientes desaparezca:

L c(t(s),z(s)) |, dx dt
det(dt/ds dx/ds) =" c(t(s),x(s))£ =0 (115)

Esta condicién sirve para definir una curva caracteristica para la ecuacién diferencial parcial
de primer orden (4.140). En particular, si la curva estd parametrizada por s = t, es decir, puede
identificarse con la grafica de una funcién = = ¢(t), entonces la condicién caracteristica (4.145) se

reduce a
dx

dt

reproduciendo asi nuestra definicién original de curva caracteristica, como en (2.18) y, de manera

=c(t,x)

més general, en el ejercicio 2.2.26. Por otro lado, si el determinante (4.145) es distinto de cero,
entonces se pueden resolver (4.143-144) los valores de las derivadas de primer orden (4.142) a lo

largo de T'.

Una mayor diferenciacién de estas condiciones demuestra que, de hecho, se pueden determinar
los valores de todas las derivadas de orden superior de la solucién u a lo largo de la curva, lo que,

por tanto, no es caracteristico.

A continuacién, considere una ecuacién diferencial parcial lineal no singular de segundo orden
de la forma (4.134). Dado que la ecuacién tiene orden n = 2, los datos de Cauchy a lo largo de una

curva [' parametrizada como arriba constan de los valores de la funcién y sus primeras derivadas

ou ou
W(t()#(9), S als) S (b(s), a(s) (116)
Sin embargo, este tltimo no se puede especificar de forma independiente. De hecho, dado el valor

de la variable dependiente, h(s) = u(t(s),z(s)), A lo largo de I, su derivada

W) = Lu(t(s),2(5)) = e(b(s), 2() T+ T2 (1(s), 2(5)) (17

prescribe una combinacién particular de las dos derivadas de primer orden. Por tanto, una vez
que se conoce el valor de una derivada de u sobre I, la otra se fija automdaticamente mediante la
relacion (4.148). Por ejemplo, si fl—iz # 0, podemos usar (4.148) para determinar u, (t(s),z(s)) ,

conociendo u (t(s),z(s)) y w (t(s), z(s)).
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De manera similar, si diferenciamos los valores de primer orden derivadas con respecto al
pardametro de la curva, podemos determinar dos combinaciones de derivadas de segundo orden

a lo largo de la curva I':

d Ou 0%u dt 0%u dx
E@(t(S)J(S)) = @(t(S)J(S))% + 8t8x<t(5>’x<5))£ (118)
d Ou 0*u dt  0%*u dx
E@(t(s)vl’(@) = 5162 (t(S)al’(S))E + @(t(s)al’(S))E (119)

Por otro lado, la ecuacién diferencial parcial (4.134) induce una tercera relacién entre las
derivadas parciales de segundo orden uy, uy,, u,,. Estas tres ecuaciones lineales se pueden resolver
de forma tnica para los valores de estas derivadas en I' si y solo si el determinante de su matriz de

coeficientes es distinto de cero:

Concluimos que una curva suave z(s) = (¢(s),z(s))? C R? es una curva caracteristica para
la ecuacién diferencial parcial lineal no singular de segundo orden (4.134) siempre que su vector
tangente z'(s) = (dt/ds,dxz/ds)T # 0 satisface la ecuacién caracterfstica cuadratica (4.150). Por el
contrario, si la curva no es caracteristica, lo que significa que su tangente no satisface (4.150) en
ninguna parte, entonces, con un poco de trabajo adicional, se pueden determinar todas las derivadas
de orden superior de la solucién u(t, ) a lo largo de T', y luego , al menos en la categoria analitica,

probar la existencia de una solucién al problema de Cauchy, [35].

Segin el ejercicio 4.4.20, el estado de una curva como caracterfstica o no no depende de la
eleccién de la parametrizacién. En particular, si la curva estd dada por la gréfica de la funcion
xr = z(t), que parametrizamos mediante s = ¢, entonces la ecuacién caracteristica (4.150) toma la

forma de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden cuadriticamente no lineal

A(t,az)(cjl—f)z - B(t,x)fl—f +C(t,r) =0

cuyas soluciones son curvas caracteristicas de la ecuacion diferencial parcial de segundo orden.

Advertencia: Si A(t, z) = 0, entonces la ecuacién diferencial parcial admite curvas caracteristicas
con tangentes verticales que no pueden ser parametrizadas por s = t. Por ejemplo, si A(t,z) = 0,
entonces las lineas verticales, por ejemplo, t = constante, x = s, son caracteristicas, satisfacen

(4.150), pero no aparecen como soluciones para (4.151).
Por ejemplo, considere la ecuaciéon de onda hiperbdlica
Uy — Clyy = 0
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De acuerdo con (4.151), cualquier curva caracteristica que viene dada por la gréfica de x (t)

debe resolver
dx

2 2
V22—
()" —c
lo que implica que
dx
>4
it~ ¢

Asi, de acuerdo con nuestro andlisis anterior, las curvas caracteristicas son las rectas de pendiente
+c, y hay dos curvas caracteristicas que pasan por cada punto del plano (¢,z). Por otro lado, la
ecuacién eliptica de Laplace

Ut + Ugy = 0

no tiene curvas caracteristicas (reales), ya que la ecuacioén caracteristica (4.150) se reduce a

da\? L 2 0
ds ds)
y no se permite que t, y xs desaparezcan simultdneamente. Finalmente, para la ecuacién de calor

parabdlico

Ugr — U = 0

la ecuacion de la curva caracteristica (4.150) es simplemente

() 0
ds

(dado que el término de la primera derivada no juega ningtin papel), por lo que solo hay una
curva caracteristica que pasa por cada punto, a saber, la linea vertical t = constante. Observe que el
problema de valor inicial estdndar u(0,z) = f(x) para la ecuacién de calor tiene lugar en una curva
caracteristica, el eje z, pero no toma la forma de un problema de Cauchy, que también requeriria

especificar las derivadas de primer orden wu;(0, ), u,(0,z) alli. Y de hecho, el problema del valor

inicial estdndar no estd bien planteado cerca del eje x caracteristico para negativo ¢ < 0.

En general, el nimero de soluciones reales a la ecuacién de la curva caracteristica cuadrédtica no
degenerada (4.150) depende de su discriminante A = B — 4AC": En el caso hiperbélico, A > 0, y
hay dos curvas caracteristicas reales que pasan por cada punto; en el caso parabdlico, A = 0, y solo
hay una curva caracteristica real que pasa por cada punto; en el caso eliptico, A < 0, y no existen

curvas caracteristicas reales.

De esta manera, las ecuaciones diferenciales parciales elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas se

distinguen por el nimero de curvas caracteristicas (reales) que pasan por un punto, a saber, cero, uno
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y dos, respectivamente. Las ecuaciones diferenciales parciales de primer orden también se consideran

hiperbdlicas, ya que siempre admiten curvas caracteristicas reales.

Con un anélisis més detallado [35, 70, 122], se puede demostrar que, al igual que con la ecuacién
de onda, las senales y las perturbaciones se propagan a lo largo de curvas caracteristicas. Por lo
tanto, las ecuaciones hiperbédlicas comparten muchas propiedades cualitativas con la ecuacién de

onda, con senales que se mueven en dos direcciones diferentes.

Por ejemplo, los rayos de luz se mueven a lo largo de curvas caracteristicas y, por lo tanto, estan
sujetos a los fenémenos épticos de refraccion y enfoque. De manera similar, dado que las curvas
caracterfsticas de la ecuacion de calor parabdlico son las lineas verticales, esto indica que el efecto de
una perturbacién en un punto (t,z) = (to, o) se siente simultdneamente a lo largo de toda la linea
vertical contempordnea t = t, . Esto tiene la implicacién de que las perturbaciones en la ecuacién
del calor se propagan a una velocidad infinita, un hecho contrario a la intuicién que se explicard

con mas detalle en la seccién 8.1.

Las ecuaciones elipticas no tienen caracteristicas y, como consecuencia, no admiten la propa-
gacién de senales; de hecho, el efecto de una perturbacién localizada se siente inmediatamente en
todo el dominio. Por ejemplo, incluso cuando una fuerza externa se concentra cerca de un solo

punto, desplaza toda la membrana.
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12. Capitulo III: Aplicaciones de las EDP

Este espacio presenta temas seleccionados de ciencia e ingenierfa desde el punto de vista de
las matematicas aplicadas. Los fenémenos naturales, socioeconémicos y de ingenierfa descritos se
modelan mediante ecuaciones diferenciales parciales que relacionan variables de estado como la
masa, la velocidad y la energfa con sus variaciones espaciales y temporales. Por lo general, estas
ecuaciones son altamente no lineales; en muchos casos son sistemas, y representan desafios incluso

para las m&s modernas y sofisticadas técnicas mateméticas y numérico-analiticas.

Los temas seleccionados reflejan los intereses cientificos del autor desde hace mucho tiempo.
Incluyen flujos de fluidos y gases, flujos de materiales granulares, procesos biolégicos como la for-
macién de patrones en pieles de animales, cinética de gases enrarecidos, lfmites libres, dispositivos

semiconductores y procesos socioeconémicos.

Cada tema se introduce brevemente en su contexto cientifico o de ingenierfa, seguido de una
presentaciéon de los modelos matematicos en forma de ecuaciones diferenciales parciales con una
discusién de sus propiedades matematicas bésicas. Se ilustra cada tépico con una serie de sus propias
fotograffas, que demuestran que las ecuaciones diferenciales parciales son herramientas poderosas

para modelar una gran variedad de fenémenos que influyen en nuestra vida diaria.

12.1. Ecuaciones cinéticas: de Newton a Boltzmann

Para comprender la jerarquia de modelado, considere un transbordador espacial que orbita el
tierra fuera de su capa atmosférica, es decir, en el vacio. Obviamente, el transbordador se mueve
alli en movimiento balistico libre de interacciones. Luego, cuando el transbordador comienza su fase
de reingreso, interacciones del casco del transbordador con las moléculas de la atmdsfera superior
comenzard a tener lugar. Desde la atmdésfera superior es altamente enrarecido, solo unas pocas

interacciones ocurrirdn dentro de una unidad de tiempo dada.

Después de un corto tiempo, cuando el transbordador entre mds profundamente en la capa
atmosférica de la tierra, el efecto de estas colisiones entre la molécula de gas y el casco del trans-
bordador sera equilibrar dindmicamente el movimiento del transbordador de transmision libre. Mas
profundo en el atmdsfera, cerca de la superficie de la tierra, el aire se vuelve atin menos enrarecido,
de modo que habré muchas colisiones de particulas de aire con el transbordador casco (y muchas
colisiones de moléculas de aire con moléculas de aire) dentro de una unidad dada de tiempo tal que

empiezan a dominar el movimiento del transbordador.

117



Luego, la célebre ecuacién de Boltzmann, llamada asf por el fisico vienés Ludwig Boltzmann'
(1844-1906) que describe la evolucién temporal de la densidad de masa del espacio de fase f de un
gas enrarecido de una sola particula con idénticas, perfectamente moléculas esféricas que colisionan

elasticamente dice:
1 m
O f(m, 1) 25/ K (m—m/m') f(m—m't)f(m t)dmn’
0

_ /0 T K (mom) (i t) fm, tydn

La ecuacién de Boltzmann ha sido un gran desafio para los mateméticos (una larga lista comien-
za con David Hilbert) pero atin faltan algunos resultados analiticos importantes. Por ejemplo, la
existencia de soluciones, globalmente definidas para tiempo, para todos los datos iniciales arbitraria-
mente grandes no negativos con masa finita, energia, momento de inercia y entropia ha sido probado

s6lo en 1989 en un importante articulo de Ron DiPerna y Pierre-Louis Lions?.

Estas soluciones se obtienen mediante el llamado procedimiento de renormalizacién de la ecuacién
de Boltzmann que trata efectivamente con la naturaleza cuadrética de la integral de colisién. Son
bastante débiles, de modo que ni su singularidad ni determina su conservacién de la energfa. La falta
de suavidad de la soluciones renormalizadas de la ecuacién de Boltzmann es también un obstaculo
importante en la bisqueda de la justificacion matem&ticamente rigurosa de su pequeno Knudsen

limites numéricos, aunque en los tdltimos anos se ha avanzado mucho en este.

Claramente, la ecuaciéon de Boltzmann de dindmica de gases todavia estd en el centro de la teoria
cinética moderna. Sin embargo, recientemente han surgido otras aplicaciones de las ecuaciones de
tipo Boltzmann, a saber, en la fisica del estado sélido, bosénica y Transporte fermiénico, flujos

granulares , modelado de tréfico, movimiento de células quimiotécticas , solo por nombrar algunos.

Thttp://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians /Boltzmann.html
http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /Mathematicians/Lions.html http://www.dma.ens.fr/~golse/Publications/pul

for a list of references
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12.2. Las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler - Dindmica de fluidos y

gases

La dindmica de fluidos y gases tiene un impacto decisivo en nuestra vida diaria. All{ estan los
finas gotitas de agua que salpican en nuestra ducha matinal, las olas al que nos enfrentamos nadando
o surfeando en el océano, el rio que se adapta a la topografia formando una cascada, las turbulentas
corrientes de aire que a menudo perturban nuestro vuelo transatldntico en un avién a reaccion, el
tsunami que puede arruinar todo regién de nuestro mundo, los flujos atmosféricos crean tornados y
huracanes, el flujo vivificante de la sangre en nuestras arterias y venas. Todos estos flujos tienen una
gran complejidad desde lo geométrico, (bio)fisico y (bio)mecédnico puntos de vista y su modelado

matemadtico es una tarea muy desafiante.

Claramente, la dindmica de fluidos y gases estd gobernada por la interaccién de sus dtomos/moléculas,
que tedricamente pueden modelarse microscépicamente, es decir, por la dindmica de particulas in-
dividuales, basdandose en una gran funcién hamiltoniana dependiendo de las coordenadas espaciales
3N y las coordenadas de momento 3N, donde N es el nimero de particulas en el fluido/gas. Tenga
en cuenta que el conjunto newtoniano las trayectorias viven en el espacio de fase dimensional 6N.
Para la mayoria de los propdsitos practicos, este es prohibitivo y es imprescindible realizar la ter-
modindmica de Limite Boltzmann-Grad, que, bajo ciertas hipétesis sobre las interacciones de las
particulas, da la ecuacién de Boltzmann de la dindmica de los gases para la evolucién de la funcién

de densidad de masa efectiva en fase de 6 dimensiones espacio.

Bajo el supuesto de un camino libre medio de particula pequena (es decir, en la colisién régimen
dominado) es posible una mayor aproximacion, lo que lleva a ecuaciones macroscépicas en el espacio
de posicién R3 referido como Sistemas de Navier— Stokes y Euler. Estos sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales son absolutamente centrales en el modelado de flujos de fluidos y

gases.

Para obtener més informacion (precisa) sobre esta jerarquia de modelado. El sistema de Navier-
Stokes fue escrito en el siglo XIX. Se llama en honor al ingeniero y fisico francés Claude-Luis Navier

y el matemdtico irlandés y el fisico George Gabriel Stokes®.

Shttp://www.tsunami.org/
http://www.spc.noaa.gov/faq/tornado/
http://www.nhc.noaa.gov/
http://iacs.epfl.ch/cmcs/NewResearch /vascular.php3

http://www.navier—stokes.net/
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% + (u - grad)u + grad p = vAu + f

divu =0

Las ecuaciones de Navier-Stokes y Euler tuvieron un tremendo impacto en la matemadticas en
el siglo XX, p. han dado lugar a la de Prandtl Perimetro teorfa de capas que esta en el origen
de la moderna teoria de perturbaciones singulares. Sin embargo, la comprensién analitica de las
ecuaciones de Navier-Stokes atin es algo limitado: en tres dimensiones espaciales, con suave descom-
posicién (en el lejano campo) datum inicial y campo de fuerza, se sabe que una solucién débil global
en el tiempo existe (solucién de Leray), sin embargo, no se sabe si esta solucién débil es unico y la
existencia/unicidad de soluciones suaves globales en el tiempo también es desconocido para flujos
tridimensionales con datos iniciales uniformes arbitrariamente grandes y campos forzados, decayen-
do en el campo lejano. De hecho, este es precisamente el contenido de un Problema del Milenio del

Clay Institute con un premio de $1000000.

Un teorema muy profundo prueba que posibles conjuntos de singularidad de las soluciones de las
ecuaciones tridimensionales de Navier-Stokes son "pequenas"(pero no pueden contener una curva

de espacio-tiempo) pero no se ha demostrado que sean vacio.

Observamos que la teoria de los flujos incompresibles bidimensionales es mucho més simples,
de hecho, existen soluciones 2 — d globales suaves para arbitrariamente grandes datos en el caso
viscoso y no viscoso. La teorfa de la hidrologfa matemdtica es una importante consecuencia directa
de las ecuaciones de Navier-Stokes o, respectivamente, de Euler. El flujo de los rios en general y en

particular en cascadas como las famosas del Rio Iguaz.

Espectaculares simulaciones de la la rotura de una presa y la crecida de un rio utilizando los

sistemas de Saint-Venant pueden encontrado en la pagina web de Saint—Venant*. Muchos flujos de

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Navier.html

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /Mathematicians/Stokes.html
*http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Saint—Venant.html

http://www.dma.ens.fr /users/perthame/
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gas no pueden considerarse genéricamente incompresibles, particularmente a velocidades suficiente-

mente grandes.

h
% + div(hu) =0
h
8(atu) + div(hu ® u) + grad (glf) +ghgradZ =0

12.3. Flujo de material granular

La pdgina web del grupo de investigacién de flujos granulares de la California Instituto de

Tecnologia enuncia:

Un flujo de material granular es una forma de flujo de dos fases que consta de particulas y un
fluido intersticial. Cuando se cortan, las particulas pueden fluir de manera similar a un fluido, o
resistir el corte como un sélido. El La naturaleza dual de este tipo de flujos los hace muy dificiles

de analizar.

Los materiales granulares estdn a nuestro alrededor; los ejemplos incluyen productos alimenticios
como copos de arroz, maiz y cereales para el desayuno, materiales de construccién como arena, grava
y suelo, productos quimicos como pldsticos y pildoras farmacéuticas. Otro ejemplo importante de
flujo granular es el movimiento de las dunas de arena. James Jenkins de la Universidad de Cornell

dice:

Las dunas de arena en movimiento son un ejemplo de flujo granular, un sistema mal entendido.
se situé rama de la fisica,” y el objetivo es caracterizar flujos laminares y avalanchas utilizando
ecuaciones diferenciales que modelan el movimiento de los granos de arena como si eran particulas
en un fluido. Estas ecuaciones deben contener dentro de ellas la forma en que las avalanchas escalan

con la viscosidad, la velocidad del viento turbulento, el grano didmetro y gravedad.

Una caracteristica distintiva entre los flujos de materiales granulares y otros sélidos mezclas de
fluidos es que en los flujos granulares la interaccién directa de las particulas conduce a la disipacién
de energia que juega un papel importante en la mecdnica de flujo. Para ejemplo, tome un guijarro

y déjelo caer sobre la arena de una playa.

El guijarro clavarse inmediatamente en la arena sin rebotar (como ocurrirfa en un contacto elds-

tico). La razon de esto es que una fraccion significativa de la energfa La disipacién y la transferencia

http://www-dimat.unipv.it/toscani/
http://www.its.caltech.edu/~granflow/
see, e.g.,http://science.nasa.gov/headlines/y2002/06dec_ dunes.htm
http://www.tam.cornell.edu/Jim.html
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de cantidad de movimiento en flujos granulares ocurren cuando las particulas son en contacto entre
sf o con un limite. Ademds, cuando se quita el guijarro de la arena, entonces sélo una parte del
hoyo se llenard de arena otra vez, pero no todo el agujero, por lo general quedara una abolladura.
Las fluctuaciones térmicas no son lo suficientemente fuerte como para llevar la disposicién de arena
granular de vuelta a una energia global estado de minimizacién, en su lugar se asienta en (uno de

los muchos posibles) equilibrios locales.

Siguiendo los procedimientos estandar de la teoria cinética, la evolucién de la funcién de distribu-

cién se puede describir mediante la ecuacién de Boltzmann-Enskog para esferas duras ineldsticas:

% +v-grad, f = G(p)Q(f, f)(z,v,1)

Dénde @ es el llamado operador de colisién granular, que describe el cambio en la funcién de

densidad debido a la creacién y aniquilacion de particulas en binario colisiones:

QAFHE) = 40t [ [ qen (@) £ @) = F0)f(w)} dwdn
Rr3Js,
p(,t) = [ flov,t)dv
R3
es la densidad de grano del espacio de posicién en el tiempo t, y la funcién G(p) es la estadistica
funcién de correlacion entre particulas, que explica el aumento frecuencia de colisién debido a los

efectos de volumen excluidos.

Dado que el operador disipativo I es tal que W= 1, v son invariantes de colisién, sustituyendo
f = M, se obtiene la siguiente sistema PDE macroscépico de tipo Euler:
dp
— +div(pu) =0
5 T+ div(ou)

1
% + (u - grad)u + ;gradp: 0

T 2
%_t + (u - grad)T + §T divu = _gcg(P)PT3/2
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Comentarios sobre las imagenes. La formacién de dunas de arena involucra varios mecanismos
geofisicos complicados: transporte de sedimentos, avalanchas, viento transporte eélico impulsado por
el campo, por supuesto, teniendo en cuenta que la arena es un material granular, con el transporte
dominado por colisiones ineldsticas localizadas entre los granos de arena y por saltacién (movimiento

de salto de los granos sobre la superficie), impulsado por el flujo de viento turbulento.

Claramente, estos dos tipos de grano de arena movimiento requieren diferentes modelos matemati-
cos: el primero se describe por interacciones de corto alcance modeladas por el material granular
tipo ecuacién Boltzmann, esta iltima por conveccién que representa el viento del campo junto con
colisiones ineldsticas cuando los granos golpean la superficie de la arena después de la saltacién.
Ademds, remarcamos que las propiedades microscépicas (forma, tamano, etc.) de granos de arena
puede variar sustancialmente. Para més informacién sobre la dindmica de las dunas y su modelado

matematico.

12.4. Movimiento celular quimiotactico y formacién de patrones bio-
l6gicos

Uno de los principios mds importantes que gobiernan el movimiento de los las células estd
representada por la quimiotaxis, que se refiere al movimiento celular en la direccién de la gradiente
de una sustancia quimica. En algunos casos, el producto quimico se produce externamente, en otros,
las propias células generan la sustancia quimica para facilitar agregacion celular. En ciertos procesos
biolégicos, més de un quimico es en realidad responsable del movimiento celular quimiotéactico.
Ejemplos tipicos de quimiotaxis ocurren en embriologfa, inmunologfa, biologfa tumoral, agregacion

de bacterias o ameba, etc

El modelo matemédtico més bédsico y més famoso para la quimiotaxis fue derivado originalmente
en 1953 por C.S. Patlak y luego en 1970 por E. Keller y LA Segel Mientras tanto, este llamado modelo
Keller-Segel se ha convertido en uno de los los sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales mejor analizados en matematicas biolégicas, dando muchas ideas sobre la biologia celular,

asf como en el andlisis de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Las principales incégnitas del sistema de Keller-Segel son la celda no negativa densidad r =
r(z,t) y la concentraciéon quimica S = S(z,t), donde = denota la variable espacial unidimensional,
bidimensional o tridimensional y £ > 0 la variable temporal. Luego, con base en la hipétesis de que

el movimiento celular es impulsado por la difusién en un lado y por el gradiente del quimico como
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fuerza motriz por otro lado, la densidad celular satisface la ecuacién diferencial parcial (parabdlica)

de conveccién-difusién o tipo Fokker /Planck:
re = div(Dg grad r — cr grad S)

Donde Dj es la difusividad celular positiva y ¢ la sensibilidad quimiotdctica positiva. En muchas
situaciones de modelado realistas, D y ¢ se debe permitir que dependan de la densidad celular r y
en la concentraciéon quimica S. Weremark que la difusién corresponde al movimiento aleatorio no
dirigido (Browniano) de las células, mientras que el conveccién por el quimio-atrayente se deriva de
la fase de reorientaciéon de la movimiento celular, en la direccién del gradiente de la concentracién
quimica. Se han observado muy bien dos fases en el movimiento celular para el moho mucilaginoso

dictyostelium discoideum.

Murray y la piel de los animales

Murray, basdndose en ecuaciones de Reaccién—Difusién, atribuye la formacién de rayas o puntos
en los distintos animales, segiin la geometria del dominio y la etapa embriogénica en que el proceso

es activado.

Es asf capaz de simular patrones de pigmentacién de distintos mamiferos, dependiendo de la
geometria del cuerpo. Sus simulaciones en las patas y colas de algunos felinos coinciden de manera
excelente con los observados en la naturaleza. Lo sorprendente del modelo es que tanto los pro-
cesos de Difusién como los de Reaccién, tomados independientemente son homogeneizadores, pero

considerandolos juntos y bajo determinadas circunstancias podian generar patrones estables.

12.5. Modelado de semiconductores

En términos de fisica de estado sélido peatonal, semiconductores (por ejemplo, silicio, germanio,
arseniuro de galio...) son materiales cuyas propiedades de conductividad eléctrica se encuentran
entre las de un conductor (es decir, un metal) y las de un aislante (p. €j., vidrio). Esto es precisamente
lo que permite controlar las propiedades eléctricas del material mediante modificaciones sistemaéticas

y apropiadas desde el exterior.
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Este la modificacién generalmente se realiza mediante la implantaciéon de dtomos de impurezas
en el semiconductor, que, una vez insertados en la red de cristal semiconductor, se convierten ioni-
zado ya sea donando un electrén de banda de conduccién (creando un adicional carga negativa
libre) o absorbiendo un electrén de la banda de valencia (creando un carga positiva libre, un llama-
do agujero). El proceso de implantacién es llamado dopaje del semiconductor. Por lo general, un
semiconductor tiene una conduccién densidad de banda de 10*electrones libres por ¢m?3, dopando

este mimero puede ser elevado a 10%.

El proceso de dopaje, normalmente llevado a cabo a través de la difusién procesos en salas limpias
de alta tecnologia de las empresas productoras de chips y laboratorios, controla las propiedades
eléctricas de los dispositivos semiconductores. Mas precisamente, las densidades de posicién de los
dopantes, para donantes de electrones y para los aceptores de electrones, determine el funcionamien-
to eléctrico de los dispositivo. Para la discusién matemadtica subsiguiente denotamos por C' = C(x)
la densidad de posicién de dopante firmada, es decir, la diferencia de las densidades de donante y
aceptor. Aqui = denota la variable de posicién como elemento de la (tridimensional) dominio D que

representa el dispositivo semiconductor.

El uso principal de los dispositivos semiconductores producidos industrialmente estd en VLSI
(Integracién a muy gran escala), donde se fabrican millones de dispositivos en un solo chip semi-
conductor con un uso especifico, es decir, un procesador o una memoria RAM mdédulo de una
computadora moderna o un sensor de imagen CCD o CMOS en un digital cdmara. Las imédgenes
muestran una placa base con dos ranuras para procesador, un chip controlador ATA, un procesador

Celeron 1 una matriz de médulos RAM y chips en una tarjeta gréfica.

El dispositivo semiconductor més importante, que constituye al menos el 95 % del produccién
general de dispositivos semiconductores, es el transistor, mas especificamente el Transistor MOS
(metal-6xido-semiconductor), que actia como un interruptor, lo que permite corriente fluya entre
su fuente y los contactos de drenaje cuando el voltaje entre la puerta y el contacto de la base estdn
encendidos. cuando fluye corriente y 0 cuando no fluye corriente. Es el principal dispositivo ’16gico’

en conjuntos de chips VLSI.
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ny = div (D, (gradn — ngrad V')) + R(n,p)
pe = div (D,(gradp + pgrad V')) + R(n, p)
NAV =n —p—C(x).

Las ecuaciones para las densidades n y p son parabdlicas (asumiendo por un momento que se
conoce V) y la ecuacién para el potencial es eliptica. Tenga en cuenta que el potencial V depende
linealmente pero de manera no local de las densidades n y p y que el perfil de dopaje C, que determina
las caracteristicas eléctricas del dispositivo bajo consideracion, solo entra en la ecuaciéon de Poisson
para el potencial. Observamos que esta ecuacién de Poisson modela la interaccién eléctrica repulsiva

entre particulas igualmente cargadas.

Un atractivo correspondiente (gravitacional) El modelo se obtiene invirtiendo el signo de AV en

6

la ecuacién de Poisson” como se usa, por ejemplo, en el modelado del movimiento celular biolégico

por quimiotaxis en el tema anterior.

12.6. Problemas de limite libre y transiciones de fase

Problemas de valor inicial y de frontera inicial para sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) tienen funciones o, mas generalmente, distribuciones en el escalar caso y campos vectoriales
de funciones o distribuciones en el caso de valores vectoriales como soluciones Por lo general, el
dominio d-dimensional, en el que se plantean las PDE, se da y la formulacién del problema se basa

en una geometria fija.

Obviamente, tiene que haber compatibilidades entre el operador diferencial, particularmente
su orden diferencial y ciertas propiedades geométricas, y el lado (limite inicial) condiciones y la
geometria del dominio sobre el que se plantea el problema. planteados con el fin de garantizar el

buen planteamiento del problema en consideracion.

En particular, para un operador diferencial dado, el niimero de limites iniciales las condiciones y
la geometria del limite del dominio son cruciales para la solucién, unicidad y dependencia continua de
los datos. Los problemas de frontera libre para PDE tienen una caracteristica totalmente diferente, a
saber, que la informacién geométrica es una parte inherente de la solucién. Normalmente, la solucién

de un problema de frontera libre consiste en una o mas funciones o distribuciones.

Chttp://homepage.univie.ac.at /peter.markowich /publications.html
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Y un conjunto (el llamado lfmite libre, subconjunto de R?), en el que se prescriben ciertas
condiciones sobre la(s) funcién(es) desconocida(s). el limite libre es fijo, entonces, tipicamente, el

problema estaria sobredeterminado.

Entonces, de hecho, las condiciones adicionales son necesarias para determinar el limite libre
s{ mismo.La regularidad (suavidad) es un tema importante en la teoria PDE. Por lo general, un
cierto grado de regularidad (diferenciabilidad en el sentido cldsico o débil) de la Las soluciones de
los problemas de valor en la frontera inicial son necesarias para probar su unicidad, su continua
dependencia de los datos, para realizar determinados escalados limites, como se hace en la teoria

de perturbaciones singulares, y para disenar técnicas de discretizacion.

Para problemas de frontera libre la situacién es definitivamente méas complejo. No sélo es im-
portante la regularidad de las funciones desconocidas, pero también la regularidad del conjunto
desconocido, el limite libre. preguntas tipicas, que surgen, son: jel limite libre tiene un interior
topoldgico vacio? Qué Cuédles son sus propiedades tedricas de medida? ;Es una (unién finita de)
variedades suaves? ;Cudl es la regularidad 6ptima del lfmite libre? En muchos casos el estudio
de la regularidad éptima del limite libre es de suma importancia para comprender la solucién del

problema de frontera libre bajo consideracién, para probar la unicidad, la estabilidad, etc.

Hay una reformulacién conveniente del problema de Stefan en términos de generar una ecuacién
parabdlica, haciendo uso de la formulacién de la entalpia del calor. La entalpia fisica e estd rela-

cionada con la temperatura 6 por:

e
0 =pB(e), Ble) =0, para —L<e<

Sl
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Las Imégenes muestran icebergs en Patagonianos. Claramente, el limite libre de Stefan no es
visible en si mismo, ya que es el transicién de fase hielo-agua bajo la superficie del agua. pero lo
que vemos en las otras imédgenes es, al menos, en parte — la interseccién del limite libre (Stefan) con
el limite fijo (superficie del agua). Tenga en cuenta que alrededor de 7/8 de la masa de un iceberg
tipico estd bajo agua. También la interfaz aire-hielo de los icebergs, que es muy bien visible en la
mayoria estdn determinadas por un problema de limite libre, sin embargo, de mucho naturaleza mas
complicada que el Problema de Stefan que determina el agua helada transicién de fase. Claramente,
varios mecanismos intervienen en la formacién de la superficie sobre el agua de un iceberg: el proceso
de formacion del propio iceberg (principalmente a través del parto de un glaciar) dando la condicién

inicial, el viento patrén, erosién por olas, ablacién (a través de la radiacién solar), derretimiento.”

12.7. Ecuaciones de reacciéon-difusion en Entornos homogéneos y hete-

rogéneos

Muchos procesos fisicos, quimicos, biol6gicos, ambientales e incluso sociolégicos son impulsados
por dos mecanismos diferentes: por un lado hay difusién, una particula aleatoria (= molécula quimi-
ca, célula biolégica o muestra biolégica) movimiento descrito microscépicamente por el movimiento
browniano®, y por otro lado hay reacciones quimicas, biolégicas o sociolégicas que representan ins-
tantdneas interacciones, que dependen de las propias variables de estado y posiblemente también

explicitamente en la posicién de las particulas.

Los ejemplos tipicos son la llama propagacién, movimiento de células bioldgicas en plantas y
animales sobre la quimiotaxis y la formacién de patrones biolégicos), la propagacién de especies
biolégicas en ambientes homogéneos o heterogéneos (por ejemplo en los tres arrozales en terrazas

dimensionales en la provincia de Guanxi, en el sur de China.

La solucién exacta del problema de valor inicial para el llamado problema logistico ecuacién

diferencial ordinaria (EDO).

Una forma diferente de derivar ecuaciones de reaccién-difusién procede por local balance de masa.

Por lo tanto, denote por V un subdominio arbitrario del dominio GG, con limite S. Claramente, la

Thttp:/ /www.wordplay.com/tourism /icebergs

http://www.wordplay.com/tourism/icebergs

8see, e.g., the excellent out-of-print book downloadable from

http://www.math.princeton.edu/~nelson/books/bmotion.pdf
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tasa de cambio (temporal) de la masa del particulas en V' es igual a la masa creada en V' mas el

flujo neto de material en V' a S.

Los sistemas de reaccién-difusiéon han sido introducidos por Fisher en el ano 1937 y al mismo
tiempo por Kolmogorov et al’. Ejemplos cldsicos de sistemas de reaccién-difusién son los llama-
dos depredadores y modelos, a menudo denominados ecuaciones Lotka —Volterra. Asumiendo que
hay una especie de presa, cuya concentracién se denota por u, y una especie de depredador con
concentraciéon v (aqui u y v son variables escalares, nétese el cambio de notacién), su dindmica de

interaccién estd modelada por:

w = diAu+ au —buv — fu?

v = doAu — dv + cuv — ev?

Comentarios sobre las Imédgenes: muestran tridimensionalmente arrozales en terrazas en la
provincia china de Guanxi, cerca de la ciudad de Guilin. Claramente, estos son excelentes ejemplos
para ambientes biol6gicos heterogéneos, donde se introduce heterogeneidad a través de la topografia
de la ladera sobre que se encuentra el arrozal y a través de las paredes que separan los arrozales,
que inhibir la propagacién global de ciertas especies (invasoras o introducidas intencionalmente). Se

expone en parques nacionales de Sudafrica y Namibia.

Tenga en cuenta que la dindmica de la poblacién en los parques nacionales tiene que tomar
varios efectos en cuenta. A menudo, los parques en Africa estdn cercados, lo que da lugar a un flujo
de salida cero. condiciones de contorno (condiciones de contorno de Neumann homogéneas) para el
densidades de poblacién de vida silvestre que satisfacen las ecuaciones depredador-presa (idealizando

un situacién de penetracién/escape, que a menudo es poco realista como en el caso de los leones

9http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /Mathematicians/Fisher.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Kolmogorov.html
http://users.pandora.be/ronald.rousseau/html/lotka.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Volterra.html
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estapando agujeros en la valla del Parque Nacional de Etosha en el norte de Namibia). Ademds,
en algunos parques se sacrifican determinadas especies animales para contrarrestar las restricciones
de roaming impuestas por las cercas (como se hizo con los elefantes en parques sudafricanos) y en
muchos casos los animales son introducidos en los parques por los bi6logos del parque nacional.
Estos procesos tienen que ser descritos por aniquilacién/generacién términos en las ecuaciones de

reaccién-difusion.

Las sabanas también llevan caracteristicas tipicas de la heterogeneidad. Las estadisticas de
interacciones con animales varfan segin a las caracteristicas geogréficas y los encuentros depredador-
presa tienen diferentes estadisticas resultados en diferentes lu gares (por ejemplo, en un pozo de
agua en comparacién con una sabana abierta) pastizales), los animales tienden a dispersarse més
en su hébitat preferido (a menudo vegetacién dependiente), etc., de modo que los coeficientes de

encuentro y difusién en el Los sistemas Lotka-Volterra dependen en gran medida de la posicion.

Las Imdgenes (Laguna en portugués) Rodrigo de Freitas en la ciudad de Rio de Janeiro en
Brasil. Obviamente, el manejo ecoldgico de esta laguna es de gran importancia para la economia y
la ecologia general de la ciudad. lagunas en ambientes urbanos o semiurbanos (piense en la laguna

de la ciudad de Venecia en Italia, por ejemplo).

12.8. Transporte 6ptimo y ecuaciones de Monge-Ampére

Suponga que un empresario de la construccién se enfrenta al siguiente problema: hay un montén
de tierra, arena o escombros (deblais) que tiene que ser movido dentro de un hoyo o llenar (remblais)
de igual volumen. O imagina un granjero que tiene que mover una pila de grano en un silo. Eso si,
por simples razones econémicas, en ambos casos, el transporte de los materiales debe realizarse lo

menos posible costo de transporte o mano de obra.

Por lo general, este costo estd relacionado con la distancia, que las masas (puntuales) tienen
que viajar durante el proceso de transporte e intuitivamente Estéd claro que el plan de transporte
6ptimo (si existe) dependerd decisivamente en las geometrias de la pila de material y el volumen
a ser llenado por ella, o més generalmente, de las densidades de masa locales del pilote y de su

asignacion deseada, si Se consideran distribuciones de masa no uniformes.

Este problema fue originalmente formulado y analizado por la sociedad civil francesa. ingeniero
Gaspard Monge en el ano 1781, iniciando un profundo proceso matemdtico tedrico, que conecta las
dreas aparentemente diferentes de geometria diferencial, programacion lineal, ecuaciones diferen-

ciales parciales no lineales y teorfa de probabilidad.
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En este punto ya comentamos que muchas otras aplicaciones del llamado transporte masivo
6ptimo de Monge-Kantorovich teoria (veremos en un momento cémo el premio Nobel L.V. Kan-
torovich!® entré en este campo) y existen sus variantes, muchas de ellas dentro del &mbito de nuestra

vida cotidiana y de la naturaleza que nos rodea.

Aqui mencionamos 6ptimo distribucién de agua en sistemas de canales de riego, planificacion
urbana 6ptima (asignacion de lugares de vivienda, servicios y oficinas en las ciudades), red de trafico
planificacién en ciudades, optimizacién del trafico de Internet, ramificacién de vasos sanguineos en el
sistema arterial /venoso humano, ramificacién éptima en el crecimiento de los drboles, estructuracién
de arterias en hojas, ramificaciéon de sistemas de rios, optimizaciéon de formas, dindmica de fluidos

meteorolégicos (ecuaciones semigeostroficas).

Para una descripcién general de estas (y otras) aplicaciones nos remitimos a la encuesta y a las
referencias,. Tenga en cuenta que todas estas aplicaciones tienen una caracteristica comiin: tratar
con el transporte de una medida de suministro (que representa, por ejemplo, una densidad de masa,
densidad de dreas residenciales en una ciudad, densidad de bits, etc.) en una medida de demanda

bajo la condicién de minimizar un costo asociado o trabajo funcional.

En algunos casos hay un problema de minimizacién adicional involucrado, tipicamente deter-
minando alguna geometria 6ptima a lo largo de la cual se ve afectado el transporte o una grafico
6ptimo, p. un sistema de transporte urbano o nodos de internet. Las fotografias asociados con este
capftulo ilustran algunas aplicaciones de modelado de la teorfa de Monge-Kantorovich, como se

analiza con mas detalle en los comentarios.

Antes de discutir las matematicas del transporte masivo éptimo Monge-Kantorovich problema
y su vinculo con las otras dreas mencionadas anteriormente de la matemaéticas moderna. El costo
total de transportacion esté definido:

C.(f.9.5) = / ¢(x,5 (x)) df

X

L.V.Kantorovich dio un gran paso adelante en los anos 40. Introdujo la siguiente version relajada

del problema de Monge: Considere el funcional:

R.(f,g9,m) = / ¢(z,y)m (dx, dy)

XxXY

Whttp://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Monge.html
http://nobelprize.org/economics/laureates/1975/kantorovich-autobio.html
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donde 7 es una medida de Borel no negativa acotada en X x Y con marginales f y g, i.e. en

térmonos generales

| o) = )
| wto.dn) = 16@)

Comentarios sobre las Imagenes: muestran imagenes cldsicas y aplicaciones modernas de la teoria
del transporte masivo de Monge-Kantorovich. podemos ver montones de material de construccion
(‘deblais’) para ser movido, muy probablemente a un relleno (‘remblais’) en el mismo o en un
diferente sitio de construccién. Esta es la aplicacién que G. Monge tenia en mente en el 1780,
cuando dio la ahora cldsica (original) formulacién de Monge del Problema de transporte masivo de

Monge-Kantorovich.

Claramente, los medios para realizar el mapa de transporte y la importancia para minimizar el
costo de transporte es bastante evidente, particularmente en la Imagen. Ejemplos de ramificacién
y flujo de riego.redes, en particular ramificacién de rios. Estos ejemplos y muchos otros pueden ser
considerados como sistemas de oferta y demanda, donde los bienes (nutrientes fluidos o agua de
rio) se transportan desde el lugar de suministro (por ejemplo, la base de la hoja o una ubicacién

aguas arriba en el lecho del rio) a la demanda locacién (por ejemplo, el perfmetro de la hoja o una

ubicacién aguas abajo en el lecho del rio).

Esté claro que las versiones originales de la masa 6ptima de Monge-Kantorovich transporte no se

puede aplicar directamente, sobre todo porque sus soluciones son planes de transferencia de minimo

132



costo, que no toman posibles infraestructuras y ’costos de infraestructura’ en cuenta, es decir, no

hay sesgo de transporte trayectorias en el problema de Monge-Kantorovich.!!

12.9. Ecuaciones de onda

Las ondas ocurren en muchos aspectos de nuestra vida diaria y en la naturaleza que nos rodea
a nosotros. Simplemente tome una piedra y tirela a una superficie de agua en reposo: observar una
onda superficial, extendiéndose en circulos concéntricos alrededor del punto de impacto en el agua.
O piensa en las altas olas rompiendo en el océano que son tan muy deseable para los campeones
de surf. Menos placenteramente, estdn las ondas de energia generados por potentes maremotos, que
viajan bajo la superficie del océano con la velocidad de unos mil kilémetros por hora y convertirse en
un tsunami mortal olas de agua cerca de las playas. Otros ejemplos son las ondas sonoras, generadas
por nuestro habla, propagédndose en el aire al companero de nuestra conversacién, electromagnético
ondas descritas por Maxwell'? ecuaciones, la luz que se propaga en ondas esféricas de una fuente y,
atin mas fundamentalmente, segin lo establecido por mecédnica cudntica, hay una dualidad onda-
materia que basicamente establece que incluso las particulas con masa positiva (digamos, electrones)

tienen caracteristicas de onda (por ejemplo, deslocalizacién).

Entonces, jcémo se caracteriza el movimiento ondulatorio? El diccionario Webster da la si-
guiente definicién: una perturbacién o variacién que transfiere energia progresivamente desde el
punto apuntar en un medio y que puede tomar la forma de una deformacién eldstica o de una

variacién de presién, intensidad eléctrica o magnética, eléctrica potencial o temperatura.

Claramente, esto se refiere al transporte dependiente del tiempo de algunas cantidades fisi-
cas.(por ejemplo, energia) en ciertas direcciones espaciales de un medio, tal que las caracteristicas
de la cantidad se mantienen durante el proceso de transporte. Observamos que el transporte de,

digamos, energia tipicamente se ve afectado sin transporte significativo de particulas del medio.

Para los movimientos ondulatorios generales, la matriz de coeficientes de valor real es simétrica

y no negativa definida, de modo que la energfa total de la onda:

E(u) = %/7 (u + (Vu)TA(Vu)) do

I downloadable from the Preprint Server - http://cvgmt.sns.it/papers/gbuest03/

downloadable from http://www.math.berkeley.edu/~evans/
http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /Mathematicians /Maxwell.html

see http://www.kfunigraz.ac.at/imawww/vqm/ for a visualisation attempt
For enlightening animations of wave motion we refer to the webpage http://

www.kettering.edu/~drussell/demos.html
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es una cantidad conservada en el tiempo, con dos contribuciones no negativas derivadas de las
energfas cinética y potencial. Las ecuaciones de la forma modelan, por ejemplo, el movimiento de
cuerdas eldsticas delgadas (en una dimensién), de membranas delgadas (dos dimensiones) y de
objetos eldsticos tridimensionales bajo el supuesto de pequenias amplitudes de oscilacién (lo que
permite utilizar modelos). En estas aplicaciones la solucién u representa el desplazamiento y la

velocidad ;.

Claramente, deben imponerse condiciones de contorno iniciales apropiadas. Otras aplicaciones

incluyen la propagacién de ondas sonoras de pequena amplitud en gases y fluidos.

Entonces, una aplicacién directa de la férmula da la solucién de el problema del valor inicial, es
decir, la masa delta inicial se divide en dos partes iguales, cada una de las cuales se transporta a
lo largo de una caracteristica en z, espacio t. En particular, esto significa que todo punto z en R

‘siente’ el efecto de la fuente puntual en un solo momento en el tiempo. En dos y més dimensiones,

la solucién correspondiente no se admite de forma compacta més, pero decae a cero como |z| tiende
en dos dimensiones y como — en tres dimensiones.

1
Vil |z

Tenga en cuenta que en una dimensién mundo, un sonido emitido por una fuente solo puede

a infinito, en particular como

escucharse en un instante de tiempo, no ’continuamente’ (con el volumen decayendo con la distancia

desde la fuente y con el tiempo) como en nuestro mundo tridimensional. Un simple cédlculo muestra

o) = exp (i (00} )

es una solucién de onda plana especial de la ecuacién de onda n-dimensional

que la funcién

ug = v2Au, r€R“tER

donde v denota nuevamente un pardmetro positivo real. Claramente, la velocidad de propagacion
k
de esta onda plana es i—v|—k’. Por lo tanto, en més de una dimensién las velocidades de propagacion
de las soluciones de onda plana de la ecuacién de onda se encuentran en el esfera con radio v, pero
sus direcciones dependen del vector de onda. Esto es un débil efecto de dispersién. La mecéanica
intica!® se ri i6n de ond icular, 11 1 bre del fisi 5ri i
cudntica™ serige por una ecuacion de onda muy particular, lleva el nombre del fisico tedrico austriaco

ganador del premio Nobel Erwin Schrodinger.

La ecuacién de Schrodinger, en su forma més béasica que modela la transporte cudntico de una

particula elemental (digamos, un electrén) con positivo masa m, es una ecuacién diferencial parcial

B3http:/ /nobelprize.org/physics/laureates /1933 /schrodinger-bio.html
http://scienceworld.wolfram.com/physics/PlancksConstant.html
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lineal para una funcién de valor complejo u, la llamada funcién de onda de la particula. La ecuacién

dice:
2

ihu, = —h—Au +V(z)u, z€ R tER
2m

donde £ es la llamada constante de Planck normalizada y V' (x) el campo de potencial eléctrico
de valor real que impulsa el movimiento del electrén. La funcién de onda v es una cantidad auxiliar,
los observables fisicos importantes se calculan a partir de © mediante un "procesamiento posterior".

Son cuadréticos en la funcién de onda, por ejemplo:
p(w,t) = lu(z, t)]*
es la densidad de posicién (probabilistica) de la particula,
j(x,t) = hlm (u(x,t) grad u*(z, 1))
su densidad de corriente (* denota conjugacién compleja) y
h’ 2 2
2m
su densidad de energia. Tenga en cuenta que la masa total

M = pdx
R7L

E::/ edx

Estédn conservados en el tiempo por la ecuaciéon de Schrodinger.

y la energfa total es

Para muchos propdsitos matematicos, es conveniente escalar la ecuacién de Schrodinger intro-
duciendo coordenadas espacio-temporales macroscépicas. Denotando por ¢ la relacién de aspecto
microscépico/macroscopico, obtenemos:

2
ieuy = —%Au +V(z)u, z€R"teR

Dos problemas son evidentes:

1. Las oscilaciones espaciales iniciales con frecuencia del orden de 1/e se propagan en el espacio
y se generan oscilaciones en el tiempo con frecuencia del mismo orden. Esta es una propiedad

tipica de las ecuaciones de onda lineales.
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2. La velocidad de la onda con vector de onda inicial k/e es igual a k/e con diferentes vectores
de onda se mueven con diferentes vectores de velocidad y las posibles velocidades de onda no
estdn restringidas. Esta es una propiedad de dispersién, mucho més fuerte que en el caso de

la ecuacion de onda lineal de segundo orden discutida anteriormente.

De particular interés es el llamado limite clédsico de la ecuacién de Schrodinger € — 0, que corres-
ponde a la observacion del movimiento de particulas en escalas cada vez mayores. Intuitivamente,
los efectos cudnticos deberian disminuir en este proceso y el movimiento deberia ser dominado por

la mecéanica clésica, es decir, por la segunda ley de Newton.

Asft lo expresé el fisico aleman ganador del Premio Nobel Max Planck', quien afirmé en el afo

1900: La mecénica clasica es el limite de la mecédnica cudntica en la medida en que & tiende a cero.

Comentarios a las Imagenes: Muestran las olas del mar. El movimiento de las olas en los océanos
obviamente estd influenciado por muchos factores, como la topografia del fondo y de la costa,
el viento y otras perturbaciones de la superficie (como barcos en el océano), mareas, etc. Nos
referimos a la pagina web!® como referencia en el modelado fisico-matemdtico . Un fenémeno no
lineal particularmente interesante es el rompimiento de las olas del mar cerca de la playa. Para
comprender el mecanismo bdsico del movimiento de las olas, que en términos matemadticos se puede
considerar como una atastrofia plegable de la funcién de altura de la ola U (superficie libre de aire

y agua), considere el problema de valor inicial cldsico para la ecuacién de Burgers unidimensional

HMhttp:/ /www.colorado.edu/physics/2000/bec/

http://www.dhm.de/lemo/html/biografien /PlanckMax/
Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Ocean _surface wave
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no viscosa como un modelo bésico:

U2
Ut+(7> =0, z€R, t>0

U(x,t =0) =Up(x), z€R.

12.10. Procesamiento y andlisis de imdagenes digitales — PDE y he-

rramientas variacionales

La mayoria de las cAmaras fotograficas digitales tienen CCD (Dispositivo acoplado de carga) o
sensores de captura de imdgenes CMOS (Complementary-Metal-Oxide-Semiconductor). Por lo gene-
ral, estos chips semiconductores cuentan con una matriz rectangular de dispositivos — los llamados
fotositos — cada uno de los cuales es sensible al rojo (R), verde (G) o luz azul (B). Técnicamente,
la sensibilidad a solo uno de los colores RGB se logra filtrando, de modo que solo los fotones de
un cierto rango de frecuencia pasan a través del filtro (correspondiente a R, Gor Bresp.). Asi, cada
individuo la fotosita actiia como un contador de fotones correspondientes al color rojo, verde o azul

luz. Estos sitios estdn organizados en la llamada matriz RGB Bayer:
..RGRGRGRGRG . ..
..GBGBGBGBGBHB. ..
..RGRGRGRGRG . ..
..GBGBGBGBGHB . ..
..RGRGRGRGRG . ..
..GBGBGBGBGBHB. ..

Tenga en cuenta que hay més sitios "verdes" (en realidad, la mitad del numero total) en Bayer
matriz, que explica la mayor sensibilidad del ojo humano con respecto a el color verde La Imagen
10.1 muestra un patrén de difraccién del sensor CCD del P25 respaldo digital (22 millones de
fotositos, producido por PhaseOne!® ), que se adjunta en una cdmaraHasselblad de formato medio
H1 o H2. Esta fue la gama alta de tecnologia de sensor comercialmente disponible hasta diciembre

de 2005, cuando 39 megapixeles los sensores estuvieron disponibles.

Después de capturar la imagen, los datos de la matriz de Bayer se leen directamente en el motor

de procesamiento de imdgenes, el llamado generador de imdgenes, de la cdmara (tenga en cuenta

Yhttp:/ /www.phaseone.com
http://www.hasselblad.com
http://de.wikipedia.org/wiki/Bayer-Sensor
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que el el método de lectura es precisamente donde los sensores de imagenes CCD y CMOS difieren).
Luego, el procedimiento varfa segtin el formato de imagen elegido. Si el usuario ha optado por una
imagen jpg, luego los tres colores se interpolan primero por el llamado algoritmo de Bayer tal que
finalmente, después de la interpolacion, se obtienen los datos RGB completos. disponible en cada

pixel (correspondiente a un sitio de fotos).

Posteriormente, el reproductor de imégenes realiza ciertas tareas de procesamiento, generalmente

una estimacién del balance de grises.

Segtin la teorfa estdndar de las EDP de primer orden, las soluciones uniformes u son constantes

a lo largo de las curvas caracteristicas, que satisfacen las EDO:

Ccll—f = k(z,t)o(x,t)

Por lo tanto, la velocidad del movimiento es igual a la curvatura local y la direccién del vector
de velocidad es ortogonal a las curvas de nivel, apuntando hacia la direccién de decaimiento de
u. El efecto de suavizado de la ecuacién de curvatura es basado en equilibrar la curvatura de los

conjuntos de niveles de la solucion.

® | -

l. I‘

La imagen arriba muestra el efecto de diferentes suavizados difusivos. Desde el de izquierda a

derecha podemos ver: La imagen ruidosa original con equidistribuido ruido, suavizado de imagen
por la ecuacién de curvatura, por la ecuacién de calor y por difusién direccional a lo largo de las
ortogonales a las curvas de nivel. Todas las difusiones fueron realizado hasta el mismo tiempo final.
Claramente, la ecuacién de curvatura mantiene la nitidez de los bordes, mientras que la ecuacién

de calor destruye la nitidez de los bordes completamente.
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La difusion isotrépica se puede ver muy bien en este ltimo caso. Es, sin embargo, es interesante
notar que la ecuacién de calor crea un algo uniforme fondo fuera del ruido equidistribuido mientras
el flujo de curvatura intenta extraer informacién del ruido. Difusién a lo largo de las ortogonales
del nivel. curvas (la peor posibilidad...) crea artefactos muy visibles en forma de picos procedente
de los bordes. Un enfoque algo diferente esta representado por suavizar Fatemi—Tipo Rudin-Osher.
Consideran la variacién total de la funcién de intensidad como determinantes para el estado de una
imagen y proponer minimizar los siguientes funcional, sobre el espacio de funciones con variacién

total acotada:

T(u) := /G (\ grad u| + % (u— u0)2> dx

donde A es un pardmetro positivo. Claramente, el segundo término bajo la integral penaliza
las imdgenes suavizadas u que estdn demasiado alejadas de la imagen original uy es decir, decide
la importancia relativa de mantener la variacién total de la imagen pequena y de sin alejarse
demasiado de la imagen original. La ecuacién de Euler-Lagrange (que es una condicién necesaria

para el minimizador) del funcional lee:

d
~div (2R +A(u—1up) =0, z€G
| grad u|

sujeto a la condicién de contorno de Neumann homogénea:
gradu -y =0 en 0G,
donde v es el vector normal exterior unitario de 0G.

El flujo de gradiente correspondiente (método de descenso mds pronunciado) viene dado por la

ecuacién parabdlica:

) rad u
up = div (\ira—dzﬂ) — A(u —up)

de nuevo sujeto a condiciones de frontera homogéneas de Neumann. para apropiado datos ini-

ciales esperamos que las soluciones converjan al minimizador.
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exploded and the top on
 the convertible is stuck shut

Comentarios sobre las imédgenes La fotografia digital ha llegado a una fase de madurez No
solo en el mercado de consumo, donde la fotografia analégica basada en peliculas basicamente ha
desaparecido, pero también en el mercado de prosumidores, donde 6-10 Cdmaras de megapixeles
(a menudo, cdmaras réflex digitales de lente tnica, denominadas DSLR) han alcanzado una cuota
de mercado significativa y también en el mercado profesional, con DSLR de 12 a 16 megapixeles
basadas en formato completo de 35 mm en el denominado sensor DX tecnologia y, en el extremo
superior, con respaldos digitales que se adhieren a cdmaras de formato medio y hoy en dia cuentan

con sensores de 22 a 39 megapixeles.

Las cdmaras digitales de gama alta de hoy en dia ofrecen una calidad fotogréfica que era des-
conocido en los dfas analégicos, con imdgenes suaves como la seda y la posibilidad de hacer grandes
impresiones de alta resolucién, con base quimica o incluso utilizando tecnologia de inyeccién de tinta
en el 'cuarto oscuro digital’ por el propio fotégrafo. Digital las imdgenes, sin embargo, requieren
un procesamiento posterior por parte de un software sofisticado. Las imdgenes tienen para ser ba-
lanceado en blanco, correccién de contraste, los artefactos digitales tienen que ser eliminados, se
debe realizar la reduccién de ruido y la nitidez y, a menudo, las imdgenes tienen para ser comprimido

a formato jpg para enviar por correo electrénico y almacenamiento.

Todos estos procesos requieren matemadticas sofisticadas, que en gran medida se basan en ecua-
ciones diferenciales y técnicas variacionales. Estd claro que - con el conteo de megapixeles crece
constantemente: la necesidad requerida de sofisticacién de la tecnologia digital el procesamiento de
imdgenes también aumenta (solo piense en reducir los tiempos de procesamiento, que siguen siendo

una gran molestia para los usuarios de cdmaras de gran cantidad de megapixeles).
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Ademis, la mayoria del software de procesamiento de imagenes disponible comercialmente en la
actualidad se basa en herramientas PDE lineales (ecuacién de calor) mientras que es bien conocido
en imagen cientifica circulos de procesamiento que los métodos no lineales (ecuacién de Perona-
Malik, curvatura ecuacién, pintura de Cahn-Hillard, etc.) dan resultados muy superiores. Esperamos
un ’salto cudntico’ en el software comercial de procesamiento de imégenes pronto, que sacudir la
comunidad fotogréfica tipicamente muy conservadora. Hay otras aplicaciones importantes del proce-
samiento de imdgenes digitales ademds de fotografia, también con gran exigencia de sofisticacion

matemaéatica.

Solo piensa de aplicaciones de seguridad basadas en reconocimiento digital o imdgenes médicas.
Para ejemplo, el reconocimiento automatizado de tumores en técnicas de exploracion médica se
basa en la segmentaciéon de imédgenes (a menudo usando el funcional de Mumford-Shah)! Tenga en
cuenta que en imdgenes médicas y de seguridad no solo imagenes fijas sino también secuencias de

video deben ser procesados y analizados.!”

12.11. Modelado socioeconémico

Un anadlisis empirico y estadistico comparativo de los fenémenos sociales y econémicos describir
el comportamiento colectivo de los seres humanos en diferentes paises y los mercados conduce a
un nimero sorprendentemente grande de similitudes. esto motiva la idea béasica de que el compor-
tamiento colectivo de una sociedad compuesta de suficientemente muchos individuos (agentes) se
pueden modelar utilizando el enfoque de la mecénica estadistica, que fue desarrollado originalmente
para la descripcién de sistemas fisicos que consta de muchas particulas que interactian. Los detalles

de las interacciones entre Luego, los agentes caracterizan los fenémenos estadisticos emergentes

En particular, la evolucién de la riqueza en una economia de mercado simple ha sido estudiado
extensamente. Un punto de vista muy interesante en la representaciéon de mercados es el cinético,

que conduce a ecuaciones tipo Boltzmann para el evolucién de la distribucién de la riqueza.

En estos modelos, el mercado es representado por un gas de particulas fisicas, donde cada
particula se identifica con un agente, y cada evento comercial entre dos agentes se considera un
binario evento de colisién de particulas, con reglas de colisién determinadas por las propiedades
de el mercado subyacente. El conocimiento del comportamiento de gran riqueza de la constante la

densidad del estado es de primordial importancia, ya que caracteriza el nimero de ricos individuos

"Descargable desde: http://citeseer.ist.psu.edu/guichard0limage.html
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en la sociedad y puede usarse facilmente para determinar a posteriori si el el modelo se ajusta a

datos conocidos de economias reales.

Hace més de cien anos, el economista italiano Vilfredo Pareto Cuantificé por primera vez el
comportamiento de la distribucion del ingreso de la riqueza en una sociedad y concluyé que obedece
a una ley de potencia. Mds precisamente si f = f(w) es el funcién de densidad de probabilidad de
agentes con riqueza w, y w es lo suficientemente grande, entonces la fraccién de individuos en la

sociedad con una riqueza mayor que w es:

F(w) = /woof (wy) dw, ~w™

Pareto crefa erréneamente que la funcién de distribucién en toda la gama de riqueza (eje real
positivo) para ser una ley de potencia con un exponente universal p aproximadamente igual a 1.5.
Diversas investigaciones estadisticas con datos reales durante los iltimos diez anos revelé que las
colas de las distribuciones de ingresos de hecho siguen el comportamiento de la ley de potencia
mencionado anteriormente. El valor numérico del llamado indice de Pareto i generalmente varia

entre 1 y 2,5 segtn el mercado considerado (EE. UU. ~ 1,6, Japén ~ 1,8-2,2).

También se sabe por estudios estadisticos que tipicamente menos del 20 % de la poblacién de
cualquier pafs posee alrededor del 80 % del total riqueza de ese pafs. El grupo de ingresos mds altos
obedece la ley de Pareto anterior, mientras que el resto de la poblaciéon de bajos ingresos, de hecho
la mayoria (80 % o més), sigue una distribucién diferente, que suele ser Gibbs| o log-normal. Los
modelos cinéticos de la evolucién temporal de las distribuciones de riqueza se pueden describir en

términos de una ecuacién tipo Boltzmann que dice:

af
S =Qur )

donde f = f(v,t) es la densidad de probabilidad de los agentes de riqueza v € R en el momento
t >0,y @ es un operador bilineal que describe el cambio de f debido a binarios eventos comerciales
entre agentes. Nos referiremos a esta ecuacién en lo que sigue como ecuacién cinética de Pareto-

Boltzmann.
Las transacciones binarias involucradas se describen mediante las reglas:
* . * J—
U =Dpiv o+ Qs W = pat o+ QW

donde (v,w) denotan los dineros (positivos) de dos individuos arbitrarios antes del comercio

y (vk,wx) los dineros después del comercio. Los coeficientes de transaccién pi,gi,i = 1,2 son
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constantes dadas o variables aleatorias, con la restriccién obvia de no negatividad. Ademads, deben
ser tales que la transformacién de los estados monetarios antes y después de la negociacién no sea
singular. Entre todos los modelos cinéticos posibles los modelos conservativos son caracterizado por
la propiedad

(p1tp) =1, (n+a) =1

donde (-) denota la expectativa probabilistica. Esto garantiza la conservacién de la riqueza total
esperada del mercado (que es el momento de primer orden de la funcién de distribucién, multiplicada
por el niumero total de individuos). En forma débil, el operador de colision Q(f, f) estd definido

por:

[t =5 ([ ] 00+ otw) = o) = o)) i

Aqui ¢ es una funcién de prueba suave con soporte compacto en los reales no negativos. Tenga en
cuenta que se supone que el operador de colisién es del tipo llamado Maxwelliano, es decir, el nicleo

de dispersion no depende de la riqueza relativa de colisiones y por lo tanto, puede tenerse en cuenta

el creador de la llamada ley empirica de Pareto'® cual en forma simplificada establece que, en

cualquier pais dado, menos del 20 % de la poblacion posee el 80 % de la riqueza total. Aunque esto

no se consideraba una moraleja cuestion del propio Pareto, es muy dificil no pensar en la moralidad

8http://cepa.newschool.edu/het /profiles/pareto.htm

http://www.it-cortex.com/Pareto-law.htm

143



cuando se viaja a través de pafses del tercer mundo y estar en contacto indirecto con el gran niimero

de personas, que no forman parte de la cola de Pareto de grandes ingresos.

Matematicamente hablando, una forma més general de la ley de Pareto estd representada por el
hecho de que las grandes colas de riqueza, que corresponden a la densidad de los individuos ricos, de
los estados asintéticos a largo plazo de la ecuacién cinética de Pareto-Boltzmann (al menos después
de un limite de escala apropiado) decae solo algebraicamente a medida que la riqueza la variable
w tiende a infinito, dando lugar a las denominadas colas pesadas o gordas. el preciso la tasa de

descomposicién depende de las propiedades del mercado bajo consideracion.

De forma estadistica, los datos confirman que la regla de distribucién de la riqueza 80-20 es sor-
prendentemente universal. resultado, consistente con la ley de descomposicién algebraica. También
destacamos que el trabajo de Pareto sobre la eficiencia y la optimizacién de la economia sistemas
tiene implicaciones profundas en la teorfa de juegos matemaéticos,quefueconvertido en una teorfa
matemadtica precisa en la primera mitad del siglo XX, principalmente por Jhon von Neumann y

John Nash!?.

Modelos mateméticos de formacién de opinién se basan en cuantificar el resultado de las in-
teracciones sociales en la sociedad bajo consideracién. Evidentemente, deben tener en cuenta los
diversos factores que hacen constituyen el tejido social de la sociedad, que se derivan de los valores
histéricos, religiosos, antecedentes socioeconémicos, politicos, etc. Mucha investigacion en esta di-
reccién ha realizados en los tltimos anos, y el lector interesado puede encontrar informacién sobre

el tema en la pagina web de la Materia Condensada ArXiv?'.

12.12. Otras ecuaciones

A continuacién hay una lista de otras ecuaciones diferenciales parciales lineales que ocurren en
modelos matemdticos importantes. Su clasificacién en parabdlica, hiperbdlica o eliptica.
12.12.1. Movimiento browniano

La funcién u(z, t)que especifica la probabilidad de que una particula que experimenta un movimien-

to unidimensional en un fluido se encuentra en el punto = en el tiempo t satisface la PDE parabdlica

Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Pareto-efficiency
http://en.wikipedia.org/wiki/Game-theory
http://en.wikipedia.org/wiki/John-von-Neumann

http://nobelprize.org/economics/laureates/1994 /nash-autobio.html
20http:/ /xxx.lanl.gov/find /cond-mat
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de segundo orden

ur(z,t) = atgy(x,t) — buy(z,t)

donde los coeficientes a,b > 0 estan relacionados con el desplazamiento medio del particula por
unidad de tiempo y la varianza del desplazamiento observado alrededor de la media. El movimiento
browniano se refiere a los movimientos aleatorios de pequenas particulas bajo excitacién térmica en
solucién descritos por primera vez por Robert Brown 2'(1827), 1 quien con su microscopio observé

el movimiento espacial aleatorio y nervioso de los granos de polen en el agua.

Este fenémeno estd intrfnsecamente vinculado con la difusién. La difusién es la realizacién
macroscépica del movimiento browniano de las moléculas dentro de los gradientes de concentracion.
La base tedrica para esta relacién fue descrita por Einstein en 1905, 2 y Jean Perrin 3 propor-
cioné los experimentos detallados que confirmaron sus predicciones. Dado que el movimiento de
cualquier particula es tinico, el movimiento browniano debe describirse estadisticamente. Observa-
mos que el desplazamiento cuadratico medio de una particula promediada en muchas mediciones

crece linealmente con el tiempo, al igual que con la difusién.
12.12.2. Problemas de difusién-conveccién
El caso unidimensional se describe por la PDE parabdlica de segundo orden
up(x,t) = kg, (x,t) — aug(x, t) + bu(x, t)

donde u(z,t) es la temperatura y los coeficientes k,a > 0 y b son expresado en términos de las
propiedades fisicas del medio, el flujo de calor tasa y la fuerza de la fuente. Cuando a =0y b > 0,

la ecuacién anterior describe un proceso de difusién con una reaccién en cadena.

2IR. Brown, “Sobre las particulas contenidas en el polen de las plantas; y sobre la existencia general de moléculas
activas en cuerpos orgdnicos e inorgdnicos” en The Miscellaneous Botanical Works of Robert Brown, editado por J.
J. Bennett (R. Hardwicke, Londres, 1866), Vol. 1, pp. 463-486.

A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Fliissigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 322, 549—560 (1905).

J. Perrin, Movimiento Browniano y Realidad Molecular. (Taylor y Francis, Londres, 1910).
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La Ecuacién de Conveccion - Difusion, también llamada Ecuacion de Transporte, es una ecuacién
diferencial parcial que modela el transporte de un campo escalar (e.g. temperatura o concentracion),
debido a procesos de transporte conocidos como conveccién (también llamada adveccion) y difusion.
Esta ecuacién surge en diversos problemas de ingenierfa, como en contaminacién de acuiferos y del
medio ambiente para transporte de masa, asf como en sistemas de enfriamiento en plantas de energia

nuclear y fésil, para transporte de calor.

Existen diversas maneras de formular esta ecuacién, dependiendo del tipo de problema que se
requiera resolver (e.g. transporte de masa o de calor). Los resultados presentados a continuacién

corresponden a la aplicacién de la Ecuaciéon de Conveccién - Difusién a un problema de transporte

de calor.

La formulaci d
de energia, masa y momento a expresiones matemdticas (Mercer y Faust 1980). Posteriormente, la
incorporacién de informacién cientifica y tecnoldgica, usualmente en términos de ecuaciones cons-
titutivas, permite establecer relaciones entre las variables involucradas en el modelo, para obtener

una expresiéon que permita predecir el comportamiento de un sistema fisico.

La Ecuacién de Conveccién - Difusién describe el transporte de un campo escalar (como el calor
o la masa) debido a procesos de transporte conocidos como adveccién y difusiéon. En esta tesis se
desarroll6 esta ecuacién mediante la descripcién del modelo matemaético de transporte de soluto en
fluidos libres, mismo que se obtuvo a partir de una formulacién axiomética basada en el balance de

propiedades extensivas e intensivas involucradas en el sistema fisico.

La resolucién del modelo matematico se llevé a cabo empleando un método numérico conocido
como Calculo Exterior Discreto (DEC), basado en, como su nombre lo indica, la discretizacién de
la teorfa del Calculo Diferencial Exterior. Debido a que DEC es un método numérico relativamente
nuevo, es necesario investigar su desempeno al resolver una variedad de ecuaciones diferenciales, asf

como proponer métodos de discretizacién de los términos involucrados.

La discretizaciéon con DEC del término difusivo, cuando el medio es homogéneo e isétropo, estd

bien entendido y documentado. Sin embargo, esto no sucede asf con el término convectivo. En esta
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tesis, se propuso una discretizacién local de este término, para flujo compresible e incompresible,
considerando la velocidad de particula discretizada en los nodos, en un problema 2-dimensional en
el plano. La importancia de esta propuesta radica en el manejo de campos vectoriales, que suelen
ser calculados en los nodos mediante modelos mateméticos como el de Flujo de Fluidos en Medios

Porosos.

12.12.3. Precios del mercado de valores

El precio V'(S,t) de un derivado en bolsa es la solucién de la PDE parabdlica de segundo orden
1
Vi(S,t) + 5025*2‘/53(5, t) +rSVs(S,t) —rV(S,t) =0

donde S es el precio de la accién, o es la volatilidad de la accién, r es el interés libre de riesgo

compuesto por ano, y el tiempo ¢ se mide en anos. Esto se conoce como la ecuacién de Black-Scholes.

Usted tiene algunos ahorros y quiere invertirlos. Si no es un emprendedor, puede comprar a-
cciones en el mercado de valores, pero necesitard encontrar un buen agente de inversiones. Es
alguien que ha hecho una investigacién exhaustiva y ha estudiado detenidamente en qué companias
es bueno invertir. Pero para ahorrarse la jugosa comisién de este agente, puede hacer otra cosa que

resulta igual o mejor: escogerlas usted mismo al azar.

Por 14 anos, desde 1988 a 2002, el Wall Street Journal hizo un ejercicio. Colgaban todo el catdlogo
de acciones de la bolsa en una pared y tiraban dardos al azar. La companfa donde cafa el dardo, la
inclufan en un portafolio. Consistentemente estos portafolios aleatorios superaban la eficiencia de
aquellos armados por expertos. David Harding, dueno del importante fondo de inversiones Winton
Capital, asegura que armar portafolios aleatorios con acciones del S&P 500 funciona mejor el 99.99 %

de las veces.

Esto se sabfa desde la década de 1930 y aunque los agentes de bolsa se enfurecieron con estas
afirmaciones, los académicos se emocionaron. Comenzaron a utilizar técnicas sofisticadas ya exis-
tentes para otros fenémenos aleatorios, como el crecimiento poblacional o el clima. En la década de
los 50’s, en una biblioteca parisina, alguien encontré una empolvada tesis de principios de siglo por
un tal Louis Bachelier, que modelaba los mercados inspirdndose en la forma en que se mueven las

particulas suspendidas en un liquido.

Aunque Bachelier no habia encontrado una forma de predecir precios, habia descubierto algo

igual o mejor: como eliminar el riesgo.
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Proponia las “opciones de compra/venta”, un artificio ya usado por los japoneses desde el siglo 17
para vender o comprar arroz a futuro. Aplicado al mercado de valores, esta idea podia revolucionar
su modelado matemaético. Sinembargo murié sin resolver el problema crucial: ;cuél debe ser el precio
adecuado para una “opcién”? Economistas idearon formulaciones que inclufan todo tipo de términos
subjetivos como aversién, disponibilidad o experiencia. Nada funcionaba. .. las férmulas mas bien

parecian un ejercicio de psicoterapia.

En 1968 eso iba a cambiar. Myron Scholes y Fisher Black decidieron crear un modelo que tuviera
s6lo factores cuantificables y objetivos. Y lo lograron. Pero su férmula era muy complicada para
resolverse en cada instante de tiempo. Entonces otro profesor, Robert Merton, se inspiré en los
cohetes. Adaptando la forma en que se calcula la posicion de un cohete en cada instante de su

vuelo, finalmente encontré cémo calcular el precio de una “opcién” en cada instante también.

El excepcional resultado de estos intelectuales es el Modelo Black-Scholes y les ganarfa el premio

Nobel de Economia en 1997:

El precio (C) de la opcién depende solo de factores objetivos como el interés r, el strike price
(K), duracién del contrato (T') y el precio de stock (S). Unos anos después de su publicacién, fondos
de inversiones vefan sus ingresos multiplicados gracias a esta magia matematica. Increiblemente, con

esta formula podian armar portafolios donde el riesgo efectivamente podia eliminarse. j; Como?!

La genialidad estd en percatarse que en cada momento uno puede crear “opciones” que contra-
rresten el movimiento de precios de una accién bursétil. Esto se llama “cobertura dindmica” (dynam-
ic hedging). Un fondo puede estar emitiendo opciones constantemente que balanceen el movimiento

del mercado.

Los fondos empezaron a apostar mas y mds con esta férmula hasta que enfrentaron eventos
totalmente inesperados que sus cdlculos no consideraban. El colapso de Tailandia en 1997 y el
impago de Rusia en 1998 hizo tambalear las bolsas globales. El fondo LTCM, que usaba estas
técnicas, tenfa apostado casi un trillén de délares y de no haber sido rescatado, hubiera colapsado

la economia mundial.

El modelo Black-Scholes sigue siendo el estdndar para apreciar derivados financieros. Es un
grandioso ejemplo de como diversas dreas del conocimiento humano convergen para crear avances
matematicos poderosos. Pero la crisis de finales de los 90 nos ensena también que estos modelos,

como la mayoria, son representaciones limitadas de la realidad.
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Un gran nimero de trabajos se han dedicado a estudiar el modelo de Black-Scholes desde difer-
entes puntos de vista, por ejemplo resuelven la ecuacién aplicando un método numérico al momento
de calcular la transformada inversa de Laplace, dan un método directo para hallar una repre-
sentacion integral de la solucién, en la cual utilizan la transformada de Mellin, se muestra como
obtener la solucion a partir de la funcién de Green de la ecuacién de difusién. Por otro lado, algunos
autores han generalizado éste modelo, reemplazando el movimiento Browniano geométrico por el

movimiento Browniano fraccionario, en la deduccién de la ecuaciéon de Black-Scholes.

En las tdltimas décadas el cédlculo fraccionario ha despertado un gran interés en la comunidad
cientifica, debido a sus aplicaciones en diferentes areas de investigacién, tales como la economfia,
fisica, mecdnica, quimica, entre otras. En comparacién con las derivadas estdndar de orden entero
respecto al tiempo, las derivadas de orden fraccionario se caracterizan por tener memoria; es decir,
la tasa de cambio de una funcién cerca de un punto es afectada por el pasado en el dominio de
definicién, en lugar de sélo una vecindad del punto. Existen algunos trabajos, que al igual que
nosotros, han estudiado una generalizacién de la ecuacién de Black-Scholes, la cual se obtiene al

cambiar la derivada parcial en el tiempo por una derivada fraccionaria.

12.12.4. Evolucién de un estado cuantico

En mecdnica cudntica, la funcién de onda v (x,t) que caracteriza el movimiento unidimensional
de una particula bajo la influencia de un potencial V (x) satisface la ecuacion de Schrodinger
2

(0, 1) = =5 t) + V (),

Esta es una PDE parabdlica de segundo orden donde es la constante de Planck reducida, m es

la masa de la particula, e i = —1.

La ecuacién de Schrodinger fue desarrollada por el fisico austriaco Erwin Rudolf Josef Alexander
Schrodinger en 1925. Describe la evolucion temporal de una particula masiva no relativista. Es de
importancia central en la teorfa de la mecdnica cudntica, donde representa para las particulas
microscépicas un papel andlogo a la segunda ley de Newton en la mecdnica cldsica. Las particulas
microscopicas incluyen a las particulas elementales, tales como electrones, asi como sistemas de
particulas, tales como nicleos atémicos. Limitaciones de la ecuacién: La ecuacién de Schrodinger
es una ecuacién no relativista que sélo puede describir particulas cuyo momento lineal sea pequeno

comparada con la energia en reposo dividida de la velocidad de la luz.

Ademss la ecuacién de Schrodinger no incorpora el espin de las particulas adecuadamente.

149



Pauli generalizé ligeramente la ecuacién de Schrodinger al introducir en ella términos que predecian

correctamente el efecto del espin, la ecuacién resultante es la ecuacién de Pauli.

Mas tarde Dirac, proporcioné la ahora llamada ecuacién de Dirac que no sélo incorporaba el

espin para fermiones de espin 1/2, sino que introducia los efectos relativistas.

12.12.5. Movimiento de un campo escalar cudntico

La funcién de onda 1(z,y, z,t) de una particula en movimiento libre en la mecdnica cudntica
relativista es la solucién de la (hiperboélica de segundo orden) ecuacién de Klein-Gordon.
2.4

¢tt(x7yvzat) = C2A¢($7?J, Z7t) - =

?1&(1’7 Yy, z, t)

donde c es la velocidad de la luz.

La versién unidimensional de esta ecuacion es de la forma:
Uy (1,1) = gy (z,1) — au(x,t)

donde a = cte > 0.

La teoria cudntica de campos (TQC) surge al combinar la relatividad especial y la mecédnica
cudntica. Es posible escribir una versién relativista de la ecuacién de Schrodinger. De hecho fue él
el primero en encontrar lo que hoy se conoce como ecuacién de Klein-Gordon, pero la deseché por
no describir correctamente la estructura fina del 4&tomo de hidrégeno, asi que se quedé con su limite

no relativista.

Sin embargo, las ecuaciones de ondas (sean o no relativistas) no pueden explicar procesos en los
que cambia el mimero de particulas. Ademés las ecuaciones de ondas relativistas sufren patologias,
como la apariciéon de densidades de probabilidad negativa, la existencia soluciones de energia nega-
tiva y la violacién de causalidad (probabilidad no nula de encontrar particulas propagéandose fuera

del cono de luz).

La TQC proporciona un marco natural para manejar estados con un nimero arbitrario de
particulas (espacio de Fock), da sentido a las soluciones de energia negativa (antiparticulas), resuelve
el problema de la causalidad (la propagacién de un particula fuera del cono de luz es indistinguible
de la de su antiparticula viajando en direccién opuesta, y sus amplitudes se cancelan), explica la
relacién entre espin y estadistica, y permite calcular observables (secciones eficaces, vidas medias,

momentos magnéticos) con elevadisima precisién y de acuerdo con el experimento.
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., Qué estados crea el campo de KG? Veamos ahora ;Qué interpretacién tiene el campo de KG?
Hagamoslo actuar sobre el vacio

o0 = [ e

Efectivamente

(0l (2)[p)

d3_¥ —~\ _—ip’-x t =\ ip'x t 0
~ (0| [ g (c@e = a0y ev) ol o)
—szzezEtezpw:<xt|m

que es una onda plana y confirma, en principio, la interpretacién de que el campo ¢(z) actuando

, , — .
sobre el vacio crea una particula en el punto 2" en el tiempo .

12.12.6. Pérdida de linea de transmisién

La corriente y el voltaje en la propagacién de las senales en una linea de telégrafo satisfacen la

PDE hiperbdlica de segundo orden
auy(z,t) + buy(x,t) + cu(x, t) = Uz (x,t)

donde los coeficientes a,b > 0 y ¢ > 0 se expresan en términos de resistencia, inductancia, ca-
pacitancia y conductancia que caracterizan la linea. Esto se conoce como la ecuacién del telégrafo (o
del telegrafista). Este ejemplo ilustra el comportamiento de la solucién de la Ecuacién del Telégrafo

en lo que constituye el "problema del telegrafista". Para ello, consideraremos el problema siguiente:

0%u ou , 0%
8tz—i—(a—l—b)a——|—abu—e Erel O0<z<L,t>0
u(z,0) = f(x), Ou (,0)=g(x); 0<ax<L; u0,t)=0, wu(L,t)=0; t>0,

ot
en el caso en que la velocidad de propagacién de la senial a lo largo del cable (¢ = 1) y la longitud
del cable sea L = 10. Inicialmente la senal es una onda triangular centrada en el punto z = 3, y su

velocidad inicial es g(z) = —cf’(x) — df (z), siendo d = (a + b)/2. Como se ha explicado en clase,
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los valores a, b, ¢ de la ecuacién del telégrafo se relacionan con la resistencia eléctrica del cable por
unidad de longitud R, la inductancia del cable por unidad de longitud L, la capacitancia del cable
por unidad de longitud C' y una conductancia a tierra del cable por unidad de longitud G del modo
siguiente:

El programa muestra simultdaneamerte en trazo gris la solucién de la Ecuacién de Ondas (a = 0,b =
0), y en trazo negro la solvcién de la Ecuacién del Telégrafo desde el instante de tiempo inicial
hasta t = 20. Una vez que termina la ejecucién pueden variarse los valores de los pardametros. Esta
variacién requiere que los valores de @ > 0,b > 0 y (a + b) < 0,6 para que todos los modos de la
solucién sean subamortiguados. Dado que la solucién analitica de este problema estd afectada de
un término de la forma e~% que provoca el decaimiento en funcién del tiempo de la sefial que se va

propagando, el programa permite ’desactivar’ este decaimiento (pulsando "decay off); es decir, se

representa et %u(x,t) en lugar de u(z,t).

Un siglo de T.S.H. (telegrafia sin hilos) o radiotelegrafia a bordo de los buques mercantes; o
bien “Oficial Radiotelegrafista de la Marina Mercante, una profesiéon de vida breve”. Los oficiales
radiotelegrafistas de la M.M. también llamados telegrafistas, radios, chispas u otros epitetos mas
0 menos carinosos, eran una especie profesional, hoy en dia practicamente extinguida, habitual a
bordo de todos los buques mercantes del mundo de més de 1.600 TRB (toneladas de Registro Bruto)
entre los anos 60 y 90 del siglo pasado.

Alfred Vail y Samuel Morse crearon el alfabeto o cédigo que lleva el nombre de éste ltimo. En
1837 Morse, con la ayuda de Joseph Henry, desarroll6 y patenté un telégrafo eléctrico, el primer
sistema para transmitir informacién a distancia mediante impulsos eléctricos a través de alambres

de cobre??.

2Leer mds: https://www.navegar-es-preciso.com/news/un-siglo-de-t-s-h-telegrafia-sin-hilos-o-radiotelegrafia-a-

bordo-de-los-buques-mercantes-o-bien-oficial-radiotelegrafista-de-la-marina-mercante-una-profesion-de-vida-breve-/

152



12.13. Ondas disipativas

En el caso unidimensional, la propagacién de tales ondas estd gobernada por una PDE hiper-

bélica de segundo orden de la forma
wy (2, 1) + aug(z,t) + bu(z,t) = uge(w,t) — duy(z,1)

donde los coeficientes a, b, d > 0 no son todos cero y ¢ > 0.

12.13.1. Una aplicacién geofisica: Sismogramas Sintéticos

Los resultados de este capitulo encuentran aplicacién inmediata en exploracién sismica. Si con-
sideramos un modelo geoldgico constituido por estratos horizontales homogéneos y ondas que inciden
perpendicularmente a las interfaces entre dichos estratos (incidencia normal) es posible dar una de-
scripcién muy simplificada de las ondas reflejadas por las interfaces (reflectores sismicos) en términos
de coeficientes de reflexién y transmisién. En efecto, de acuerdo a nuestro modelo simplificado, cada
capa es homogénea y la propagacién de ondas es vertical (unidimensional), en consecuencia, en cada

capa las ondas acusticas.

A: Vista en 3D de la estructura litosférica y del manto superior, B: Vista de cortes de tomografia a
55 km de profundidad. Cuenca de Atacama (AT), Arizaro (AZ) y Salinas Grandes (SG). Principales
anomalfas A, B, C y D. Tomada de (Andersen et al., 2022)%.

12.14. Vibraciones transversales de una varilla

La deflexién u(z,t) de un punto genérico en la barra satisface la PDE de cuarto orden
Uy (7, 1) + Clggpe (7, 1) =0

donde ¢ es una constante fisica relacionada con la rigidez del material de la varilla.

Zhttps://www.acggp.org/boletin-5-agosto/
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Los sistemas mecdnicos en general, consisten en un conjunto de componentes estructurales,
que poseen elasticidad y masa distribuida. Ejemplos de estos componentes son las barras y vigas.
Las vibraciones de sistemas mecdnicos con masas puntuales y elementos eldsticos discretos estéan

gobernadas por una serie de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden.

Las barras, vigas y otros componentes estructurales, sin embargo, estdn considerados como sis-
temas continuos que poseen infinitos grados de libertad; las vibraciones de estos sistemas estdn
gobernadas por ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que involucran variables que depen-
den tanto del tiempo como de coordenadas espaciales. En este trabajo se recoge un estudio riguroso
y minucioso de las vibraciones en sistemas simples, barras y vigas, de materiales eldsticos. El estudio
de las vibraciones ha adquirido una gran importancia en el proceso de diseno de numerosos elemen-
tos, tanto en el ambito industrial como fuera de éste, ya que la existencia de vibraciones puede
acarrear multiples problemas, tales como la aparicién de ruido, funcionamiento incorrecto e incluso
el colapso del elemento en cuestién, al favorecerse la propagacién de defectos debido a procesos de

fatiga.

Como ejemplo de sistemas reales en los que las vibraciones son un problema importante se
pueden citar los sistemas de transporte de viajeros: ferrocarriles, automdéviles... en los que se deben
evitar determinados valores en la frecuencia de vibracién del sistema, ya que ésta puede afectar al

confort, provocando malestar y mareos en los ocupantes.

Existen determinados problemas cuyas condiciones de contorno son dependientes del tiempo, y
la forma convencional y habitual de resolver las ecuaciones diferenciales que los definen es aplicando
condiciones de contorno que no dependen del tiempo. Es importante conocer si se estd cometiendo
un error al resolver estos problemas como se hace habitualmente, y en caso afirmativo, cuantificar
dicho error. Por este motivo, los problemas recogidos en este trabajo se van a resolver siguiendo dos
métodos, por un lado el método convencional y por otro, aplicando un método de resolucién en el

que si se imponen dichas condiciones de contorno como dependientes del tiempo.
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12.15. Ondas dispersas

La ecuacién de Helmholtz.

Au(z,y,z) + Ku(z,y,z) =0

donde k£ = cte, juega un papel importante en el estudio de la dispersién de ondas acisticas,

electromagnéticas y eldsticas. Es una PDE eliptica de segundo orden. La ecuacion
Au(z,y, z) — K*u(z,y,2) =0
se llama ecuacién de Helmholtz modificada.

En radiofisica contemporénea, 6ptica atmosférica, comunicacién inaldmbrica y, en general, teoria
de comunicacién, el estudio de propagacién de ondas electromagnéticas en la atmdsfera se ha incre-
mentado en las iltimas décadas considerablemente, esto a raiz de las nuevas tecnologias computa-
cionales y los modernos laboratorios que nos permiten analizar y experimentar el comportamiento

turbulento que se presenta en la atmdsfera.

Como consecuencia de este desarrollo, herramientas matematicas més sofisticadas se deben intro-
ducir en el estudio y tratamiento de estos fenémenos, tales como ecuaciones en derivadas parciales,
teorfa de distribuciones, desigualdades variacionales, funciones de Green y métodos de aproximacién
y numéricos, sin los cuales seria imposible resolver las ecuaciones que modelan dichos fenémenos

fisicos.

En los tltimos 30 afios la astronomia de emisiones electromagnéticas de altas energias (ultravio-
leta, X y gamma), la radioastronomia y el sondeo de regiones espaciales in situ con medidores de
particulas y de campos nos han mostrado una imagen del Sistema Solar muy diferente de la que
se tenfa anteriormente, haciéndonos ver que estamos rodeados de plasmas por todas partes. Hemos
descubierto que esta presencia del plasma es universal y el universo de plasma, en muchos aspectos
muy distinto del que se habia descrito anteriormente, estd apenas empezando a definirse. Uno de
los propésitos principales de este libro es mostrar la gran abundancia de los plasmas naturales y
describir las caracteristicas generales de esos plasmas que llenan el espacio o que componen o rodean

los cuerpos que lo pueblan.

En los siguientes capitulos realizaremos un viaje hacia el exterior para ir descubriendo los plasmas
que nos encontramos al alejarnos de la superficie de la Tierra. Empezaremos por los entornos

plasmadticos de nuestro planeta y los deméds planetas, describiremos después el plasma solar y el
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interplanetario y finalmente mencionaremos las estructuras de plasma que se encuentran fuera de

nuestro sistema planetario y los plasmas que llenan los espacios interestelar e intergalédctico.

Las observaciones directas de los plasmas cercanos a la Tierra son un excelente laboratorio para
conocer el comportamiento de los plasmas més distantes, pues los plasmas del Sistema solar no
s6lo cubren un amplio rango de densidades, temperaturas y magnetizaciones, sino que presentan
también una rica variedad de fenémenos desde sencillos hasta muy complejos. Por otra parte, estas
observaciones constituyen también la tnica forma de apreciar ciertos fenémenos en los plasmas

espaciales que no son reproducibles en un laboratorio terrestre.

12.15.1. Las auroras

La méds cercana manifestacién visible de los plasmas en la naturaleza es la aurora, los hermosos
despliegues de luces danzarinas que se presentan en gran variedad de formas y que adornan la alta
atmosfera en las regiones cercanas a los polos. Estas luces, que generalmente son de color amarillo
verdoso, se ven casi todas las noches claras y su intensidad es suficiente como para poder leer. Por
lo general, a través de los despliegues aurorales se transparentan las estrellas, pero cuando son muy
brillantes ocultan la presencia de la Via Léactea en el cielo. Aunque durante el dia no se distinguen,

el resplandor del cielo permanece en realidad todo el tiempo.

Aunque aqui no puede apreciarse, todas las luces de una aurora estdn en continuo movimiento.
Las auroras ocurren tipicamente en dos regiones anulares, casi circulares, de pequena extensién lati-
tudinal, alrededor de cada polo geomagnético. Estos polos geomagnéticos, que podriamos considerar
como las intersecciones del eje del campo magnético dipolar terrestre con la superficie de la Tierra
, son cercanos a los polos geogréficos pero no coinciden con ellos. El polo norte geomagnético (que
en realidad es el polo sur de un imén) se localiza cerca del extremo noroeste de Groenlandia y el

polo sur (que es un polo norte magnético) cerca de la estacién soviética Vostok en la Antéartida.
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El campo magnético de la tierra es semejante al de un imdn, pero no estd alineado con el eje de

rotacién. Los polos geomagnéticos no coinciden con los polos geogréficos.

12.16. Calor convectivo en estado estacionario

En el caso bidimensional, la distribucién de temperatura u(z,y) que gobierna este proceso sa-

tisface una PDE eliptica de segundo orden de la forma
Au(z,y) — aug(z,y) — buy(z,y) + cu(z,y) =0,

donde los coeficientes a, b > 0, no ambos cero, y ¢ estdn relacionados con las propiedades térmicas

del medio, las tasas de flujo de calor en las direcciones x e y, y la fuerza de la fuente de calor.

La energfa calorifica se transmite desde las zonas de alta temperatura a las de baja temperatura,
en un proceso que va acompanado de un cambio de entropia hasta que se alcanza, si es posible, el

estado de equilibrio térmico caracterizado por una distribuciéon uniforme de temperaturas.

Denominamos calor a la transferencia de energia que tiene lugar sin un movimiento ordenado del
sistema, en contraposicién a la transferencia de energfa que tiene lugar con un movimiento ordenado

durante la realizacién de un trabajo mecénico.

La Termodindmica de los procesos reversibles estudia la transferencia de energia en éstos, pero
siempre a lo largo de una sucesién de estados de equilibrio. Sin embargo, en un proceso de inter-
cambio de calor entre cuerpos a distintas temperaturas, en tanto se mantenga una diferencia finita
de temperaturas entre los mismos habrd un flujo irreversible de calor entre dichos cuerpos y no

tendremos estados de equilibrio.

Sin embargo, si podemos tener estados en los que las variables macroscépicas del sistema no
cambian con el tiempo, pero que no corresponden a estados de equilibrio sino a estados estacionarios
en los que se mantienen constantes las temperaturas de los distintos cuerpos involucrados y el flujo
de calor entre ellos. También podemos tener situaciones en las que el sistema estd evolucionando

con el tiempo y ni siquiera tenemos estados estacionarios.
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12.16.1. La transmisién del calor tiene lugar por tres mecanismos bésicos

» Conduccién: La energia calorifica se transmite durante el contacto directo entre cuerpos (o
partes de los mismos) a distintas temperaturas y tiene lugar mediante choques o acoplamientos
entre las moléculas del sistema (unas en zonas mds calientes, con mayor energia térmica y
otras en las zonas méds frias, con menor energia térmica), aunque no haya un movimiento
macroscépico de las moléculas, o el material sea transparente a la radiacién. Este proceso
es de gran importancia en sélidos, pero de menor importancia en liquidos y gases, donde

normalmente aparece combinado con la conveccién y es practicamente enmascarado por ésta.

= Conveccion: La energia calorifica se transmite por el movimiento fisico de moléculas “calientes”
de las zonas de alta temperatura a las zonas de baja temperatura y viceversa, equilibrandose
las temperaturas. Este proceso tiene gran importancia en fluidos y también es denominado
conduccién superficial, ya que el flujo de calor entre la superficie de un material y un fluido
estd relacionado con la conduccién a través de una fina capa del fluido que se encuentra junto
a la superficie. Ademsds, es este proceso de conduccién superficial el que provoca, en un fluido
inicialmente en reposo en contacto con una superficie a distinta temperatura, una diferencia
de temperaturas en el fluido, origindndose diferencias de densidad en el mismo que producirdn
a su vez un desplazamiento fisico de materia a distintas temperaturas de unas zonas a otras,
teniéndose conveccién (en este caso natural). La transferencia de calor por conveccién puede
ser forzada cuando esta ayudada por el movimiento de las superficies en contacto con el fluido o
libre (llamada también natural) cuando se produce inicamente en virtud de una diferencia de
densidades causada por una diferencia de temperaturas. También puede venir acompanada de
un cambio de fase, como ocurre durante la condensacién o la ebullicién, con unos intercambios

de calor muy intensos.

» Radiacién: La energfa calorifica se transmite en forma de energfa de la radiacién electromag-
nética, emitida por todos los cuerpos por el hecho de encontrarse a una temperatura T , y que
se propaga a la velocidad de la luz (porque es luz de distintas longitudes de onda) y puede
ser absorbida por los cuerpos, aumentando su temperatura. La radiacién es el 1inico medio de
transmisién del calor cuando ésta tiene lugar a través del vacio, y puede ser muy importante

para altas temperaturas.

Estos mecanismos bédsicos actuardn de forma combinada, no sélo para dar la temperatura final
del recinto que estamos estudiando, sino en combinacién con otros elementos como la humedad

del aire, para dar el grado de comodidad o confort del ser humano en el espacio considerado. Asi,
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mayores o menores grados de humedad dardn lugar a una sensacién de comodidad mayor o menor
para una misma temperatura. La accién del viento y de la radiacién son también elementos a

considerar. Por una parte, el viento favorece los procesos de conveccién y evaporacion.

Por otra parte, para una misma temperatura en un lugar, el hecho de que éste esté soleado puede
hacer més agradable la estancia en el mismo en invierno, no sélo por la luz sino por la radiacion
térmica que incide sobre la persona. De la misma forma, para una misma temperatura en una
habitacién la sensacién térmica es mds baja si paredes y suelo estdn ain frios que si los mismos

estdn ya calientes o incluso més calientes que el aire de la habitacién.

Frecuencia (Hz)
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12.17. Problemas planos en mecanica de medios continuos

La funcién de tension de Airy en la elasticidad plana y la funcién de corriente en el flujo lento

de un fluido viscoso incompresible son soluciones de la eliptica biarménica de cuarto orden ecuacién

AAU<J;7 y) = uwx:vx(xy y) + zuxacyy(xa y) + uyyyy(xv y) = 0.

La ecuacién de Airy desempena un papel importante en la fisica. Las soluciones fundamentales
de la ecuacién de Airy homogénea denominadas funciones de Airy se usan en muchos campos de la

fisica (6ptica, mecanica de fluidos, fisica molecular, fisica de superficies, fisica cudntica).

El método de la funcién de Green se aplica a la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
o parciales lineales inhomogéneas, en particular, cuando se resuelven sistemas descritos mediante
dichas ecuaciones con condiciones de frontera lineales o condiciones iniciales lineales. El método de
las funciones de Green desde su aparicién en 1825 se ha convertido en una herramienta alternativa
para abordar temas con ecuaciones diferenciales no homogéneas bajo ciertas condiciones de contorno,
esta técnica ha demostrado ser ttil en diversas dreas de la fisica. La importancia de este método

radica en su simplicidad para aplicarse a sistemas fisicos gobernados por ecuaciones diferenciales.
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En el desarrollo de estructuras y elementos de funcionamfuinas se desea siempre garantizar el
adecuado tan metodologias de diseno con las cuales se pueda calcular un valor de carga a aplicar,
que se pueda comparar con un valor limite (definido por el material y la geometria), asegurando el

disenio realizado.

A principios del siglo pasado se pensaba que el diseno basado en los esfuerzos de operacién de
los elementos, comparado con los esfuerzos limite de los materiales, era condicién suficiente para
su operacién satisfactoria. Sin embargo, han ocurrido diversos accidentes (fallas prematuras) con
elementos que se pensaban bien diseniados. Este es el caso del buque Titanic (1912), un tanque de
melaza en Boston que estall6 por la presion de la melaza (1919), muchos barcos de la época de la
$2~{\text {da }}$ guerra mundial que se partieron en dos (1940s) y tres aviones Comet britdnicos

que se desintegraron en el aire en menos de un afio (19531954s).

En muchos casos, las fallas ocurrian en presencia de pequenas deformaciones y poca fluencia en
las zonas de falla, es decir, tenfan comportamiento fragil. Estos y muchos otros incidentes motivaron
el desarrollo de lo que hoy se conoce como mecénica de fractura. En muchos casos, la fractura total
puede ocurrir con una pequenisima deformacion pléstica, la cual se presenta en las cercanias a la

punta de la grieta. Por tanto, el material parece tener una fractura fragil.

Los métodos analiticos son importantes, ya que han sido la base de la mecédnica de fractura
y suministran las ecuaciones parar calcular los campos de esfuerzos y desplazamientos. En estos

métodos, se trata de determinar las denominadas funciones de esfuerzo de Airy para hallar K.

Westergaard realizé uno de los primeros acercamientos al problema, utilizando las funciones de
Airy, en las cuales se dice que, para que se cumplan las ecuaciones de equilibrio, se tiene que cumplir

la ecuacién de compatibilidad:

p 4 4
LI
dz? dz?dy?  dy*

V3(V*)) =0

La funcién se llama la funcién de esfuerzo de Airy. A partir de ésta se pueden determinar los
valores de esfuerzos y deformaciones mediante derivaciones parciales. Por ejemplo, para esfuerzo

plano:

_d® _d® A%

— 7 9 Oy = y  Tay =
dy? Y dax? Y dxdy

Oz
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12.18. Flujo transénico plano
El flujo transénico de un gas comprimible se describe mediante la ecuacién de Fuler-Tricomi
U¢x(l‘, y) = $uyy(m» y)

donde u(x,y)es una funcién de la velocidad. Esta es una PDE de segundo orden de tipo mixto:

es hiperbdlica para z > 0, eliptica para x < 0 y parabdlica para x = 0.

Flujo transonico

Flujo supersoénico
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13. Capitulo IV: Funciones Generalizadas

El analisis asintético es una antigua materia que tiene aplicaciones en varios campos de la
matemadtica pura y aplicada, en fisica e ingenierfa. Las técnicas asintéticas son usadas para aproximar
expresiones integrales complicadas que resultan de distintas transformaciones en el andlisis. También
la solucién de algunas ecuaciones diferenciales son calculadas con mayor precisién usando técnicas

asintdticas.

Una caracterfstica importante en la teoria de expansiones asintdticas es que juega un papel
importante con la experiencia y la intuicién al resolver problemas particulares vinculados con la

naturaleza.

El objetivo de este estudio es presentar aproximaciones de esta teorfa usando funciones genera-

lizadas.

La teoria de funciones generalizadas es otra drea importante dentro de la matemadtica, en la cual
se han encontrado aplicaciones para la fisica e ingenieria. Recientemente se ha encontrado diversas

relaciones entre las técnicas asintéticas y la teoria de distribuciones.

El objetivo de este capitulo es presentar la teorfa de distribuciones de expansiones asintéticas
para funciones de una variable. Se estudia el comportamiento asintético de f(Ax) cuando A — oo

en los espacios distribucionales E'(R), P'(R), O,/ (R).

A manera de ejemplo, sabemos que la expansién asintética del momento estd dada por :

N (=1, 60 (2
n=0 :

donde y;, son los momentos de la funcién generalizada f(z) dada por :

p = (f(2), 2")
referenciada en [6], [7].

La investigacion se orienta a saber en que espacios de distribuciones tales como FE'(R), P'(R),

O, (R), S'(R) la expansion es vilida.

La técnica del momento de la expansién asintética es vdlida para muchas variedades de niticleos,
tales como funciones generalizada de rapido decrecimiento y de rdapidas oscilaciones. También la

expansion asintética proporciona desarrollo de muchas integrales y series. Algunas series pueden
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ser convergentes y asintética, sin embargo, existen series divergentes que son asintética, es por esta

razén que las series asintética estdn referida a series divergentes.

Las distribuciones de rdapido decaimiento en el infinito son de fundamental importancia en el

estudio de las expansiones asintética de funciones generalizada.

Estas expansiones inmediatamente da el desarrollo clédsico de varias integrales y series. El mo-
mento de la expansién asintética esta referido con la expansién de los nicleos distribucionales del

tipo f(A\x) cuando A\ — co.

El momento de la expansién asintética estd dada en términos de las funciones Delta de Dirac
concentrada en el origen, mientras que las expansiones generales en términos de funciones general-
izadas homogéneas. Una aproximacién directa de esta expansién asintética, permite resolver muchos
problemas no solo en el uni-dimensional espacio, sino también aplicarlo a integrales y niicleos os-

cilatorios en espacio n-dimensionales.

El multi-dimensional momento de la expansién asintética encuentra aplicaciones de los desa-
rrollos de las integrales tipo Laplace y Fourier, éstas generalizaciones permiten estudiar la expansion
de los niicleos distribucionales del tipo f(Az,y) cuando A — oo. La serie de las funciones Delta de
Dirac del tipo Z a, 6™ () con n =0,1,2... permiten estudiar las relaciones entre las soluciones
formales del clasico desarrollo asintético y las soluciones distribucionales de ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Las expansiones asintéticas de funciones generalizadas depende de la seleccion de los espacios
de pruebas y usando la teorfa del producto tensorial topolégico se obtienen expansiones vectoriales

de distribuciones.

Por otra parte, dentro de esta teoria es conocida la expansion asintética de la transformada de

Laplace, en este trabajo también se le da un sentido distribucional a tal expansion.

13.1. Definiciones Basicas

Definicién 5 El espacio D de funciones de pruebas consiste de todas las funciones de wvalores

complejos ¢(t) que son infinitamente diferenciable y a soporte compacto.
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Definicién 6 FEl soporte de una funcion continua ¢(t) es la clausura del conjunto donde ¢(t) # 0.

Los puntos del soporte de una funcion generalizada son llamados puntos esenciales.
Definicién 7 Una sucesion de funciones de pruebas {¢,} convergen en D si :
1. ¢,(x) € D
2. El soporte de cada ¢, (x) estd contenido en algin dominio fijo K independiente de n.
3. La sucesién {¢"(x)} converge uniformemente para -co < 2 < ooy k es un entero positivo
fijo
Observacién 2 : El hecho de que ¢ (x) converga uniformemente para cada k, afirma que ¢*(z) es

continua y es el limite de {¢*(x)}, por tanto, D es un espacio completo.

Definiciéon 8 Una funcional f lineal continua del espacio D, es una funcion generalizada. El espacio
de todas las funciones generalizada se denotard por D'. D'es el dual o conjugado del espacio D. Esa

funcional debe satisfacer :

1. Linealidad
<f,04¢1+/6¢2 >:a<fa¢l >+6<f7¢2>

2. Continuidad:

{(bn(x)}?lo:l - (b(ﬂf) € D entonces {< f7 (bn(x) >}$Lo:1 —< f7 ¢(x) >
El valor de f en la funcién de prueba ¢ se denotard por

<ﬁ¢>:/f”ﬂmawdx

oo

Las distribuciones més simples estdn dadas por funciones localmente integrable, es decir, si

f es una funcion definida en U ( conjunto abierto de R™ ), entonces es localmente integrable, por

ejemplo satisface |f(z)] dx < oo para cada compacto K C U, entonces podemos construir una
K

distribucién en U por la férmula

<ﬂ¢>=Af@W®NM

la cual estd bien definida en D(U) debido a que la integral es evaluada sobre el soporte de ¢(z)
que es compacto y la continuidad sigue del hecho de que si {qbn} — 0 en D, entonces existe un

compacto fijo K con sopp ¢, C K, para 1 > 1, y entonces

lAf@%@Mx

debido a la convergencia uniforme de {¢,} — 0

< /K (@) de|mix{|,| : 2 € U} — 0
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Ejemplo 32 Siy € U, la funcional delta de Dirac concentrada eny, es la distribucion 6(x—y) dada

por
<d(x —y), d(x) >= o(y)

donde la evaluacion es con respecto a x donde y es un elemento fijo de U.

Observaciéon: Las distribuciones que se obtienen de una funcién localmente integrable son

llamadas distribuciones regulares, en casos contrarios, distribuciones singulares.

13.2. Operaciones con Funciones Generalizadas

Sean f, g funciones generalizadas, « € C, x € R", t € R", ¢ € D

1. Suma

<[f+9,¢>=<[fo>+<g,0>
2. Producto de una distribucién por una constante

<af,¢>=<f,ap >

3. Traslacién

< f(t=2),0(t) >=< f(1),¢(t + ) >

4. Trasposicion

< f(_t)7 ¢(t) >=< f(t)a ¢(t) >

5. Multiplicacién de la variable independiente por una constante positiva
1t
< fat), (1) >=< (1), —0(-) >
6. Si f,g son localmente integrables entonces, < fg,¢ >= [ f(t)g(t)p(t) dt

Teorema 33 Sea ¢ una funcion infinitamente diferenciable, f una funcion generalizada y ¢ una

funcion de prueba del espacio D, entonces:

<of.6>=< b >= / F(@)lp(@)d(a)] dr = / (@) f(2)]é(x) da

Demostraciéon 5 Para cada ¢ € D, pp € D y @@ es cero cuando ¢ es cero, esto significa que

wp € D.
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Sean ¢,y ¢, € D, a,f e’

<90f7 Oé¢1+5¢2 >=< fa 0490¢1+B§0¢2 >=< f7 0590¢1>+<f7 ﬁ§0¢2>

=a<ef, o>+ B<pof, ¢y >

Sea {¢, ()}, — 0 entonces hay que probar que {p¢, (z)}>2; — 0

|0, — 0 | = @(dn =) [ =1 @] | (6 — ) |

m [ | [ (¢, =) [=0

n=—00
k—o00

de aqui se deduce que
<@f, o >=</f, pp, >—10

Por tanto ¢f es una funcional lineal continua.

Definicién 9 Una sucesion de funciones generalizadas { f,,} converge en D', si para cada ¢ € D
) )

la sucesion numérica < f,, ¢ > converge.

Teorema 34 Sea {f,(x)} una sucesion de funciones localmente integrable que convergen puntual-
mente en casi todo punto a la funcion f(z) y |fu(z)| < g(z) , g(x) es una funcion localmente

integrable, entonces f(x) es localmente integrable y la correspondiente sucesion de funciones genera-

lizadas {f,} — [ en D'

Demostracién 6 Por el teorema de la convergencia mayorada de Lebesgque se asequra que f(x)
es localmente integrable, también para una funcion fija ¢ € D, la sucesion {f,¢} — fé vy todo
elemento de ésta sucesion es cero fuera de un compacto y entonces es integrable sobre R", por

teorema general de convergencia de Lebesque se obtiene :

lm < fi, ¢>=lim | ful@)o(@)de= | f@)p(x) de =< f, ¢ >
k—oo k—o0 Rn Rn
Observacion:

1. El teorema anterior es vélido si la sucesién { f,,} de funciones localmente integrable convergen

uniformemente en un dominio acotado de R™ a la funcién f(z).

2. D es un subespacio de D’.
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3. La convergencia en D implica convergencia en D’.

4. La operacion de pasaje al lfmite es lineal, es decir, si f = kh’m fr ya e C oesuna funcién
—00

infinitamente diferenciable entonces
lim afy =alim f =af
k—o0 k—o0
5. Toda funcional singular es el limite de una sucesién de funcionales regulares.

6. Toda funcién generalizada es el limite de funciones generalizadas concentrada en conjuntos

compactos.

13.3. Diferenciacién e Integracion de Funciones Generalizadas

Primeramente consideraremos una funcién ordinaria de una variable. Sea f(z) una funcién

continua con primera derivada continua ( en el sentido usual ) y consideremos el funcional

<f"¢>:/fwf%@¢mwm

o0
Integrando por parte, se obtiene :

+o0

<f o=@z [ f@dl) b =< ~¢ >
usaremos esta ecuacion para definir la derivada de una funcién generalizada.
Sea f una funcional lineal continua en D, entonces la funcional g definida por

<g, p>=<[f, —¢' >

es llamada la derivada de f y es denotada por f’ o d—f, entonces
x

[ rwewde=- [ s@e) a

e}

Para mostrar la consistencia de esta definicién, se debe probar que g es una funcional lineal

continua en D.

< g, ag) + Po, >=<g, ap; >+ < g, fo, >=a<g, ¢, >+ B<g, ¢ >

= a<f, = >+B<f, —d>=<f —ad; >+ <[, —fd)>
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=< f, —a¢y — By >=<g, ag, + B, >
Esto muestra que g es lineal, para ver la continuidad, haremos:

o0

Sea una sucesién de funciones {¢,, ()}, — 0 en D, de acuerdo a la definicién de convergencia,

la sucesion {-¢, ()}, — 0 en D. El hecho de que f es continua implica que
< g, ¢, >=<f,—¢, >—0
Ejemplo:
Sea H(z) la funcién de Heaviside, definida por

1 >0
0 <0

H(z) =

entonces, su primer derivada es

<H@). 6(a) >= = < H@)de) >= = | #(a) do = 0(0)

en conclusién, tenemos que

H'(z) = ()
Definicién 10 La derivada parcial de primer orden i (i =1,2,..n) de una funcion generalizada
f definida sobre R™ son las funcionales en D dada por:l
af 0 .
—_ —= _— = 1 2 eoe .D
<gh ¢>=<f -z > (=12.n) ¢¢

La derivada parcial de primer orden de una funcién generalizada es también una funcién genera-

lizada.

Demostracion 7

of _ _0¢y 00y, _ 09 4,09,
__of af
_<8_ti’ a¢1>+<8_ti’6¢2>

n

} — 0 en D. Como f es continua se tiene

Sea {¢, ()}, — 0 en D, esto significa que {
0
_9f

a_ti7¢n>:<fa_
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Teorema 35 Las derivadas miztas de funciones generalizadas son independiente del orden de dife-

renciacion, es decir,
0 f B 0 f
otot; — Ot;ot;

Demostracion 8

o2 f BT 82 82 of 9 _
= anot, > a0 o / oot / aLot, ot L,
2
O°f
<o, 07

Teorema 36 Sea ¢ una funcion infinitamente diferenciable y f una funcion generalizada, entonces

0 B 8f Jy
8_m((pf)— +f
Demostracion 9
0 0 0
_ 9 9y
__<f7 <8tz(gp¢>_8t,¢)>__<f’< 1(90¢>>+<f7 875 )>
0 0 0 0
<L os < TEf 0 o=< el 6>+ < SEf 0>

n

0
Definicién 11 Sea DF = H (5 ki entonces < D¥f, ¢ >=< f, (=1)¥D*¢ >

i=1
Teorema 37 La diferenciacion es una operacion lineal continua en el espacio D' en el siguiente

sentido :
1. Linealidad : Sean f,g funciones generalizadas y o € C.
D*(f +g) = D"f+ D"g
D*af)=aD"f

2. Continuidad : La sucesién {f,} — f enD y {D*f,} — DFf en D'
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Demostraciéon 10

(D*(f+9), ¢) = (f+g. (-1)FD*¢)
= < f, (=1)*D"¢ >+ < g, (-1)fD*¢ >
= < DVf ¢ >+ < DFg, ¢ >

< D*(af), ¢ >=< af, (~1)"DF¢ >=a < f, (-1)*D*¢ >=a < D*f, ¢ >
Sea ¢ € D, entonces D*¢ € D
<DFf,, ¢ >=<fo, (=1)FD*¢ > — < f, (-1)"DF¢ >=< D"f, ¢ >
Observacion:
1. Toda funcién generalizada tiene derivada de todo orden

2. La independencia del orden de diferenciacién de las funciones generalizadas con derivadas

mixtas, constituye un fenémeno de mayor alcance que el que se efectia en el andlisis cldsico.

3. Toda funcién localmente integrable tiene derivada de todo orden en el sentido de funciones

generalizadas.

4. La derivada ordinaria de una funcién f no tiene por que coincidir con la derivada en el sentido

de funciones generalizadas.

13.4. Convolucién de Funciones Generalizadas
13.4.1. Teoremas de Convolucién

Sean f,g funciones absolutamente integrables y h(z) = f(z) % g(z) su convolucién, entonces
(hla), o)) = [ ha)ola) do
= [de [ st o) dy
— [ f@9wota+ y) dudy

Teorema 38 Sean f, g funciones generalizadas, su convolucion definido por < f*g , ¢ >=<

f(z) x gly), é(x+y) > tiene sentido, si satisface al menos una de las dos condiciones :

1. f o g tiene soporte acotado
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2. En R!, el soporte de f y g estdn acotado en el mismo lado. ( f =0 paraz <a y ¢g=0 para
y<b)

Demostracién 11 Caso (1) :

Supongamos que f tiene soporte acotado y g una funcional

(f*g, ) = (< flx) xg(y), o(z +y)) = (g(v), (f(z), o(x+y)))

< f(z), ¢(xr+y) > es una funcién infinitamente diferenciable que se anula para | y |— oo, esto
implica que el soporte de f(x) y ¢(z + y) no se intersecan, entonces este soporte estd en Y,, (
Espacio de funciones de pruebas de m variables independientes w1,v2,...., ¥ ) y por tanto g(y)
tiene soporte acotado y se puede aplicar al funcional < f(z), ¢(x + y) > que en general no tiene

soporte acotado.
Caso (2) :

Asumamos que los soportes de f, ¢ estdn acotados a la izquierda. (f(z), ¢(x + y)) es una
funcién infinitamente diferenciable de y, que se anula para |y| — oo, el soporte de f(z) y ¢(z+y)
no se intersecan, entonces para cada y la funcién ( f(z), ¢(z + y)) se anula y su soporte estd
acotado a la derecha, pero el de g(y) estd acotado a la izquierda, entonces la interseccién de los

soportes estd acotado y por tanto la expresién simbdlica tiene sentido.

Teorema 39 Sean f, g funciones generalizadas, entonces f g =g * f

Demostracion 12

(fxg. o) = (flx) xg(y), ¢(z+y))
= {9(y) x f(2), o(z +y))
= (@), (f(2), ¢(z +y)))
= (9*f, ¢

Teorema 40 Sean f, g funciones generalizadas. El soporte de f x g es la suma de los soportes de

fvg
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Sea () el complemento de €2 + €2, entonces (2 es abierto

<[fxg, ¢>=<f(r)xg(y), ¢(x+y)>=0

cuando el soporte de ¢(z + y) estd contenido en 2. El soporte de f(x) x g(y) es el conjunto
cerrado Q0 x Qg , si (z,y) € Qp xQy , v +y € Qp+Qy , es decir, el soporte de ¢(x +y) € Q que
no se interseca con €2y + (2, , entonces el soporte de ¢(z + y) estd definido en un conjunto z +y € €2

, por tanto, el soporte de ¢(z + y) es el conjunto nulo de f(x) x g(y).

Teorema 41 Sean f, g funciones generalizadas, entonces D(f xg) = Dfxg = f* Dg

Sea
df((mx —:_yy)) _ 8¢(2 y+ Y para deD
<D(fxg), ¢ >=<fx*yg, —% >=< [f(z) xg(y) , —%>
< fo), (o) _% < f(a), <dil—(yy) Lol +y) >
—< f@) + By

dy

Por el hecho de que la convolucién es conmutativa se verifica que Df x g = f * Dg

Teorema 42 Sean f, g funciones generalizadas, entonces

Wt —a) = f(t —a)xg(t) = f(t) x g(t — a)
Demostraciéon 13 Sea ¢ € D, entonces

< h(t—a), ¢(t) >=<h(t), ¢t +a) >=< f(t)*g(t), ¢(t +a) >

=< f(t) x g(z), ¢(t+x+a) >=< f(t), (9(x), ¢(t +z+a) >

—< (). (gla—a), b(t+a) >=< f(t) ¥ gla—at) , $(t+) >

donde usando conmutatividad se completa la prueba.
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Ejemplo 43
o(t —a)* f(t) = f(t —a)

mads generalmente, obtenemos
00 (t —a)  f(t) = ["(t — a)
porque para cualquier ¢ € D tenemos

<Mt —a) « f(1), ¢(t) >=< f(t), <™ (T —a), ot +7)>>

=< f(t), <8"(1), ot + 7+ a) >>=< f(t), (=)™ (t +a) >

=< fU(1), o(t +a) >=< f"(t - a), 6(t) >
1. El producto directo de funciones generalizadas es también una funcién generalizada.

2. Si son funciones generalizada sobre R!.entonces f % g es también una distribucién genera-
) )

lizada sobre R!.

3. El proceso de convolucién no es en general asociativos ( a menos que se asuma que los soportes
de dos de las tres funcionales estén acotados a ambos lados o que los tres esten acotados al

mismo lado )

dm _dpf dqf B B
4 czt_m(f*f’)—%*ﬁ con p+qg=m, p, ¢=0,1,2,..

5. El producto directo es conmutativo y asociativo.
Teorema 44 (Regularizacion de una Distribucion)
Sea f una funcién generalizada, ¢ € D. Entonces h = f % g es una funcién ordinaria dada por:

1. h(t) = (f(x), ¢(t —x)) y si h(t) es infinitamente derivable

d* d*
2.~ h(t) =< f(x) , Zo(t—) >

Demostraciéon 14 (f(x), ¢(t —x)) es una funcion infinitamente derivable tal que

d* d*
S <) ot —w) =< f@) , Trolt—a) >
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por tanto, si (1) es valido entonces (2) también lo es.
Sea 6 una funcién arbitraria de D, entonces

(hx0) = (f(x)*oy), 0z +y))
(f(x) x ¢(y) , O(z +y))
= (f@), (¢(y) , O(x +y))
(fx), (0y), oy —x))
(f(2) x 0(y), 0(y — =)

Ahora el soporte de f(z) x ¢(y) con 6(y — x) estd acotado y por la conmutatividad del producto

directo, se obtiene :

(hx0) = (0(y) x f(x), ¢(y — )
= 0(y), (f(z), ¢ly — 1))
= <{(f(z), dly—=) , 0(y))

13.5. Simbolos de Orden

Sean f(z) y g(x) funciones definidas en un entorno de . Decimos que f(x) es 7O ” grande
que g(x) cuando © — x y escribimos f(z) = O(g(z)) cuando x — x, si existe un entorno V de x

y una constante M > 0 tal que | f(x) | < M | g(z) |, z € V.

Si g(x) no se anula cerca de xq , entonces la relaciéon f(x) = O(g(z)) cuando =z — z es equiva-

f(=)

lente a la condicién limsup| == | < o0
z—x0 (z)
Sean f(z) y g(x) funciones definidas en un entorno de xy. Decimos que f(x) es "o ” pequeno
que g(x) cuando © — xy y escribimos f(x) = o(g(z)) cuando x — ¢ si para cada ¢ > 0 existe un

entorno V = V(xg) de xg , tal que | f(x) | <e|g(z) |, x € V.

Si g(z) no se anula cerca de g , entonces la relacion f(z) = o(g(z)) cuando © — x( es equivalente

f(x)

a la condiciéon lim ——= =0
=0 g ()

Ejemplo 45

senz = O(x)
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senz = O(7x)

1
1+ 22 = o(l)
1 1
1422 0(5)

y ¢g(x) son llamadas asintéticamente equivalentes cuando x — xq si

Las funciones f(x)
en este caso escribimos f(x) ~ g¢(z), cuando r —

f(x) = g(x) = o(g(z)), cuando z — o ,

Zo.

La relacién ~ es simétrica, si y solo si en un entorno de xq los ceros de f y g coincide y

@

1 L7

a=ao g(z)

La notacién € << 1 significa que ¢ — 0, mientras que A >> 1 significa que A — oc.

Similarmente la notacién f(x) << g(z) es equivalente a la expresién f(z) = o(g(x)).

Ejemplo 46 Si f(x) es diferenciable en x = xo entonces
f(@) = f(@o) + (x — mo) f'(wo) + 0|z — 20| , = — 20
En el caso de que f'(x) #0 esto puede ser reescrito como

f(x) = f(xo) ~ (x — x0) f'(w0) , o — 2o

13.6. Serie Asintdtica

Una sucesién finita o infinita de funciones {¢, (z)} definida en un entorno de x, es llamada una

sucesion asintética cuando x — xq si las siguientes dos condiciones son satisfecha:

1. ¢,(z) A0 ,paraz #xyg y n=1,2,3, ...
2. ¢p1(x) =0(¢,(x)) , cuando z — xo

Ejemplo 47 Sixy € R, entonces {(x — x¢)"} es una sucesion asintdtica cuando x — g
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Sea {¢,(x)} una sucesién asintética cuando z — x, . Una funcién f(z) tiene un desarrollo
asintético de N términos con respecto a la sucesién {¢, ()} si existen constantes ci,ca,...cy  tal
que

f(x) = c101(2) + c209(x) + ... + cndn(2) + 0o(dy(x)) ,cuando x — z .

En el caso de que f(x) tenga una expansién para cualquier valor de N, decimos que f(x) tiene

una expansion asintética en términos de la sucesion {¢, (z)} y escribimos:

flz) = i Cn®,(x) , cuando = — xg
n=1

Ejemplo 48 Consideremos la funcion integral exponencial

0 -y
E(x):/ —dy, x>0

Yy
tenemos
E(x)=o0(z™), z—x
para cada n = 0,1,2,.... , que sigue de la aplicacion de la regla de L 'Hopital, entonces la

expansion de E(x) en términos de la sucesion {x~"} proporciona

E@x)~OM)+0xH+0@?)+..., x—00

T n

Otra aproximacion es obtenida en términos de la sucesion e “x™", wusando nuevamente inte-

gracion por parte, obtenemos

Por el uso de la regla de L ’Hopital, tenemos

| eV e "
(—=1)"n! o dyzo(xn), T — 00

Hemos obtenidos la expansion infinita

E(ZE) ~ e—zz (_1)n7 (n_ 1)' : T — 00

rn
n=1

cuya serie es divergente para todo x.
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Observacién 49 Si f(z) = g Cn®,(z) , cuando x© — xy es una representacion asintdtica de

n=1
[eS)

f(z) en © = xq, entonces en general, la sumas parciales Ty(x) = chgbn(x) puede no converger
n=1

a f(x), entonces para cada valor de x existe un valor optimal N tal que |f(x) — Ty (x)| sea de

magnitud pequena.

Sea {¢,,(z)} una sucesioén asintética cuando x — zo . Una funcién f(z) definida en un entorno de
o tiene un desarrollo asintético extendido con respecto a la sucesion {¢,, ()} si podemos encontrar

funciones fi, fa,... con f,(z) = O(¢,(x)), tal que

f(@) = f1o1(x) + fadpa(x) + ... + [nodn(2) + 0(¢n(x)) ,cuando z — o .

para cada N. En este caso escribimos

flz) ~ i fad,(x) , cuando x — xo

Ejemplo 50 Sea

S(m):/ sent gt
0

ademsés

escribamos ahora

t

aplicando reiteradamente integraciones por partes, obtenemos :

S(x):g_ cosw+/°°costdt

x 12

S@) =2 - / st gy
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cos t

y
m 1 21 4] (271)!(—1)”_1
S(m):§+COSIE(—E+E—E+...+W
I (20 + 1)I(—1)+1
+ senx —;—{—E—E—i——i— $2n+2

ademds, los restos :

o t 1 °° t 1
/ OBt =0(—) , / a=0(—) , r—o0

tr il

13.7. Operaciones Algebraicas y Analiticas

Consideraremos algunas operaciones bdsicas que pueden ser aplicadas a expansiones asintéticas
y mostraremos el método considerando algunas expansiones asintéticas particulares.

Si las funciones f(z) y ¢g(x) tienen desarrollo asintético de N términos
f(z) ~ Zan%(x) , g(x) ~ anqﬁn(x) , cuando T — .

Entonces para algunas constantes A , p la funcién Af(z) + pg(x) tiene desarrollo asintético de

N términos expresado por :

M(x) + pg(x) ~ Z (Aan, + pby ) ¢,(x) , cuando x — x .

Demostracion 15

Si f(z) ~ Zangbn(a:) , entonces A f(x) ~ Z)\anqﬁn(:c) ,  cuando x — xg

Si g(x) ~ angbn(x) , entonces ug(x) ~ Zpbnqﬁn(x) , cuando T — xg

entonces

A f(x) + pg(x) ~ Z (Aay, + uby) ¢, (x) , cuando v — xg
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Si las funciones f(z) y g¢(x) tienen desarrollo asintético

[o¢] o0
x) ~ Zan(x —xzo)" ,  glx)~ an(x —x9)" , cuando T — g .
o0
Entonces f(x ~ Z cn(x —20)" , cuando x — xg
n=0

donde ¢, = Z a;b;

j+i=n
Prueba :
Para cada N tenemos :
N
fl@) =Y an(z —z0)" + o((x — x0)")
n=0
N
g(@) =Y bu(z — x0)" + o (x — x0)")
n=0

Entonces f(x = (

Ejemplo 51 Si

f(x) ~are™™ +age ™ +aze™ + ..., T — 0

g(x) ~ bre™™ 4 bye 4 bye 3

vy T — 00
entonces

f(@)g(z) ~ arbre™" + (arby + aghy)e ™ + ..., & — o0
Si la funcién f(x) tiene desarrollo asintético

f(z) ~ag+ar(z —x0) +ag(x —z0)* +..., , = — 00
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con ag # 0, entonces f(z) # 0 parax cercano a Xg , por tanto,

1
7oy "t —m) th@ a0+, o

donde los b; son obtenidos resolviendo la ecuacion

(Z an(x — xo)"> <Z by (z — xo)"> =1

esto es,

Prueba :

1
Para n =0 se obtiene by = —
(o

Para n =1 obtenemos :

(ao(® — 20)° + a1(z — x0)") (bo(z — 20)° + bi(z — 20)') =1

(ap+ ar(z —x0)) (bg + bi(z —xp)) =1

Clgbo + aobl(ZB — Io) + albo(l‘ — Qfo) + albl(as — 1‘0)2 =1

aobo + [a0b1 + albg] (.Z' — xo) + albl(x — x0)2 =1

formando el sistema de ecuaciones, obtenemos

Cbobo =1

a0b1+a1bo =0

a1b1 =0
de acé, tenemos
apby = —azbg
aq 1 aq
by=———=——
Qg Qg agp
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Para n =2 obtenemos :

(CLO + a1<$ — 370) + CLQ(QZ — $0)2) (bo + b1<$ — 370) + bQ(QZ — $0>2) =1

CL()bO + aobl(l' — I‘O) —f- aobg(l’ — 560)2 —|— albo(x — l’o) + albl(x — Jfo)z—f—

a1by(x — 10)* + agbo(x — 10)% + asby (x — 20)* + agby(x — 10)* = 1

formando el sistema de ecuaciones, obtenemos lo siguiente

aobo =1
apby +arby =
CLObQ + CL1b1 + (lgbg =

&1[)2 + ngl =

o o o O

asby =

finalmente,

continuando de esta forma y realizando induccién, se completa la demostracién.

Ejemplo 52 Supongamos que

entonces
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13.8. Existencia de Funciones dada una Expansion Asintética

La expansion asintética de una funcién en términos de una sucesién dada, si existe, es tinica.
Estudiaremos el problema de existencia, es decir, dada una sucesién asintética {¢,,(z)} y constantes

C1, C2, C3... hay una funcién con expansion asintética

f(z) ~ chqﬁn(x) , cuando z — 1y 7
n=1

Lo mostraremos con el siguiente ejemplo:

La serie
o0

(—1)" nla"
n=0

es llamada la serie de Stieltjes que diverge V x # 0, examinaremos su expansion asintética cuando

x — 0T de alguna funcién, para este propésito apelamos a la definicién de la funcién gamma,
o
'n+1) = / et dt
0

para reescribir la expresiéon anterior por

o0 o0

3 (—x)"/ooo et dt = /OOO e Y (—at)" dt

n n=0

pero

i(—xt)”—L ara |zt | <1
2 T itat 7

estamos interesados en la situaciéon cuando r << 1 entonces nos queda

[e'e) e—t
f(x):/o 1+t dt

cuya integral converge para todo z > 0.

Ahora mostraremos que la funcién f(x) tiene desarrollo asintético cuando x — 07 . Repetida

integraciéon por partes nos proporciona :

f(z) = /OOO (1+azt) tetdt=1 —a:/OOO (1+axt) et dt

—1—x+2m2/ (1+axt) et dt
0

182



=1—x+2l? =312° + ..+ (=1)"nlz" + R,(x)

o0
Ru(z) = (=1)""(n + 1)!x”+1/ (1+at) ™™ 2 et dt = O(2™™) , cuando z — 07 .
0
Este ejemplo nos muestra que una serie puede ser divergente, pero es posible encontrar su
expansién asintética
Sea X un espacio métrico y {¢,(z)} una sucesién asintética de funciones continuas cuando
r — xo . Entonces si {f,(x)} es una sucesién de funciones continuas en X \ {zo} que satisface

fa(z) = O(¢,(x)) cuando x — xq , existe una funcién continua f(z) tal que

x) ~ ifn(x) ¢(z) , cuando = — xg

Prueba :

Construyamos una sucesién de entornos abiertos {V,,} de ¢ tal que :

a) VrnJrl C Vn
ﬂ Vo = {0}

c) Sl z €V \ {zo} entonces

1
[ an@) | <516, | ¥ [ 60al@) | < 2] 6,00 |
Sea p, funciones continuas con 0 < p, <1, p,=1si x € V,y1, p,=0si z ¢V,
Sea f(x Z pn() fu(z), f(z) estd bien definida para los x # xo pues esta suma consta de

solo un nimero ﬁmto de términos no cero, la continuidad sigue del hecho de que para x # xq , hay

un entorno donde f(z) es suma finita de funciones continuas p,(z) f,.(x).

Para mostrar que f(x Z fulz , cuando x — xq , sea N fijo. Entonces si z € V,, 4
N [e's) 0o
‘f(:rz) S hw)| <] 3 e £ < {|fN+1<x>| e(3 2 ) tevacot
n=1 n=N-+1 n=N-+2

= o(¢py(x)), cuando = — z¢
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13.9. Aproximacién Asintética de Sumas Parciales

Sea ¢(t) una funcién diferenciable y positiva para t > a. Supongamos que :
/
t
g—“wg cuando t — o0 , a#0,—1
g(t)

a) Sia>—1 entonces/ g(t) dt diverge y/ g(t) dt ~ xgj—xl) , T — 00
a a a

b) Sia < —1 entonces/ g(t) dt converge y/ g(t) dt ~ —xi(ff) , T — 00
a xT 04

Prueba :
Caso (a) :

Integrando la relacién inicial, obtenemos Ing(z) ~ a Inxz , + — o0o0. Si € > 0 es un valor

arbitrario, tenemos
glx) > % | x>>1,

esto muestra que
o
/ g(t) dt diverge
a

Usando la férmula elemental ¢(t) = (tg(t))’ — tg'(t) obtenemos
[ o0 dt = g(0) —agta) - [ g0y ar
o bien
[ ttyde+ [ 1) de = rgta) - ag(o
pero tg'(t) ~ ag(t) y en‘ionces '

/; g(t) dt+/j tg'(t) dt ~ (1+@)/: g(t) dt

Caso (b) :
Usando Ing(z) ~ a Inx , * — oo y habiendo encontrado que para cada ¢ > 0 tenemos

glx) >az° | x>>1,

y esto muestra que
/ g(t) dt converge.
a

Aplicando el mismo argumento obtenemos :

_ —xg(x)

/;g@)dmailfxm<g<t>+tg'<t>>dt— RS
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Ejemplo 53 Consideremos la integral / Vit +1dt, donde g(t) = t*+ 1, entonces obtenemos
0

2
= N;,cuandot—>oo

ademés

v 1
/ \/t4—|—1dt~§x\/x4—|—1, T — 00
0

El teorema requiere que o # 0, 1. Para o = 0 tenemos el siguiente resultado :

g'(t)
g(t)

1
= 0(;) , cuando t — o0

entonces

/xg(t)dt ~zg(r), *— 00

observemos el caso

/aztg’(t) dt = o(/:g(t)) . cuando T — 00

para la integral

tenemos

entonces

/x dt x
—~ — , T — 0
. Int In z

Si

La idea bésica del teorema anterior es encontrar una funcién h tal que g(t) ~ h'(t) cuando

tg(t)

t — oo, donde h(t) = ——= , muchas veces el teorema no es aplicable debido a que la funcién

1+«
buscada no puede ser encontrada por simple inspeccién.

!/
T €t2
Para evaluar / e’ dt, observemos que e’ = (g , por tanto,
0

T z2
12 (&
e’ dt ~ , cuando T — 00
0 2z

similarmente, para aproximar la integral

/ e~ VPH 4t donde g(t) = e VP!

T

y realizando su derivada, obtenemos
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entonces
o0
— 2 — 2
/ e Ve dat ~ e VUL cuando x — oo
X

o0
Sea E a, una serie de términos positivos. Supongamos que :

n=1
ay,_q o} 1
=1——+4o0o(—) cuando n —- o0, a# —1
an n n
. . . - fvaN
a) Si > —1 la serie diverge y ;anwa—l—l , — 00
- —Na
b) Siav < —1 1 ' o~ N
) Sia a serie converge y nz;va P — 00
Prueba :
Escribiendo la analogia con ¢(t) = (tg(t)) — tg'(t) , obtenemos :
a, = [(n+ Da, — na,—1] — n(a, — an_1)
Caso (a) :

Si a > —1 la sucesién (n + 1)a, se incrementa para un valor grande de n y la divergencia de

o0

Z a, es inmediata. Usando la hipétesis y a,, = [(n + 1)a,, — na,_1] — n(a, — a,_1) tenemos:

n=1
N N
(1+0a)) an~ Y [an+n(a, — an1)] = (N + ay

n=1 n=1

Caso (b) :
N

Cuando o < —1, la serie Z a, es mayorada por la serie convergente

n=1

1
T o Z [(n + 1)a, — na, 1]

Usando nuevamente la hipétesis y a,, = [(n + 1)a,, — na,_1] — n(a, — a,_1) tenemos:
o0

1+ «) Z Ay, ~ Z [an +n(an, —an_1)] = Z [(n+ 1)a, —na, 1] = —Nan_1
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= 1
Ejemplo 54 Consideremos la serie Z

—5 » VAmMos a aproximar — por la sucesion telescopica
n n
n=N
1 1 1
nn+1) n n+1’
entonces
r 1 1
n2  nm+1) nin+1)
de acd, obtenemos
= 1 = 1 = 1 1 1
— = —+0( — do N
2w 2w X wmern - v TO(Fe) cuando N — o
n=N n=N n=N
luego
= 1 =1 1
~ = O(—=—
nZJ:V n%(n+1) nz]:\f n3 (NQ)
Continuando con este proceso, podemos escribir
1 B 1 N 2
n2(n+1) nn+Dn+2)  n2(n+1)(n+2)
observemos que
. 1 1 i’: 1 1 B 1
 nn+1)n+2) 24 nn+1) (n+1)(n+2) 2N(N+1)

entonces

=)

, cuando N — oo

Repitiendo este proceso, obtenemos la expansion infinita

o)

1 1 1 2
2

N+

ﬁ +

3!

- ON(N +1)

n=N

cuando N — oo

NN TDONTY) NN T DNV T 3)

+ ..,
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13.10. Expansiéon de Taylor de Disribuciones

Es bien conocido que una funcién suave con z € R admite una expansién de Taylor dada por:

©° (n)

oz +¢) Z

n=0

e—0

Por dualidad, si f(x) es una funcién generalizada de algunos de los espacios distribucionales

D’, E’, S’ etc. Entonces su expansién de Taylor serfa:

x—l—awifn e—0
n=0

cuya interpretacién en el sentido distribucional serd, dada una funcién de prueba ¢(z) tenemos

(flx+e), Z i ¢(x)>6”+O(EN“) , e—0

n=0
Ejemplo 55 Sia ¢ 7 , sea f(z) = 2% , entonces f¥)(z) = a(a—1)..(a — k+ 1) 27" | ademds

(x —¢) NE kakak,éﬁO
k

0
=0

donde

esto significa que si ¢ € D(R) entonces
Pp [ o erot) den 3 [V ED [ ot [, <0
5 k=0 0

donde F.p significa Parte Finita.

13.11. Expansion Asintética de Momentos

Consideraremos el comportamiento asintético de f(Az) cuando A — oo, en cierto sentido
estudiaremos el comportamiento asintético de la distribucion en el infinito. La expansién asintética

de momento de una funcién generalizada que decae en infinito rdpidamente estd dada por:

N (n)

)" 1,0 () 1
Z n+1 +O( N 2)
o n')\ + AN

donde i, son los momentos de la funcién generalizada f(x) dada por:

My =< f($)7xn >
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referenciada en [6], [7].
E es el subespacio de funciones suaves en todo R, por ejemplo, C*(R), con la topologia de
la convergencia uniforme de todas las derivadas sobre compactos. Su dual es E’, el espacio de

distribuciones de soporte compacto.

Observacién 3 Si U es un conjunto abierto de R" entonces E'(U) es un subespacio propio de

D'(U) sin embargo, estos dos espacios coinciden si U es una variedad compacta. En particular

E'(S) = D'(S) si S es una esfera, S ={x € R":|x—a|=r}

S es el espacio de funciones de pruebas que sastifacen lim a:kqﬁ(j )(:c) = 0 para todos los k, j

|z| =00

€ N, es decir, S consiste de funciones suaves ¢(x) de rapido decaimiento en el infinito, esto es,
Di¢(x) = o(|x|”*°) cuando |z| — oo , para cada j € N™. La topologia en S es definida en términos

de las seminormas

|16 1= sup{|a6?) (@)] : « € B}
donde k,j € N™. Su dual es S’, el espacio de distribuciones temperadas.

Observacién 56 :

1. Cualquier funcién de D pertenece a S.
2. D es denso en S.

3. S’ es un subespacio de D’.

En el espacio E'(R) consideraremos las seminormas

I'é

nR= méx{)gb(")(:p)’ x| < R} para n € N, R > 0.

Estas seminormas genera la topologia de E(R). Si ¢ =0, 1,2, ... obtenemos el conjunto
X,={0€ E(R):¢"™(0) =0 para n < q}

Sea ¢ € X, . Entonces para cualquier n € N, R > 0, Se tiene :

|16 lloe= mix { | 6" ()| : ] < R}
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Prueba :
Si ¢ € X, , podemos encontrar una constante K tal que

p(2)] < K |z|? , |z < 1.

Entonces si A > R obtenemos
, X K
|6 lon=mix { |6(5)] : ol < R} <

Sin<gqgy ¢€X,,entonces o™ (z) € X,—n Yy entonces

T 1 T 1 1 1
I 6) =l 565 o= 3053 = Ol55)
mientras si n > q y ¢ € X, entonces

T 1
(5) lln,r=O(<7
A continuacién se mostrard el teorema que asegura la validez de la expansién asintética del
momento en el espacio distribucional E’(R). El mismo razonamiento en la demostracién es usa-

do también para demostrar la validez de la expansién asintética del momento en los espacios

distribucionales P'(R), O.(R), O¢(R), S'(R).

Sea f € E'(R) y sea {u, } una sucesiéon de momentos. Entonces

2 (=1)"p, 0™

n=0

en el sentido de que alguna ¢ € E(R) se tiene :

N (n)
P (0 1
o), o) = YLD Lot A—
n=0 ’
Prueba :
N4
¢ (0) o >
Sea Py (z) = Z ' 2™ el polinomio de Taylor de orden N de la funcién ¢. Entonces,
n!

n=0

(f(Ax) , o(x)) = (f(Ax) , Py(z)) + (f(Ax), é(x) — Pn(z))
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donde el residuo esta dado por

Ry(x) = (f(A\z) , ¢(x) — Py(x))

donde
oy = ¢ — Pn(x) € Xny1,
obtenemos :
Ru(o)] = [10w)  on()] = 5 [(700) oG] £ 5 D2 1 0n() i
1
- O()\N+2>

donde la existencia de M, q y R estdn garantizada por la continuidad de f.

Ejemplo 57 Sea f(x) de medida positiva definida por

o0

fla)y=>_ 2"6(z—2")

n=—oo

entonces f € S’. También f(2x) = f(x), entonces f(x) = F(lnz), donde F es periddica de

periodo In 2, siendo su media sobre un intervalo de longitud [n 2 igual a ﬁ :

2
a+ln2
1 _ _ 1
ln2/ ) du = 1n2 f “ 2
(e}

Ct

entonces, podemos escribir
H{(x)

donde H(z) es la funcién de Heaviside y g es una funcién periédica de Inx de periodo In2 y

+g(z)

media cero, por tanto, si ¢ € S entonces
5 Z 2"p(£2") ——/ o(x) dr + p(e)
donde la componente oscilatoria ¢(g) = ¢(¢;¢) es una funcién periédica de Ine de periodo In 2

y media cero.

Ahora escribamos
f(z) = fi(z) + f-(z)
donde

= i 2" (x
n=0
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f(a) = Y28 —2)

la distribucién f_(z) tiene soporte compacto y entonces f_(x) admite la expansién asintética de

momentos cuando A — oo. Estos momentos son:

0o

—no-n 1
Wy =< ff(.’II),l’k >:Z2 2 k:m
n=1

luego
S (DY)
f-(Ax) ~ Z ! (2841 — 1))\k+1 , Ao

k=0

el desarrollo de f,(x) toma la forma,

Fa) ~ IO 4 g -3

n 2
k=0

()

Xz
))\kJrl ’

k()
) N A — 00

(—1
k1 (2++1

Sea ¢ € S, A = % , entonces evaluando la expresién (120), obtenemos

9) n n 1 0 90<5) 0o ¢(k)<0)€k
%2 ¢(€2 ) ~ g(ln 2)/0‘ ¢(IC) dx + T - Z k!(2k+1 . 1))\k+1 )

k=0

13.12. Expansién en el Espacio P’

e—0

(120)

Una funcién suave ¢p(z) € P = P(R") si DF¢(x) = o(e”1*l), cuando |z| — oo , para cada vy > 0

y cada k€ N"™.

En el espacio P(R) vamos a considerar las seminormas :

| & ||~.= sup{‘e’”‘xlqﬁ(j)(m)‘ s R} para j € N, v > 0.

Estas seminormas genera la topologia de este espacio. Si

¢ €X,={1€P(R):¢vY(0) =0 para j <q},

entonces para algin v > 0 podemos encontrar una constante K tal que :

entonces si A > 1

ezl

o
y entonces :

[ 6(5) ho=0(55) . A—o0 y ocX,
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Empleando un lema anterior y el teorema de la expansion asintética de momento para el espacio

E’ se obtiene se manera similar, la demostracién del siguiente teorema

Si || || es una seminormas continua en P(R) entonces :
T 1
() 1=0(7), A—oo y ¢€X,

Si f(x) es una distribucién del espacio P’(R) entonces

X (_1\n ) (o
f(/\l’) _ Z( 1) p“né () ,)\—>OO

] n+1
= nI\

en el espacio P(R) donde y,, =< f(z),2" > son los momentos de la funcién generalizada f(z).

13.13. Férmula Asintética de Laplace

Consideraremos aproximaciones asintéticas de integrales de la forma
b
/ e M@ g(z) dr . A — oo, h(z) es real. (121)

Fue observado por Laplace que si A >> 1 la principal contribucién a la expresién (121) parte de

un entorno del minimo de h(x), esta idea nos va a guiar para aproximar

27

b
/a 6_)\h(x)¢(l’) dx ~ e M(z0) W@M%)

En el caso donde el minimo ocurre en un punto interior zo donde h”(zq) > 0

Vamos a discutir la expansién anterior y obtener distintas variantes, podemos escribir esta

expansion en su forma distribucional dada por :

2
—Ah(x —Ah(z

Procederemos a la derivacion de la férmula de Laplace.

Supongamos que la funcién suave h(x) tiene un minimo en x = xy donde h”(xy) > 0. Sea

I = / M) () da

—00
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donde el soporte de ¢ es el mas pequeno entorno de zy , esto es que no contiene otro punto

critico de h.

Sobre estas premisas, podemos encontrar un funcién suave creciente 1(z) que satisface 1)(0) =

0, ¢'(z) >0,Yxe Rtal que h(z) = h(xg) + ¢(z)? en el soporte de ¢(z).

Por cambio de variable u = 1 (x) obtenemos:

oo , o0 F 2n+1 (2n) 0
[()\) — / e—)\(h(xo)-i-u )¢1(U> du ~ e—Ah(xo Z >¢ ( ) \ - 00

2n+1 )
o) n=0 ) )\ 2
donde (2 +1) @ )( )
¢ o a2 > F el (S " xz
¢ (7) = —w,(( )) y e N~ 2 o, Ao (122)
z D (2n)\ 2

haciendo nuevamente el cambio de variable en la funcién generalizada, obtenemos :

oo 2n+1 (2n)
e~ M) — o—A(h(zo)+4(2) e~ M(w0) Z I( )gb (0) ., A — 00 (123)

n=0 2%) ')\

En el espacio D(U), U es el mas pequeno entorno de xy. Observemos que la expresion (123)

sigue directamente de la expresién (122) por una sustitucién directa de ¢(x) por z. Observemos

también que :

Oz — xp) 2
W'(xo) \ h"(x0)

(Y(z)) = 3z — xp)

con lo cual obtenemos:

27 1
—Ah(z) _ ,—Mh(zo) N
e e [ h”(xo))\d( )+O(}\3/2>] , A— 00

que es la férmula distribucional de Laplace.

Similarmente, de la expansién:

n=0 E(2n)I\ 2k

IN

podemos obtener la férmula de Laplace para un minimo o , donde h\9(zg) = 0, 0 < j

2k — 1, h®(z4) >0 como:

2n+1 n
o T ( ) ¢#m(0)
o M@)o (o) Z

n=0 (2n)')\ 2k
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1
r <_ 1
—h(zo 2k> 9 (o) ) 2% 1

1

En el espacio D(U), U es el mas pequeno entorno de xg y ¢(z) = (h(x) — h(zg))2k

Para obtener la expansién asintética de e ()

cuando el minimo de h(x) es localizado en un
punto extremo del intervalo de integracién, supongamos que cerca del punto extremo z = a tenemos

que h(x) = h(a) + ¢ (z)* donde ¥(z) es una funcién suave, )(x) >0, z > a, a > 0 . Entonces de

e =3 ot (n . 1) 9" ()

la expansion

n+l , A0
n=0 an!\ «
obtenemos: .
n 4+ n
o (1 (M52 00w
—A\h(x —Mh(a
H(z —a)e ™M@ ~ ¢ ()Z T
n=0 an!\ o

r (l) ]
o)
~ e M@ —5(m—a)+0(}\2/a> , A — 00

valida en D(U), U es un pequeno entorno de x = a , Entonces

= Ah(x) Ah(a) 3 (é> (b(a) -1/
/l; (& ¢($) dr ~ e W A

+r§>waww>_ ¢w>)A4m+OQﬁm)

¥(@)?  (@'(a))?

Si el soporte de ¢ no contiene otros puntos criticos de h.
Entonces, la evaluacion asintética de integrales del tipo

b
fmzjmﬁww@m,xew

pueden ser obtenida usando la férmula de Laplace, mediante h(x) = —In f(z). En particular,

si f(z) tiene un méximo en el punto interior = =y y f”(z) < 0 entonces

Cox \ 12
2 )) o(zg) , N — o0 (124)

lbﬂ@w@wm~fmw“m(;7@;

195



Ejemplo 58 Utilizaremos la formula de Laplace para aproximar la formula de Stirling’s

nl = / e " dt
0

haciendo el cambio de variable t = nx obtenemos
0
nl = nn+1/ e—n(ac—ln x) dr
0

el minimo de la funcion h(x) = z —1In = esta localizado en xo = 1, ademds h''(1) =1 entonces

1/2
27
n! ~nte™ (— ~ V2t 2

n

Ejemplo 59 Sin es un entero, tenemos la formula

2n )
de = ——~— 7
/0‘ sen” r ax 2,4..,2% T

obtenemos

2o

si usamos la férmula (124) con f(x) = senx y x¢ =

™
/ sen®x dx ~
0

13..2n—-1) 1

Y

2,4..2n VT

BE

entonces

13.14. Expansiéon de Nicleos Oscilatorios

Consideremos la expansién asintética de momento de distribuciones en los espacios distribu-
3 / / _ / * 2 . s 21 .
cionales O y Op = ﬂweR O, . La expansién asintética de momento es vélida en el espacio
Op mientras que una versiéon de orden finito es vélida en O. El espacio O contiene no solo

nicleos de rdapido decaimiento, sino también rapido nicleos oscilatorios, de los cuales se obtienen

importantes casos particulares.
Una funcién de prueba ¢(x) €0,(R) si es suave y si ¢ (x) = O(|z|”) cuando |z| — oo para

cualquier j € N. La familia de seminormas

| lly=sup {p,(a) |6 @)| : v € B} .

donde
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Estas seminormas genera la topologfa de este espacio.
Sea X, ={¢ € O, : (b(j)(O) = 0 para j< ¢}. Entonces si ¢ < =, para cualquier seminormas

continua || ||; existe otra seminormas continua || ||2 tal que si ¢ € X, ,

1 9(3) 1<l () fla A7 parar > X

En particular

| ( )||1— O(\™?) cuandol — oo

Prueba :

Sea ¢ € X . Entonces existe una constante K tal que

()| < K ||, [a] <1

()] < K faf”, |2] 21

como g < 7y se tiene que si A > 1 entonces

T K
1 6(5) o< 5

Observemos que

X .o
| ¢(X) jy= A" 7 | (/5(]( )HO,V Yy que ¢(j Xg-j st j<q,

mientras que gb(j ) e X, si J > q , por tanto, obtenemos :

1 6(5) o= O™ sij <q

1 6(5) lio= O sij>q

Las demostraciones de los proximos dos teoremas, estdn basada con el mismo argumento con

que se demostro la validez de la expansién asintética de momentos para una funcional en el espacio

distribucional E'(R).

Sea f € O,(R) y N =| | —1, entonces

Y (1) ,0") () 1
Z n|)\n+1 +O()\N+2> , A0
n=0
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en el espacio O,(R). Como Og = (1,50, tenemos el siguiente

Sea f € OL(R) , entonces

en el espacio O¢(R)

13.15. Expansién de f(A\r) cuando A — co en otros casos

Sea f € S’(R) con soporte acotado a la izquierda, tal que f(z) = O(2”) cuando 2 — oo donde

£ > —1 . Entonces
fOx) =0, cuando X — oo en S'(R).

Prueba :

Es posible encontrar una constante M tal que podamos escribir f = fy + f; , donde el soporte
de fo es compacto y donde f; es una funcién ordinaria con soporte en [0,00) y con |fi(z)| <
MzP 2> 0. Como f, tiene soporte compacto, tenemos:

fo0 () _ 11,9’ () 4
A 22

f()(/\I) ~
Luego
foQz) =0\ Ny B> -1, folhx) = O0(\’) cuando X\ — oo

Dicho de otra manera, si ¢ € S, tenemos

< 0. o) > = [T IAG o) do < M [T joto)] do | ¥

0

entonces

fi(Az) = O()\ﬁ) cuando A — 00

Sea f € S'(R) con soporte acotado a la izquierda, tal que f(z) = O(z”) cuando z — oo donde
—(k+1) > > —(k+2) para algin k € N . Entonces
. , .
(—1)7 ;09 ()
fOx) =Y j_!;jﬂ +0MN), A= (125)

j=0
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Prueba :

Es posible encontrar una constante M tal que podamos escribir f = fy + f1 , donde f, tiene
soporte compacto y donde f; es una funcién ordinaria con soporte en [0,00) y con |fi(z)| <
MzP 2 >0.Como f, tiene soporte compacto, fy(Az) admite la expansién de momento

i /~L] fO) ( ) —i—O()\*(kH)) A — o0

)\jJrl

Jj=0

para algin k£ € N. Es suficiente mostrar que la férmula 125 es vdlida para f; .

Sea ¢ € S(R), entonces

F o) o0 .
— (M) | ¢(I)>_Z?w® ™ ey as
00 E () 0
- [ Ao [¢<x>—;¢jf)xﬂ] d

k@
'¢<x>—,§;¢(;!(0)xj <Ko 0<a<l
ko 6)
‘¢($)—Z¢j‘(0)xa <Ki* x>l
Jj=0 ’
Por tanto i "
1)0Y
|<f1<Ax>—Z( il .,(fﬁl ) ,¢<x)>‘
s JIA

1 00
§/ ME NP Bkt dx—i—S/ MENP2P2% da
0 1

1 1
<MK — \B
[K+2+B K+1+B]
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14. Capitulo V: Transformada de Fourier

Justo antes de 1800, el matemadtico, fisico e ingeniero francés Jean Baptiste Joseph Fourier
hizo un descubrimiento asombroso, . a través de sus profundas investigaciones analiticas sobre las
ecuaciones diferenciales parciales que modelan la propagacién del calor en los cuerpos, Fourier
llegé a afirmar que "todas'"las funciones podrian representarse como una serie infinita de funciones
trigonométricas elementales: senos y cosenos. Por ejemplo, considere el sonido producido por un

instrumento musical, por ejemplo, piano, violin, trompeta o tambor.

La descomposicién de la senal en sus componentes trigonométricos revela las frecuencias funda-
mentales (tonos, arménicos, etc.) que se combinan para producir el timbre distintivo del instrumen-
to. Esta descomposiciéon de Fourier se encuentra en el corazén de la musica electrénica moderna;
un sintetizador combina tonos puros de seno y coseno para reproducir los diversos sonidos de los

instrumentos, tanto naturales como artificiales, segin la prescripcién general de Fourier.

La afirmacién de Fourier era tan notable y contradictoria que la mayoria de los principales
matemadticos de la época no le creyeron. Sin embargo, no pasé mucho tiempo antes de que los
cientificos llegaran a apreciar el poder y la aplicabilidad de amplio alcance del método de Fourier,

abriendo asi vastas nuevas esferas de las matemadticas, la fisica, la ingenierfa y m4s.

De hecho, el descubrimiento de Fourier se ubica fdcilmente entre los diez primeros avances
matemadticos de todos los tiempos, una lista que también incluirfa la invencién del cdlculo por
Newton, y la geometria diferencial de Gauss y Riemann, que, 70 anos después, se convirtioé en la
base de la relatividad general de Einstein. El anélisis de Fourier es un componente esencial de gran

parte de las matemdticas aplicadas (y puras) modernas.

Constituye una herramienta analitica excepcionalmente poderosa para resolver una amplia gama
de ecuaciones diferenciales parciales lineales. Las aplicaciones en fisica, ingenieria, biologia, finanzas,
etc., son casi demasiado numerosas para catalogarlas: escribir la palabra “Fourier” en el indice de
materias de una biblioteca cientifica moderna demostrard dramédticamente cudn omnipresentes son
estos métodos. El andlisis de Fourier se encuentra en el corazén del procesamiento de senales,
incluido el audio, el habla, las imégenes, los videos, los datos sismicos, las transmisiones de radio,
etc. Muchos avances tecnolégicos modernos, incluidos la television, los CD y DVD de muisica, los
teléfonos moviles, las peliculas, los graficos por ordenador, el procesamiento de imégenes y el andlisis
y almacenamiento de huellas dactilares, se basan, de una forma u otra, en las miiltiples ramificaciones

de la teorfa de Fourier.
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En su carrera como matemadtico, cientifico o ingeniero, encontrard que la teorfa de Fourier, como
el célculo y el dlgebra lineal, es una de las armas mas béasicas de su arsenal matematico. El dominio
del tema es fundamental. Ademds, una fraccién sorprendentemente grande de las matemdticas
modernas se basa en intentos posteriores de colocar las series de Fourier sobre una base matematica
firme. Por lo tanto, muchos de los conceptos més bésicos del andlisis moderno, incluida la definicién
de una funcién, la definicién € — o de limite y continuidad, propiedades de convergencia en el espacio
funcional, la teorfa moderna de integracién y medida, funciones generalizadas como la funcién delta,
y muchos otros, todos tienen una profunda deuda con la prolongada lucha por establecer un marco

riguroso para el andlisis de Fourier.

Atdn més notable, la teorfa de conjuntos moderna y, por lo tanto, los fundamentos de la légica
y las matemadticas modernas, se remontan directamente a los intentos del matemético alemén del

siglo X1X Georg Cantor de comprender los conjuntos en los que convergen las series de Fourier.

Comenzamos nuestro desarrollo de los métodos de Fourier explicando por qué las series de
Fourier aparecen naturalmente cuando intentamos resolver la ecuacién de calor unidimensional. El
lector que no esté interesado en tales motivaciones puede omitir con seguridad esta seccién inicial,
yva que el mismo material reaparece donde aplicamos los métodos de Fourier para resolver varias

ecuaciones diferenciales parciales lineales importantes.
Eigensoluciones de ecuaciones de evolucién lineal

Siguiendo nuestros estudios de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden en el capitulo
anterior, el siguiente ejemplo importante que merece ser investigado es la ecuacién lineal de segundo

orden.

ou  d%u
ot Ox?
conocida como la ecuacién del calor, ya que modela (entre otros procesos de difusion) el flujo

de calor en un medio unidimensional, por ejemplo, una barra de metal. Para simplificar, hemos

establecido los pardmetros fisicos iguales a 1 con el fin de centrarnos en las técnicas de solucion.

A diferencia de la ecuacién de onda considerada en un capitulo anterior, no existe una férmula
elemental comparable para la solucién general de la ecuacién del calor. En cambio, escribiremos
soluciones como series infinitas en ciertas soluciones simples y explicitas. Este método de solucién,
iniciado por Fourier, nos llevard inmediatamente a la definicién de una serie de Fourier. El resto de

este capitulo se dedicard a desarrollar las propiedades basicas y el cédlculo de las series de Fourier.
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Comencemos por escribir la ecuacién del calor en una forma evolutiva lineal méas abstracta, pero

sugerente.
ou
— =1L
5 = Llul
en el cual ,
0%u
Ll =5

es un operador diferencial lineal de segundo orden. La linealidad impone dos requisitos al ope-

rador L:
1. Llu+v] = Lju] + L[v]

2. Lcu] = cL[u]

para cualquier funcién u, v y cualquier constante c. Ademds, dado que L implica diferenciaciéon

solo con respecto a x, también satisface

para cualquier funcién ¢(t) que no dependa de z.

Por supuesto, hay muchos otros operadores diferenciales lineales posibles, por lo que nuestra
ecuacién de evolucion lineal abstracta puede representar una amplia gama de ecuaciones diferenciales

parciales lineales. Por ejemplo, si

du
ot

donde ¢(z) es una funcién que representa la velocidad de la onda en un medio no uniforme,

Llu} = —c(x)

entonces se convierte en la ecuacion de transporte

@__()@
ot~ Yo

que estudiamos en el otro capitulo. Si

1 Ou ou
Liu] = —— 2 (k(2) 2~
[u] d@aJ(@&ﬁ
donde o(x) > 0 representa la capacidad calorifica y k(x) > 0 conductividad térmica, entonces

se convierte en la ecuacién de calor generalizada

ou 0
ot —)a(k(ﬁ)%)

1
o(x
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que gobierna la difusién de calor en una barra no uniforme. Si

0?u
Llu] = Ereim

donde v > 0 es una constante positiva, entonces se convierte en la ecuacién de calor amortiguado
ou  du
o o2 "
que modela la temperatura de una barra que se estd enfriando debido a la radiacién de energia
térmica. Incluso podemos tomar u como una funcién de més de una variable espacial, por ejemplo,
u(t,z,y) o u(t,z,y, z), en cuyo caso se incluye versiones de dimensiones superiores de la ecuacién
de calor para placas y cuerpos sélidos, que estudiaremos a su debido tiempo. En todos los casos, los
requisitos clave del operador L son (a) linealidad y (b) solo se permite la diferenciacién con respecto

a las variables espaciales.

La idea inspirada de Fourier para resolver tales ecuaciones de evolucién lineal es una adaptacion
directa del método de resolucién propia para sistemas lineales de primer orden de ecuaciones dife-

renciales ordinarias, El punto de partida es la ecuacién diferencial ordinaria escalar elemental

du
— = \u
dt
La solucién general es una funcién exponencial
u(t) = ce™

cuyo coeficiente ¢ es una constante arbitraria. Esta observaciéon elemental motiva el método de

solucién para un sistema lineal homogéneo de primer orden de ecuaciones diferenciales ordinarias.

du
— = Au
dt

en el que A es una matriz constante n x n. Trabajando por analogia, buscaremos soluciones de
forma exponencial

u(t) = eMv
donde v € R™ es un vector constante. Sustituimos en la ecuacién

du d

= E(e’\tv) = \eMv

At

Por otro lado, dado que e es un escalar, conmuta con la multiplicacién de matrices, por lo que

Au = AeMv = M Av
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Por lo tanto, u(t) resolverd el sistema si y solo si v satisface
Av=M\v

Reconocemos esto como la ecuacion propia que determina los valores propios de la matriz A. Es
decir, tiene una solucién distinta de cero v # 0 si y sé6lo si A es un valor propio y un vector propio
correspondiente. Cada valor propio A y vector propio v produce una resolucién propia distinta de

cero que varia exponencialmente para el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Cualquier miiltiplo escalar distinto de cero de un vector propio v = cv, para ¢ # 0, es automati-
camente otro vector propio para el mismo valor propio A. Sin embargo, el tinico efecto es multiplicar
la resolucién propia por el escalar c. Por lo tanto, para obtener un sistema completo de soluciones

independientes, solo necesitamos los vectores propios independientes.

Por simplicidad, y también porque todas las ecuaciones diferenciales parciales lineales que
trataremos tendrdn la propiedad andloga, suponga que la matriz A tiene un sistema completo
de valores propios reales Ay, . . . ,\, y los correspondientes vectores propios reales, linealmente inde-
pendientes vy, . . . ,u,, que por lo tanto forman una base de vector propio del espacio subyacente R,,.
(Permitimos la posibilidad de auto valores repetidos, pero requerimos que todos los auto vectores

sean independientes para evitar soluciones superfluas.)

Los valores propios complejos conducen a soluciones exponenciales complejas, cuyas partes reales
e imaginarias se pueden utilizar para construir las soluciones reales asociadas. Las matrices incom-
pletas, que tienen un numero insuficiente de auto vectores, son mds complicadas, y la solucién al

sistema lineal correspondiente requiere el uso de la forma candnica de Jordan.

Usando nuestro supuesto de completitud, podemos producir n soluciones propias exponenciales
reales independientes

u(t) = eMvy o u(t) = Mo,

sistema lineal. El principio de superposicién lineal nos dice que, para cualquier elecciéon de

escalares ¢, . . . ,c,, la combinacion lineal
_ A1t Ant
cur(t) + ... + cuun(t) = cre™oy + ..+ e,

también es una solucién. Los teoremas bésicos de existencia y unicidad para sistemas de primer
orden de ecuaciones diferenciales ordinarias, implican que forma la solucién general del sistema

lineal original, por lo que las soluciones propias forman una base para el espacio de solucién.

204



Adaptemos ahora esta idea fundamental para construir soluciones que varien exponencialmente
a la ecuacién de calor o, para el caso, cualquier ecuacién de evolucién lineal en la forma. Para ello,

introducimos un ansatz exponencial andlogo:
u(t, r) = eMlv(x)

en la que reemplazamos el vector v por una funcién v(zx). Sustituimos la expresién anterior en
las ecuaciones dindmicas Primero, la derivada del tiempo de tal funcién es

Q[e’\tv(aﬁ)] = AeMo(z)

ot

Por otro lado, en vista del operador L
Llu] = LleMv(z)] = eML(v)

Al igualar estas dos expresiones y cancelar el factor exponencial comin, llegamos a la conclusion

de que v(x) debe satisfacer la ecuacién

para el operador diferencial lineal L, en el que A es el valor propio, mientras que v(z) es la
funcién propia correspondiente. Cada par de valores propios y funciones propias producird una
resoluciéon propia que varfa exponencialmente a la ecuacién diferencial parcial. Luego apelaremos
a la superposicién lineal para combinar las soluciones propias resultantes para formar soluciones

adicionales.

La complicaciéon clave es que las ecuaciones diferenciales parciales admiten un nimero infinito
de soluciones propias independientes y, por lo tanto, no se puede esperar escribir la solucién general
como una combinacién lineal finita de las mismas. Mds bien, uno se ve llevado a intentar construir
soluciones como series infinitas en las soluciones propias. Sin embargo, la justificacién de tales
férmulas de solucién en serie requiere habilidades analiticas y sofisticacién adicionales. No todas las

series infinitas convergen en una funcién auténtica.

Ademss, una serie convergente de funciones diferenciables no necesita converger a una funcién
diferenciable y, por lo tanto, la serie puede no representar una solucién (cldsica) de la ecuacién
diferencial parcial. Se nos recuerda, una vez mis, que las ecuaciones diferenciales parciales son
criaturas mucho més salvajes que sus primas relativamente ddciles, las ecuaciones diferenciales

ordinarias.
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Para mayor especificidad, centremos nuestra atencién en la ecuacién de calor, Si v(z) es una
funcién de x, entonces

Lv] = v"(z)

Por tanto, nuestra ecuacién se convierte en
v =\

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden para v(x), por lo que tiene
dos soluciones linealmente independientes. Las férmulas de solucién explicita dependen del signo
del valor propio A, y se pueden encontrar en cualquier texto bdsico sobre ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Por lo tanto, en ausencia de condiciones de contorno, cada nimero real A califica como un valor
propio del operador diferencial lineal, que posee dos funciones propias linealmente independientes
y, por lo tanto, dos soluciones propias linealmente independientes a la ecuacién de calor. Al igual
que con los vectores propios, cualquier combinacién lineal (distinta de cero) de funciones propias
(soluciones propias) con el mismo valor propio es también una funcién propia (resolucién propia).
Por lo tanto, la tabla anterior enumera solo funciones propias y soluciones propias independientes.
Como se senal6 anteriormente, cualquier combinacién lineal finita de estas soluciones propias bésicas

es automédticamente una solucién. Asi, por ejemplo,
_ —t —4t _:
u(t,x) = cre” " cosx + cae” " sin 2x + c3x + ¢4

es una solucién a la ecuacién de calor para cualquier eleccién de constantes cy, co, c3, ¢4, cOmo
se puede comprobar facilmente. Pero, dado que hay infinitas soluciones propias independientes, no
podemos esperar poder representar cada solucién de la ecuacién de calor como una combinacién
lineal finita de soluciones propias. Por tanto, debemos aprender a tratar con series infinitas de

soluciones propias.

Las soluciones propias en la primera clase, donde A < 0, estdn decayendo exponencialmente, lo
que estd de acuerdo con nuestra intuicién fisica sobre cémo debe comportarse la temperatura de
un cuerpo. Los de la segunda clase son constantes en el tiempo, también fisicamente razonables.
Sin embargo, los de la tercera clase, correspondientes a valores propios positivos A > 0, estdn
creciendo exponencialmente en el tiempo. jEn ausencia de fuentes de calor externas, los cuerpos
fisicos deberfan acercarse a algin tipo de equilibrio térmico, y ciertamente no a una temperatura

que crece exponencialmente!
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Sin embargo, observe que las ultimas soluciones propias (asi como la solucién x) no estén limi-
tadas en el espacio, por lo que incluyen una cantidad infinita de energfa térmica que se suministra al
sistema desde infinito. Como pronto llegaremos a apreciar, las condiciones de contorno fisicamente
relevantes planteadas ya sea en un intervalo acotado o especificando las asintéticas de las solu-
ciones a grandes distancias separaran las soluciones fisicamente razonables de las mateméaticamente

validas, pero fisicamente irrelevantes.
En consecuencia, las funciones trigonométricas béasicas
1, cosz, sinz, cos2x, sin2x, cosdz,...

Forman un sistema de funciones propias independientes para el problema de valores en la frontera

periddicos. Las correspondientes soluciones propias que varfan exponencialmente son

—k —k

u(x) =e “t cos ka ug(z) =e *t sin kx k=0,1,2,3, ..,

cada uno de los cuales, por diseno, es una solucién a la ecuacién de calor y satisface las condiciones
de contorno periédicas. Tenga en cuenta que asumimos el caso A\ = 0 , teniendo en cuenta que,
cuando k = 0, la funcién seno es trivial y, por lo tanto, ug(x) # 0 no es necesaria. Entonces, el valor
propio nulo Ay = 0 proporciona (hasta un miltiplo constante) solo una resolucién propia, mientras
que los valores propios estrictamente negativos), = —k? < 0 proporcionan cada uno dos soluciones

propias independientes.

Para completar, también se debe considerar la posibilidad de valores propios complejos. Si A =
w? # 0, donde ahora se permite que w sea complejo, entonces todas las soluciones de la ecuacién
diferencial son de la forma

v(x) = ae™ + be™

Las condiciones de contorno periddicas requieren
ae” T+ be"™ = ae”™ + be” T, awe™ " — bwe"" = awe”™ — bwe™ T

si €™ # ¢~ o, de manera equivalente, e**™ = 1, entonces la primera condicion implica a =
b,pero luego la segunda implica a = b = 0, por lo que A = w? no es un valor propio. Por lo tanto, los
valores propios solo ocurren cuando e?*™ = 1. Esto implica w = ki donde k es un niimero entero, y
entonces A = —k2, lo que lleva de regreso a las soluciones trigonométricas conocidas. Mds adelante,
aprenderemos que la estructura “autoadjunta” del problema de valores en la frontera subyacente

implica, a priori, que todos sus valores propios son necesariamente reales y no positivos.
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Concluimos que hay un nidmero infinito de soluciones propias independientes para la ecuacién
de calor periddica. La superposicién lineal, como se describe en el teorema anterior, nos dice que
cualquier combinacién lineal finita de las soluciones propias es automdticamente una solucién de la

ecuacion de calor periddica.

Sin embargo, solo las soluciones cuyos datos iniciales u(0,2) = f(x) resultan ser una combi-
nacién lineal finita de las funciones propias trigonométricas (un polinomio trigonométrico) pueden
representarse asi. La brillante idea de Fourier fue proponer tomar combinaciones lineales infinitas
de las soluciones propias en un intento de resolver el problema general del valor inicial. Por lo tanto,
intentamos representar una solucién general de la ecuacién de calor periédica como una serie infinita
de la forma

u(t, x) 50 + Z are " " cos kx + b,;th sin kx|
k=1

Loa coeficientes ag, ay, as, .., by, ba, ..., son constantes que se fijaran mediante la condicién inicial.

De hecho, sustituyendo nuestra férmula de solucién propuesta, obtenemos
flz) =u(0,2) = — —i— Z ape "t cos kx + b,;th sin kx|

Por lo tanto, debemos representar la distribucién de temperatura inicial f(z) como una serie
infinita de Fourier en las funciones propias trigonométricas elementales. Una vez prescritos los
coeficientes de Fourier ag, ay, as, .., by, ba, ..., , esperamos que la correspondiente serie de soluciones
propias (3.27) proporcione una férmula explicita para la solucién del problema de valor de frontera

inicial periédico para la ecuacién de calor.

Sin embargo, las series infinitas son mucho més delicadas que las sumas finitas, por lo que esta
construccién formal requiere un andlisis matematico serio para colocarla sobre una base rigurosa.
Las preguntas clave son:

e ;Cudndo converge una serie de Fourier trigonométrica infinita?

e ;Qué tipos de funciones f(x) se pueden representar mediante una serie de Fourier convergente?

14.1. Serie de Fourier

La seccién anterior sirvié para motivar el desarrollo de series de Fourier como herramienta para
resolver ecuaciones diferenciales parciales. Nuestro objetivo inmediato es representar una funcion
dada f(z) como una serie convergente en las funciones trigonométricas elementales:

flz :@—l— ay cos kx + by sin kx
2
k=1
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El primer orden del dia es determinar la férmula para los coeficientes de Fourier ay, by; sélo

entonces trataremos los problemas de convergencia.

La llave que abre el cofre del tesoro de Fourier es la ortogonalidad. Recuerde que dos vectores en
el espacio euclidiano se llaman ortogonales si se encuentran en dngulo recto. Més explicitamente, v, w
son ortogonales si y solo si su producto escalar es cero: v- w = (. La ortogonalidad, y en particular las
bases ortogonales, tiene profundas consecuencias que sustentan muchos algoritmos computacionales
modernos. En el espacio funcional de dimensién infinita, si no fuera por la ortogonalidad, la teoria
de Fourier serfa mucho mds complicada, si no completamente impracticable para las aplicaciones.
El punto de partida es la introduccién de un producto interno adecuado en el espacio funcional,
para asumir el papel que juega el producto escalar en el contexto de dimensién finita. Para la serie

clésica de Fourier, utilizamos el producto interno L? reescalado

9=+ [ f@garts

en el espacio de funciones continuas definidas en el intervalo [—m, 7]. Se puede mostrar que dicha

ecuacién satisface los axiomas bédsicos del producto interno. La norma asociada es

|W=¢Mﬁ=¢%fﬂﬁm

Bajo el producto interno de L? reescalado, las funciones trigonométricas 1, cosx, sinz, cos 2z, sin 2z, ...,

satisfacen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

1. (coskx,coslx) = (sinkx,sinlz) =0 para k #1

2. (coskz,coslz)y =0 para toda k,I  ||1||=+v2 ||coskz|| = ||sinkz|| =1 para k#0,

donde £ y [ indican niimeros enteros no negativos.

Esto nos indica que las funciones trigonométricas elementales forman un sistema ortogonal, lo que
significa que cualquier par distinto es ortogonal bajo el producto interno elegido. Si reemplazdramos
la funcién constante 1 por 1, entonces las funciones resultantes formarian \% un sistema ortonormal,
lo que significa que, ademas, todas tienen la norma 1. Sin embargo, el v/2 adicional es completamente

molesto y es mejor omitirlo.

Como ocurre con todos los hechos mateméticos esenciales, la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas no es un accidente, sino que indica que algo mds profundo estd sucediendo. De

hecho, la ortogonalidad es una consecuencia del hecho de que las funciones trigonométricas son las
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funciones propias para el problema del valor limite autoadjunto, que es la contraparte del espacio

funcional de la ortogonalidad de los vectores propios de matrices simétricas.

Si ignoramos los problemas de convergencia, entonces las relaciones de ortogonalidad trigonométri-
cas sirven para prescribir los coeficientes de Fourier: tomando el producto interno de ambos lados

con cos (lx) para [ > 0, e invocando la linealidad del producto interno, se obtiene

(f,coslz) = % (1,coslx) + Z[ak (cos kx, coslx) + by, (sin kx, cos [)]
k=1
= a (coslz,coslx) = q

ya que, por las relaciones de ortogonalidad, todos los términos menos el 1-ésimo se desvanecen.
Esto sirve para prescribir el coeficiente de Fourier a;. Una manipulacién similar con sen (Ix) fija

by = (f, sen (lz)), mientras que tomando el producto interno con la funcién constante 1 da
(f,1) = +Zak (cos kx, 1) + by, (sinkx, 1)] = 0H1H2:a
k=1

lo que concuerda con la férmula anterior para a; cuando [ = 0, y explica por qué incluimos
el factor adicional 1/2 en el término constante. Por tanto, si la serie de Fourier converge a la
funcién f(z), entonces sus coeficientes se prescriben tomando productos internos con las funciones

trigonométricas bésicas.
Definicién:

La serie de Fourier de una funcién f(z) definida en —7 < x < 7 es

o0

ap .
f(z) ~ 5+ Z[ak cos kx + by sin kx|
k=1
cuyos coeficientes vienen dados por la férmula del producto interno

ap = (f,coskz) = / f(z)coskx dx k=0,1,2,3,.

by = (f,sinkz) = / f(z) sin kadx k=0,1,2,3,.

La funcién f(x) no puede ser completamente arbitraria, ya que, como minimo, las integrales en
las férmulas de coeficientes deben estar bien definidas y finitas. Incluso si los coeficientes son finitos,
no hay garantia de que la serie infinita resultante converja y, incluso si converge, no hay garantia de

que converja a la funcién original f(x). Por estas razones, tendemos a usar el simbolo ~ en lugar
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de un signo igual al escribir una serie de Fourier. Antes de abordar estos temas criticos, trabajemos

con un ejemplo elemental.
Ejemplo:

Considere la funcién f(x) = z. Podemos calcular sus coeficientes de Fourier directamente, em-

pleando la integracién por partes para evaluar las integrales:

1 1y 1 ™ ]_ 1 k k
ao:—/ xdr =0, ap= —/ JJCOS]Wdl’:—[xsm x+cos x] —

T ) . T ) . T k k2
1 [7 1. xcoskxr sinkx 2
by - /_Wa:sm kxdx 7T[ TR [ — k( )

La serie de Fourier resultante es

2( . sin 2z " sin3x  sindx n )
T~ 2(sinx — —
2 3 4

Establecer la convergencia de esta serie infinita estd lejos de ser elemental. Los criterios de cédlculo
estdndar, incluidas las pruebas de razén y raiz, no son concluyentes. Incluso si sabemos que la serie
converge (lo que sucede, para todo x), ciertamente no es obvio a qué funcién converge. De hecho,
ino puede converger a la funcién f(x) = x en todas partes. Por ejemplo, si x = 7, entonces todos

los términos de la serie de Fourier son cero y, por lo tanto, convergen a 0, que no es lo mismo que

f(m) =m.

Recuerde que la convergencia de una serie infinita se basa en la convergencia de su secuencia de

sumas parciales, que, en este caso, son

o0
ao .

Sp(x) = 5 E lay, cos kx + by, sin kx|

k=1

Por definicién, la serie de Fourier converge en un punto x si y solo si sus sumas parciales tienen

un limite:

lim s,(z) = f(x)

n—oo
que puede ser igual o no al valor de la funcién original f (x). Por lo tanto, un requisito clave es
encontrar condiciones en la funcién f (x) que garanticen que la serie de Fourier converge y, lo que es
m4ds importante, que la suma limite reproduce la funcién original: f (z) = f (x). Todo esto se hard

en detalle a continuacién.

Una suma finita de Fourier, también se conoce como polinomio trigonométrico. Esto se debe a

que, mediante identidades trigonométricas, se puede reexpresar como un polinomio P(cos z,sin )
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en las funciones coseno y seno; viceversa, cada polinomio de este tipo puede escribirse de forma

tnica como tal suma; consulte [33] para obtener mas detalles.

El paso de polinomios trigonométricos a series de Fourier podria considerarse andlogo al paso
de polinomios a series de potencias. Recuerde que la serie de Taylor de una funcién infinitamente

diferenciable f (x) en el punto x = 0 es

o

flx)~co+caz+ ...+ + ... = chxk
k=0

. ) . F®(0) .
donde, segin la férmula de Taylor, los coeficientes ¢, = i se expresan en términos k! de
sus derivados en el origen, no por un producto interno. Las sumas parciales

oo

sp(T) ~cp+cax+ ..+ + .= Z cpa”
k=0

de una serie de potencias son polinomios ordinarios, y surgen los mismos problemas bésicos de

convergencia.

Aunque superficialmente similares, en realidad las dos teorias son profundamente diferentes. De
hecho, aunque la teorfa de las series de potencia estaba bien establecida en los primeros dias del

célculo, atin quedan cuestiones fundamentales sin resolver en la teoria de Fourier.

La serie de potencias en una variable real x converge en todas partes, o en un intervalo centrado
en 0, o en ninguna parte excepto en 0. Por otro lado, una serie de Fourier puede converger en
conjuntos bastante extranos. En segundo lugar, cuando una serie de potencias converge, converge a
una funcién analitica, cuyas derivadas estdn representadas por la serie de potencias diferenciadas.
Las series de Fourier pueden converger, no solo en funciones continuas, sino también en una amplia
variedad de funciones discontinuas e incluso en objetos mas generales. Por lo tanto, la diferenciacién

por términos de una serie de Fourier no es un tema trivial.

Una vez que uno aprecia cudn radicalmente diferentes son los dos temas, uno comienza a com-
prender por qué las asombrosas afirmaciones de Fourier fueron inicialmente poco creidas. Antes de
ese momento, todas las funciones se consideraban analiticas. El hecho de que las series de Fourier
pudieran converger en una funcién no analitica, incluso discontinua, era extremadamente descon-
certante, lo que resulté en una reevaluacién profunda de los fundamentos de la teoria de funciones
y el cédlculo, que culminé en las definiciones modernas de funcién y convergencia que ahora aprende

en su primeros cursos de analisis.

Sélo gracias a los esfuerzos combinados de muchos de los principales matematicos del siglo XIX

se establecié firmemente una teoria rigurosa de las series de Fourier.
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14.2. Extensiones peridédicas

Los constituyentes trigonométricos de una serie de Fourier son todas funciones periédicas del
periodo 2. Por lo tanto, si la serie converge, la funcién limite f (z) también debe ser periédica del
periodo 2:

f(x 4+ 27) = f(x) para toda z € R

Una serie de Fourier sélo puede converger a una funcién periédica de 27. Por tanto, no era
razonable esperar que la serie de Fourier convergiera a la funcién aperiédica f (z) = x en todas

partes. Mds bien, deberfa converger a su extensién periddica, que ahora definimos.

Si f(x) es cualquier funcién definida para —m < x < 7, entonces hay una funcién periédica
f () de periodo 27 unica, conocida como la extensién periddica 2w de f, que satisface f () = f (x)

para todo —m < z < 7.

La gréfica de la extensién periddica de una funcién f (x) se obtiene copiando repetidamente la
parte de su gréfica entre —m y 7 a intervalos adyacentes de longitud 27. La periodicidad de f nos

lleva a definir

f(z) = f(x —2mn) = f(z — 2mn)

En particular, si —7 < z < 7, entonces m = 0, y por lo tanto f (z) = f (x) para tal x.

La construccién de la extension periédica usa el valor f(7) en el extremo derecho y requiere
f(=n) = f(r) = f(n). Alternativamente, se podria requerir f(r) = f(—n) = f(—), que, si
f(=m) # f(m), conduce a un 27 periédico ligeramente diferente extensién de la funcién. No hay
ninguna razon a priori para preferir una sobre la otra. De hecho, como descubriremos, la extension

periédica de Fourier preferida f (x) toma el promedio de los dos valores:

flr) = F(=m) = 31 (x) + F(-)

que luego fija sus valores en los miiltiplos impares de 7.

Ejemplo 60 La extension periédica de 2r de f(z) = x es la funcion “diente de sierra” f(x).
Coincide con x entre —m y 7. Dado que f(mw) = m, f(—m) = —m, la extension de Fourier (3.41)
establece f (km) = 0 para cualquier entero impar k. Explicitamente,

. r—=2mr  (2m—-1lr<z<(2m+ 17w

flz) = donde m € Z
0 r=(2m-— )7
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Con esta convencion, se puede probar que la serie de Fourier (3.37) converge en todas partes a

la extensién periédica 27 f (). En particular,

22 k+1s1nkx T —_T<r<T
0 T =47
Incluso este ejemplo muy simple tiene consecuencias notables y no triviales. Por ejemplo, si

sustituimos z = 3™ en la serie anteiror y dividimo por 2, obtenemos la serie de Gregory

1 1

T 1 1 n 1 n
4 3 5 79
Si bien esta sorprendente férmula es anterior a la teorfa de Fourier (de hecho, fue descubierta

por primera vez por Leibniz), una prueba directa no es facil.

Si bien es numerolégicamente fascinante, la serie de Gregory es de escaso uso practico para
calcular realmente 7, ya que su tasa de convergencia es dolorosamente lenta. Es posible que el lector
desee intentar sumar términos para ver qué tan lejos se necesita llegar para calcular con precision
incluso los dos primeros digitos decimales de 7. Los errores de redondeo eventualmente interferirdan

con cualquier intento de calcular numéricamente la suma con un grado razonable de precisién.

14.3. Funciones continuas por partes

Como veremos, todas las funciones periédicas 27 continuamente diferenciables se pueden re-
presentar como series de Fourier convergentes. De manera mds general, podemos permitir funciones

que tengan discontinuidades simples.
Definicién:

Se dice que una funcién f (z) es continua por partes en un intervalo [a, b] si estd definida y es
continua, excepto posiblemente en un nimero finito de puntos a < ;1 < 15 <--- < z, < b. Ademads,

en cada punto de discontinuidad, requerimos que los limites izquierdo y derecho

fap) = lin f(@)  fla) =l f ()

existe. (En los puntos extremos a, b, se requiere la existencia de sélo uno de los limites, a saber,
f(a™) y f(b7).) Tenga en cuenta que no requerimos que f (x) se defina en z. Incluso si se define
f(zx), no necesariamente es igual al limite izquierdo o derecho. Los puntos zj se conocen como

discontinuidades de salto de f (z), y la diferencia

Br= fla) = flzy) = lm f(z)— lm f(z)

I*)Ik $H.Z‘k
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entre los limites izquierdo y derecho estd la magnitud del salto. Tenga en cuenta que el valor
de la funcién en la discontinuidad, a saber, f(z}), que puede ni siquiera estar definido, no juega
ningin papel en la especificaciéon de la magnitud del salto. La magnitud del salto es positiva si la
funcién salta hacia arriba (cuando se mueve de izquierda a derecha) en xj y negativa si salta hacia
abajo. Si la magnitud del salto desaparece, (3, = 0, los limites izquierdo y derecho concuerdan y la
discontinuidad es removible, ya que redefinir f(xy) = f(2) = f(x;) hace f (z) continuo en x = .
Dado que las discontinuidades removibles no tienen efecto ni en la teorfa ni en las aplicaciones,

siempre pueden eliminarse sin penalizacién.

El ejemplo m&s simple de una funcién continua por partes es la funcién de paso unitario

1, >0
@ =10 z<o0

Tiene una discontinuidad de un solo salto en £ = 0 de magnitud 1:
o(0f)—c(07)=1-0=1

y es continuo de hecho, localmente constante en todas partes. Si traducimos y escalamos la
funcién escalonada, obtenemos una funcién

B, z>¢

o) = oo -9 = ({7 778

con una discontinuidad de un solo salto de magnitud [ en el punto z = £.

Si f (x) es cualquier funcién continua por partes en [—m, 7], entonces sus coeficientes de Fourier
estdn bien definidos: las integrales existen y son finitas. Sin embargo, la continuidad no es suficiente

para asegurar la convergencia de la serie de Fourier asociada.
Definicién:

Una funcién f (z) se llama C! a trozos en un intervalo [a,b] si estd definida, es continua y
continuamente diferenciable, excepto en un nimero finito de puntos. definidos de todas sus derivadas

hasta el orden n.

Finalmente, una funcién f (x) definida para todo z € R es continua por partes (C* o C™) siempre
que sea continua en cualquier intervalo acotado. Por tanto, una funcién continua por partes en R
puede tener un nimero infinito de discontinuidades, pero no se permite que se acumulen en ningin
punto limite finito. En particular, una funcién periédica de 27, f (x) es continua por partes si y solo

si es continua por partes en el intervalo [—7, 7]
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14.4. El teorema de la convergencia
Ahora podemos enunciar el teorema de convergencia fundamental para las series de Fourier.
Teorema:

Si f(z) es una funcién C' a trozos periédica de 27, entonces, en cualquier z € R, su serie de

Fourier converge a f (x) si f es continua en x,

1z . B
S @)+ Fa)

si z es una discontinuidad de salto.

7~

Por tanto, la serie de Fourier converge, como se esperaba, a f(x) en todos los puntos de con-
tinuidad. En las discontinuidades, aparentemente no puede decidir si converger al limite izquierdo
o derecho, por lo que termina dividiendo la diferencia al converger a su promedio; Si redefinimos

f (x) en sus discontinuidades de salto para tener el valor limite promedio, entonces

~ 1

fl@) = S[F) + )

una ecuacién que se cumple automaéticamente en todos los puntos de continuidad, entonces la

serie de Fourier converge a la funcién C* periédica por partes de 27 f (x) en todas partes.
Ejemplo:

Sea o(z) la funcién escalén unitario. Sus coeficientes de Fourier se calculan facilmente:

1 [7 1 [7
ag = —/ O’(I)dl‘:—/ de =1

TJ . T Jo

1 /7 1 /"
ar = —/ U(x)cosk;xdx:—/ cos kxdr = 0

TJ . 7T Jo

1 [7 1 (7 2 k=20+1
b, = ;/_WU(IE)Sinlmda:: ;/0 sin kxdx = {’”(;’ k—;;

Por lo tanto, la serie de Fourier para la funcién escalonada es

1+2(. +sin3x+sin5x+sin7x
o~ —+ —(sinx
2 7 3 5 7

luego la serie de Fourier convergerd a su extension periddica de 27,
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14.5. Funciones pares e impares

Ya notamos que los coeficientes del coseno de Fourier de la funcién f (z) =  son todos 0. Esto

no es un accidente, sino més bien una consecuencia del hecho de que x es una funcién extrana.
Definicién:

1. Se llama a una funcién par si
2. Una funcién se llama impar si

Propiedades:

1. La suma, f (z)+ g(x), de dos funciones pares es par

2. La suma de dos funciones impares es impar.

3. El producto f () g(x) de dos funciones pares, o de dos funciones impares, es una funcién par.
4. El producto de una funcién par y una impar es impar.

5. Si f () es impar e integrable en el intervalo simétrico [a, a], entonces

| #ayda =
6. Si f(x) es par e integrable, entonces

/ f(a)de = 2/0af(a:)da:

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las propiedades anteriores de las inte-

grales de Fourier.
Teorema:

Si f (z) es par, entonces todos sus coeficientes de seno de Fourier desaparecen, by = 0, por lo

que f (z) se puede representar mediante una serie de coseno de Fourier

0
~ E—F;akcos (kx)

217



donde
2 s
ap = —/ f(z) cos kxdx k=1,2,3,..,
T Jo

Si f (x) es impar, entonces sus coeficientes de coseno de Fourier desaparecen, ax = 0, y de f(z)

se puede representar mediante una serie de senos de Fourier.
o0

flz) ~ E b sin (kx)
k=1

donde

bk:—/ f(z) sin kzdx k=1,2,3,..,
0

™

Por el contrario, una serie de coseno de Fourier convergente siempre representa una funcién par,

mientras que una serie de seno convergente siempre representa una funcién impar.
Ejemplo:

El valor absoluto f () = |z| es una funcién par y, por tanto, tiene una serie de coseno de Fourier.

2 vy
aoz—/ zdr =7
T Jo

2/” 2 xsinkx coskz., {0 0#k
0

Los coeficientes son

ar =~ xcosk:vdx:;[ TR l5e0 =

por lo tanto

’ ‘ 2 4( +cos3x+c085x+cos7x+ )
x| ~—— —(cosx
T T 9 25 49

La funcién mds famosa en la teorfa de nimeros, y la fuente del problema m&s destacado en

matematicas, la hipétesis de Riemann, es la funcién zeta de Riemann.

Serie compleja de Fourier:

Un enfoque alternativo, y a menudo més conveniente, para las series de Fourier es usar expo-

nenciales complejas en lugar de senos y cosenos. De hecho, la férmula de Euler

e*® — cos kx + isin kx e—"* — coskx — isin kx
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muestra como escribir las funciones trigonométricas
eikm + efikx ikx —ikx

coskr = ———— simkx:e —‘e
2 )

en términos de exponenciales complejos, por lo que podemos ir y venir facilmente entre las dos

representaciones.

Al igual que sus antecedentes trigonométricos, los exponenciales complejos también estan dota-
dos de una ortogonalidad subyacente. Pero aqui, dado que estamos tratando con el espacio vectorial
de funciones con valor complejo en el intervalo [—m, 7|, necesitamos usar el producto interno her-
mitiano L? reescalado _

) =57 [ S
en el que la segunda funcién adquiere un conjugado complejo, como lo indica la barra superior.

Esto es necesario para garantizar que la norma hermitiana L? asociada

111 = \/% IRERE

es real y positivo para todas las funciones complejas distintas de cero: ||f|| > 0 cuando f # 0.

La ortonormalidad de las exponenciales complejas se demuestra mediante cédlculo directo

L Y 1, k=1
ikr ilz\ T z(kfl)xd — )
(e, e%) = 02 / ¢ o {0, k£

—T

. 1 L
||€zkx||2:2_/ |ezk$|2dm:1
L

La serie compleja de Fourier para una funcién real o compleja (continua por partes) f es la serie

doblemente infinita

o0
f(x) ~ E e = 4 c_ge7 T f 107 4o 4 1€ + e

k=—o0

La férmula de ortonormalidad (3.63) implica que los coeficientes de Fourier complejos se obtienen

tomando los productos internos

o = (f, ™) = % /7r f(x)e *dx

Preste especial atencién al signo menos que aparece en el exponencial integrado, lo que ocurre
porque el segundo argumento en el producto interno hermitiano (3.61) requiere un conjugado com-

plejo.
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También encontramos que los coeficientes de Fourier reales y complejos estdn relacionados por

1
ap = Ck + C_g, Cr = §(ak — Zbk)

: 1 :
bk = Z(Ck — C_k), C_| = i(ak + Zbk)

Ejemplo:

Encontremos la serie de Fourier para la funcién exponencial e**. Es mucho mas fécil evaluar las

integrales para los coeficientes complejos de Fourier, por lo que

o <eaz, eik:p>
1 T :
_ (a—ik)x
= 5. B e dx

(a—ik)z
€ ™

e(a—z’k)w —(a—ik)m

—e
27(a — ik)

am

-1 p€ ™
27(a — ik)
(—=1)*(a + ik) sinh ax
m(a? + k?)

Por lo tanto, la serie de Fourier deseada es

we Sinham i (—1)*(a + ik) Jika

e ~J
T a? + k?
=—00

14.6. Diferenciacién e integracion

Bajo hipétesis apropiadas, si una serie de funciones converge, entonces se podrd integrar o
diferenciar término por término, y la serie resultante deberia converger a la integral o derivada de
la suma original. Por ejemplo, integracién y diferenciacién de series de potencias siempre es vilida
dentro del rango de convergencia y se usa ampliamente en la construccién de soluciones en serie de

ecuaciones diferenciales, series para integrales de funciones no elementales.

La convergencia de las series de Fourier es considerablemente mas delicada, por lo que se debe
tener el debido cuidado al diferenciar o integrar. Sin embargo, en situaciones favorables, ambas
operaciones conducen a resultados validos y son bastante ttiles para construir series de Fourier de

funciones m&s complejas.
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Integracién de la serie Fourier La integracién es una operacion de suavizado: la funcién integrada
es siempre mejor que la original. Por tanto, deberfamos anticiparnos a poder integrar series de
Fourier sin dificultad. Sin embargo, existe una complicacién: la integral de una funcién periédica
no es necesariamente periédica. El ejemplo méds simple es la funcién constante 1, que ciertamente
es periddica, pero su integral, a saber, x, no lo es. Por otro lado, las integrales de todas las demaés
funciones de seno y coseno periédicas que aparecen en la serie de Fourier son periédicas. Por lo
tanto, solo el término constante

ap 1 T
—=— f(x)dx
2 2 ),

podria causarnos dificultades cuando intentamos integrar una serie de Fourier. Tenga en cuenta
que es la media, o promedio, de la funcién f (x) sobre el intervalo [—, 7|, por lo que una funcién
no tiene un término constante en su serie de Fourier, es decir, ag = 0, si y solo si tiene una
media de cero. Se muestra facilmente, que las funciones de media cero son precisamente las que
permanecen periédicas tras la integraciéon. En particular, implica que todas las funciones impares

tienen automédticamente una media cero y, por tanto, tienen integrales periédicas.

En consecuencia si f (z) es 27 periddica, entonces su integral g(z) = fox f(y)dy es 2m periodica

siysolosi [* f(z)de =0 de modo que f tiene una media de cero en el intervalo [—m, 7).

En vista de la férmula de integracién elemental

/cos kxdr = #, /sin kxdr = —%

La integracién temporal de una serie de Fourier sin término constante es sencilla. Si f es continua

por partes y tiene una media de cero en el intervalo [—m, 7], entonces su serie de Fourier

f(z) ~ Z[ak cos kx + by sin kx|
k=1

o
se puede integrar término por término, para producir la serie de Fourier

* = by, ag .
T) = dy ~m + ——coskxr + —sinkx
o) = [y~ S " sin kol

el termino constante
1 s
= % B

es la media de la funcién integrada. La funcién f (x) = x es impar, por lo que tiene una media

g(x)dx

m

de cero: f; xdx = 0. Integremos su serie Fourier
o0 -1 k—1
T~ 2 Z % sin kx
k=1
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que encontramos en un ejemplo anterior. El resultado es la serie de Fourier

1, = L (=1t
53: E -2 ,;1 cos kx
2 2 cos 2z N cos3r  cosdx )
~ — —2(cosx — —
6 4 9 16

cuyo término constante es la media del lado izquierdo:
1 (" a2 2
— 2 dr = —
o) 2%

Repasemos la derivacién de la serie integrada de Fourier desde un punto de vista ligeramente

diferente. Si integramos cada sumando trigonométrico en una serie de Fourier de 0 a x, obtendrfamos

xT . - 1
/ cos ky dy = sin ez cuando / sinky dy = — — cos kz
0 k’ 0 k k’

Los términos 1/k adicionales que provienen de las integrales sinusoidales definidas no aparecieron
explicitamente en nuestra expresion anterior para la serie de Fourier integrada, por lo que deben
ocultarse en el término constante m. Deducimos que el valor medio de la funcién integrada puede

ser calculado usando los coeficientes del seno de Fourier de f mediante la férmula

—/ xr)dr =m = Z

Por ejemplo, la integracién de ambos lados de la serie de Fourier (3.73) para f (z) =z de 0 ax

produce
x2 o (_1)k—1
?NQ; 2 (1 — cos kx)

Los términos constantes se suman para producir el valor medio de la funcién integrada:

k11 T .2 71'2

1 1 = x
21— =+ - — — =2 — | Tdr=—
L=+ > | Zde=
k=1
que reproduce una férmula establecida en uno de los ejercicios anteriores.

De manera més general, si f () no tiene media cero, su serie de Fourier contiene un término

constante distinto de cero,
o
~ — —|— Z [ag, cos kx + by, sin kz
k=1
en este caso, el resultado de la integracién sera
! o = by ar .
= dy ~ —x+m + ——coskx + — sinkx
/0 f)dy ~ 5 ;[ - - )
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La diferenciacion tiene el efecto contrario: empeora una funcién. Por lo tanto, para justificar la
derivada de una serie de Fourier, necesitamos saber que la funcién derivada sigue siendo razonable-
mente buena. Dado que necesitamos que la derivada f/(z) sea C! a trozos para la convergencia,

requerimos que f (r) sea continua y C? por partes.

Si f (x) es C? a trozos y una extensién periédica continua de 27, entonces su serie de Fourier se
puede diferenciar término por término, para producir la serie de Fourier para su derivada.

[kby cos kx — kay sin kx| = Z ikepe™™

1 k=—o00

NE

f'(x) ~

i

Ejemplo:

La derivada de la funcién de valor absoluto f (x) = |z| es la funcién signo:

+1, >0

—|T| = S1gnxr =
g -1 =<0

dx

Por tanto, si diferenciamos su serie de Fourier (3.55), obtenemos la serie de Fourier

sin3x sinbx sinTx

3+5+7+...)

signx ~ —(sinx +
7T

Otros contenidos a desarrollar son: Serie de Fourier, Transformadas de Fourier, Transformada
de Fourier inversa, Derivada e Integrales, Funciones y convolucién de Green, Circunvolucién, La

transformada de Fourier en el espacio de Hilbert y Principio de Heisenberg.

14.7. Transformadas de Fourier

Las series de Fourier y similares estdn disenadas para resolver problemas de valores limite en
intervalos acotados. La extensién del cdlculo de Fourier a toda la lfnea real conduce naturalmente
a la transformada de Fourier, una poderosa herramienta matematica para el andlisis de funciones

aperiédicas.

La transformada de Fourier es de fundamental importancia en una gama notablemente amplia
de aplicaciones, que incluyen ecuaciones diferenciales parciales y ordinarias, probabilidad, mecénica

cuédntica, procesamiento de senales e imédgenes y teorfa de control, por nombrar solo algunas.

En este capitulo, motivamos la construccion investigando cémo se comportan las series de Fourier
(reescaladas) a medida que la longitud del intervalo llega al infinito. La transformada de Fourier

resultante mapea una funcién definida en el espacio fisico con una funcién definida en el espacio
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de frecuencias, cuyos valores cuantifican la ¢antidad"de cada frecuencia periédica contenida en la

funcién original.

La transformada de Fourier inversa luego reconstruye la funcién original a partir de sus com-
ponentes de frecuencia transformados. Las integrales que definen la transformada de Fourier y su
inversa son, sorprendentemente, casi idénticas, y esta simetrfa a menudo se explota, por ejemplo, al

ensamblar tablas de transformadas de Fourier.

Una de las propiedades més importantes de la transformada de Fourier es que convierte el cédlculo
(diferenciacién e integracién) en &dlgebra (multiplicacién y divisién). Esto subyace a su aplicacién
a ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y, en los siguientes capitulos, ecuaciones diferenciales
parciales. En aplicaciones de ingenieria, la transformada de Fourier a veces se ve eclipsada por la
transformada de Laplace, que es un subcaso particular. La transformada de Fourier se utiliza para
analizar problemas de valor limite en toda la linea. La transformada de Laplace es mds adecuada

para resolver problemas de valores iniciales, [23], pero no se desarrollara en este texto.

La transformada de Fourier es, como la serie de Fourier, completamente compatible con el cdlculo
de funciones generalizadas, [68]. La seccién final contiene una breve introduccién a la analitica
fundamentos de la asignatura, incluidos los fundamentos del espacio de Hilbert. Sin embargo, un
desarrollo completo y riguroso requiere herramientas analiticas méds poderosas, incluido el anélisis
integral y complejo de Lebesgue, por lo que se remite al lector interesado a textos mas avanzados,

incluidos [37, 68, 98, 117].

Comenzamos motivando la transformada de Fourier como un caso limite de la serie de Fourier.
Aunque los detalles rigurosos son sutiles, la idea subyacente se puede explicar sin rodeos. Sea f(x)
una funcién definida para todo —oo < x < oo. El objetivo es construir una expansiéon de Fourier
para f(z) en términos de funciones trigonométricas bésicas. Un enfoque evidente es construir su serie
de Fourier en intervalos cada vez mads largos, y luego tomar el limite a medida que sus longitudes
llegan al infinito. Este proceso de limitacién convierte las sumas de Fourier en integrales, y la

representacién resultante de una funcién pasa a llamarse transformada de Fourier.

Dado que se trata de un intervalo infinito, ya no hay requisitos de periodicidad en la funcién
f(z). Ademas, las frecuencias representadas en la transformada de Fourier ya no estén limitadas por
la longitud del intervalo, por lo que estamos descomponiendo efectivamente una funcién aperiédica
bastante general en una superposiciéon continua de funciones trigonométricas de todas las frecuencias

posibles.
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Presentemos los detalles de una forma mas concreta. Los cdlculos serdn significativamente mas
simples si trabajamos con la versién compleja de la serie de Fourier desde el principio. Nuestro
punto de partida es la serie de Fourier reescalada (3.86) en un intervalo simétrico [-¢, ¢] de longitud

2¢, que reescribimos en la forma adaptada
f(x) ~ f: E@eim (126)
S V2l

La suma estd por encima de la coleccién discreta de frecuencias.
ky = — v=0,£1.+2,... (127)

correspondiente a aquellas funciones trigonométricas que tienen periodo 2¢. Por razones que
pronto se hardn evidentes, los coeficientes de Fourier de f ahora se denotan como

1 ¢ —ik T fé(k, )
IRyT _ v 1
cv—g /e f(x)e dr = 50 (128)

asf que eso
. 1 ¢ .
ky) = — z)e Ty 129
) = o= [ 1to) (129)

Esta reformulacion de la férmula bésica de la serie de Fourier nos permite pasar ficilmente al

limite cuando la longitud del intervalo ¢ — oo.

En un intervalo de longitud 2, las frecuencias (7.2) necesarias para representar una funcién en

forma de serie de Fourier estdn distribuidas equitativamente, con espaciado entre frecuencias
0
Ak:krwl—k:vzz

Cuando ¢/ — o0, el espaciamiento Ak — 0, por lo que las frecuencias relevantes se empacan cada
vez mas densamente en la linea —oo < k < oco. En el limite, anticipamos que todas las frecuencias
posibles estaran representadas. De hecho, si k, = k sea arbitrario en (7.4) y enviando ¢ — oo, se

obtiene la integral infinita
A 1 o0 .
W= —— [ fa)etda 130
f) == [t (130

conocida como la transformada de Fourier de la funcién f(x). Si f(z) es una funcién sufi-
cientemente agradable, por ejemplo, continua a trozos y decayendo a 0 razonablemente rapido

como|z| — oo, su transformada de Fourier f(k) se define para todas las frecuencias posibles k € R.

La férmula anterior a veces se abrevia convenientemente como

f(k) = Flf(x)] (131)
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donde F es el operador de la transformada de Fourier, que asigna cada funcién (suficientemente
buena) de la variable espacial x a una funcién de la variable de frecuencia k. Para reconstruir la
funcién a partir de su transformada de Fourier, aplicamos un procedimiento de limitacién similar a

la serie de Fourier (7.1), que primero reescribimos en una forma mas sugerente
1 " .
f@)~ —= > fulky)e™ Ak (132)

usando (7.5). Para cada valor fijo de x, el lado derecho tiene la forma de una suma de Riemann

1 R ikx

Como ¢ — oo, las funciones (7.4) convergen a la transformada de Fourier: f(k) — f(k); ademas,

que se aproxima a la integral

el espaciado entre frecuencias Ak = 7/¢ — 0, por lo que se espera que las sumas de Riemann

converjan a la integral limite

1 * 2 ikx
)= / Fwed

La férmula resultante sirve para definir la transformada de Fourier inversa, que se utiliza para
recuperar la senal original de su transformada de Fourier. De esta manera, la serie de Fourier se
ha convertido en una integral de Fourier que reconstruye la funcién f(z) como una superposicién
(continua) de exponenciales complejas e™** de todas las frecuencias posibles, con f(k)/\/2m cuan-
tificando la cantidad aportada por el exponencial complejo de frecuencia k. En forma abreviada, la

férmula (7.9) se puede escribir
flz) = F[f(k)] (133)

definiendo asf la inversa del operador de la transformada de Fourier (7.7). Vale la pena senalar
que tanto la transformada de Fourier (7.7) como su inversa (7.10) definen operadores lineales en el
espacio funcional. Esto significa que la transformada de Fourier de la suma de dos funciones es la
suma de sus transformadas individuales, mientras que multiplicar una funcién por una constante

multiplica su transformada de Fourier por el mismo factor:

F[f(x) + g(2)] = FIf(2)] + Flg(x)] = f(k) + g(k)

Flef(z)] = cF[f(2)] = cf(k)

Una afirmacién similar es vélida para la transformada de Fourier inversa F'~!. Recapitulando,
dejando que la longitud del intervalo vaya a oo, la serie discreta de Fourier se ha convertido en una

integral de Fourier continua, mientras que los coeficientes de Fourier, que se definieron sélo en una
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coleccién discreta de frecuencias posibles, se han convertido en una funcién completa f(k) de fi nido
en todo el espacio de frecuencias. La reconstruccién de f(z) a partir de su transformada de Fourier

f(k) a través de (7.9) puede justificarse rigurosamente bajo hipétesis adecuadas.

Por ejemplo, si f(x) es C! a trozos en todo R y decae razonablemente rdpido, f(z) — 0 cuando
|| — oo, de modo que su integral de Fourier (7.6) converja absolutamente, entonces se puede
demostrar, [37, 117], que la integral de Fourier inversa (7.9) convergerd a f(x) en todos los puntos

de continuidad, y al punto medio
1/2(f(z—) + f(a+))

en discontinuidades de salto, como una serie de Fourier. En particular, su transformada de Fourier
f(k) — 0 también debe decaer cuando |k| — oo, lo que implica que (como con las series de Fourier)

los modos de frecuencia muy alta hacen contribuciones insignificantes a la

flz) Fik)

T

Figura 7,1.Transformada de Fourier de un pulso rectangular

reconstruccién de dicha senal. En el teorema 7.15 siguiente se formulard un resultado més preciso.

Ejemplo 61 La transformada de Fourier del pulso rectangular

1, —a<z<a
0, lz] > a

fl)=0c(zx+a)—0o(r—a)={ (134)

de ancho 2a, se calcula facilmente:

o 1 e gika _ g—ika \/58in ak
k) = — ey = ———— == 135
J (k) Vor /_a V2rik T k (135)

Por otro lado, la reconstruccién del pulso mediante la transformada inversa (7.9) nos dice que

1 [ ek —sinak 1, Tasr<a
. / £k =f@){ v=ta (136)
- 0 lz] > a

o0
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Note la convergencia al medio de las discontinuidades del salto en z = =+ a.

La parte real de esta integral compleja produce una sorprendente identidad integral trigonométri-

ca:
; . 1 —a<z<a
1 oo ika __ k 5
_/ %dk ={ 3 r=+a (137)
T =00 0 |z| > a

Asi como muchas series de Fourier producen férmulas de suma no triviales, la reconstruccién de
una funcién a partir de su transformada de Fourier a menudo conduce a férmulas de integraciéon no

triviales.

No se puede calcular la integral (7.14) mediante el Teorema fundamental del cdlculo, ya que
no existe una funcién elemental cuya derivada sea igual al integrando. En la figura 7.1 mostramos
la funcién de caja con a = 1, su transformada de Fourier, junto con una reconstruccién obtenida

mediante la integraciéon numérica (7.15).

Dado que estamos tratando con una integral infinita, debemos romper el integrador numérico
restringiéndolo a un intervalo finito. El primer gréfico de la segunda fila se obtiene integrando de
5 < k < b5, mientras que el segundo es de —10 < k£ < 10. La convergencia no uniforme de la
integral conduce a la aparicién de un fenémeno de Gibbs en las dos discontinuidades, similar a lo
que observamos en la convergencia no uniforme de una serie de Fourier. Por otro lado, la identidad

resultante de la parte imaginaria,

1 [ sinkzsinak
/ sin kx sin a dr — 0

™ k

es, en la superficie, no sorprendente, porque el integrando es impar. Sin embargo, estd lejos de
ser obvio que cualquiera de las integrales converja; de hecho, la amplitud del integrando oscilatorio
decae como 1/|k|, pero la ultima funcién no tiene una integral convergente, por lo que la prueba de
comparacién habitual para integrales infinitas, [8, 97], no se aplica. Su convergencia es marginal en

el mejor de los casos, y las oscilaciones trigonométricas de alguna manera logran mejorar la lenta

tasa de desintegracion de 1/k.

Ejemplo 62 Considere un pulso diestro que decae exponencialmente

e x>0
0, z <0

donde a > 0. Calculamos su transformada de Fourier directamente a partir de la definicién:

R 1 e—(a-i-ik)x 1

1 > <
(k)= — e ey = ol | =
0= | Var at ik 0 o (a s i)
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Como en el ejemplo anterior, la transformada de Fourier inversa produce una identidad integral

no trivial:
N 1, x>0
1 [ ™" 1
- d - - L= 138
or | arak =13 ‘ (138)
0 z <0
Del mismo modo, un pulso que decae hacia la izquierda,
e, x <0
fl@=1"0" 250

donde a > 0 sigue siendo positivo, tiene transformada de Fourier

. 1
ft (k) = \/ﬁ(a—zk)

Esto también se sigue del hecho general de que la transformada de Fourier de f(z) es f(k);

consulte el ejercicio 7.1.10. El pulso incluso exponencialmente decadente
fo(x) = el (139)

es simplemente la suma de los pulsos izquierdo y derecho: f = f + f. Asi, por linealidad,

. " . 1 1 2 a
fe(k) = fr(k) + fi(k) = Vorar it Vara—in \/;m

La transformada de Fourier resultante es real e incluso porque f.(x) es una funcién par de valor

real; consulte el ejercicio 7.1.12. La transformada de Fourier inversa (7.9) produce otra no trivial

pmalel _ 1 [T ae™ o a [ coskr
T k2 + a? T ) oo K%+ a?

—0o0

identidad integral:

(La parte imaginaria de la integral se desvanece, porque su integrando es impar.) Por otro lado

mano, el extrano pulso que decae exponencialmente,

_ . —alz| _ e—a:c’ x>0
folw) = (signa) e = "7

es la diferencia de los pulsos derecho e izquierdo, f, = f, — f;, y tiene transformada de Fourier

puramente imaginaria e impar

. . N 1 1 12k
Foll) = 0= i) = s+ (a_ik):_z\/;m (140)

La transformada inversa es

(sinaj)e_am = _1/ ke dk _/ ksmkxdk

T Joo Kk?>+a? T oo K2+ a?
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Como ejemplo final, considere la funcién racional

f(x)= ﬁ, a>0
Su transformada de Fourier requiere integrar
R 1 00 e—z‘k:w
=5 [ wrat
La integral indefinida (anti-derivada) no aparece en las tablas de integracién bésica y, en de
hecho, no se puede hacer en términos de funciones elementales. Sin embargo, nos las hemos ar-
reglado para evalte esta integral en particular! Mira (7.22). Si cambiamos = a k y k a x, entonces

nosotros recuperar exactamente la integral (7.27) hasta un factor de a 2/m. Concluimos que el

Fourier transformada de (7.26) es
~ T 275"“@‘

f (k)= 5 4

Este tltimo ejemplo es indicativo de un hecho general importante. Sin duda, el lector ya ha

(141)

notado la notable similitud entre la transformada de Fourier (7,6) y su inversa (7,9). De hecho, la
unica diferencia es que el primero tiene un signo menos en la exponencial. Esto implica el siguiente

principio de simetria que relaciona las transformadas de Fourier directa e inversa.

Si la transformada de Fourier de la funcién f(x) es f (k), entonces la transformada de Fourier
de f (x) es f(—k). El principio de simetria nos permite reducir a la mitad la tabulacién de las

transformadas de Fourier. Por ejemplo, volviendo al ejemplo 7.1, deducimos que la transformada de
2 sinax
) =2
T X

fk) = o(=k+a)—0o(—k—a) (142)
= o(k+a)—o(k—a)

—a<k<a

k= =+a

Fourier de la funcién

€s

O N ==

k| > a

Tenga en cuenta que, por linealidad, podemos dividir tanto f(z) como f (k) por \/2/m para
sin ax

deducir la transformada de Fourier de

Advertencia: algunos autores omiten el factor v/27 en la definicién (7.6) de la transformada de

Fourier f(k). Esta convencién alternativa tiene una ligera ventaja de eliminar muchos factores /2
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en las expresiones de la transformada de Fourier. Sin embargo, esto requiere un factor adicional
de este tipo en la férmula de reconstruccién (7.9), que se logra reemplazando V2r por 27, Una
desventaja importante es que las férmulas resultantes para la transformada de Fourier y su inversa
son menos similares, por lo que el principio de simetria del teorema 7.3 requiere algunas modifica-
ciones. (Por otro lado, la convolucién, que se analizara a continuacién, es un poco mds facil sin el
factor adicional). En el ejercicio 7.1.18 se puede encontrar otra convencién més reciente. Al consultar
cualquier referencia en particular, el lector siempre debe verificar qué version de la transformada de

Fourier se estd utilizando.
Todas las funciones del ejemplo 7.2 requerfan a > 0 para que las integrales de Fourier convergan.

Las funciones que emergen en el limite cuando a va a 0 son de especial interés. Comencemos con

el pulso exponencial impar (7.23). Cuando a — 0, la funcién f,(z) converge a la funcién de signo

+1 >0
S R 14
f(2) = signe = ofa) —o(—) = {1 * 77 (143
Tomar el limite de la transformada de Fourier (7.24) conduce a
21
k) = —iy/ =~ 144
i) = —iy /2 (144)

La singularidad no integrable de f(k) en k = 0 es indicativa del hecho de que la funcién de signo
no decae cuando |z| — oo. En este caso, ni la integral de la transformada de Fourier ni su inversa
estdn bien definidas como integrales estdndar (de Riemann o incluso de Lebesgue). Sin embargo, es

posible justificar rigurosamente estos resultados en el marco de funciones generalizadas.

Mis interesantes son las funciones de pulso par f.(x), que, en el limite a — 0, se convierten en

la funcién constante
flz)=1 (145)

El limite de la transformada de Fourier (7.21) es

Ii§ 2 2 0, k#0
”n \/j—“ — {7 7 (146)
a— 0V mk?+a? oo, k=0

Este comportamiento limitante deberia recordarle al lector nuestra construccion (6.10) del delta

funcion como el limite de las funciones

5(z) = lim n _ lim a

- n—oom(l+n22?)  a— 07(ar?)

231



Comparando con (7.33), concluimos que la transformada de Fourier de la funcién constante

(7.32) es un muiltiplo de la funcién delta en la variable de frecuencia:
F(k) = V2w (k)

La integral de transformacién directa

o(k) = i/ e~ dy

27
estrictamente hablando, no estd definido, porque las integrales infinitas del seno oscilatorio y
las funciones de coseno no convergen! Sin embargo, esta identidad se puede interpretar validamente
dentro de el marco de convergencia débil y funciones generalizadas. Por otro lado, férmula de
transformada inversa (7.9) produce

/ S(k)e* dy = ™0 =1

que estd de acuerdo con la definicién bédsica (6.16) de la funcién delta. Como en el anterior
caso, la singularidad de la funcién delta en £ = 0 manifiesta la falta de decaimiento de la constante

funcion.
Por el contrario, la funcién delta §(k) tiene transformada de Fourier constante

" 7zk0 1
§(z)e o da = -
27r / v 2 2

un resultado que también se sigue del principio de simetria del teorema 7.3. Para determinar la

transformada de Fourier de un pico delta §¢(z) = §(x€) concentrado en la posiciéon x = &, calculamos

S R
= — r—E)e r=
27 J_o 2T

El resultado es un exponencial puro en el espacio de frecuencias. Aplicar la transformada de

Fourier inversa (7.9) conduce, al menos en un nivel formal, a la notable identidad
de(x) =0(z —¢§) = S /OO e h(@=E) g — S <e““, eik§> (147)
21 J_ o 2
Producto interno hermitiano de funciones de valor complejo de k € R. Dado que la funcién delta
desaparece para x donde <-,-> denota L? = £, esta identidad nos dice que las exponenciales com-
pletas de frecuencias diferentes son mutuamente ortogonales. Sin embargo, al igual que con (7.35),
esto sélo tiene sentido dentro del lenguaje de funciones generalizadas. Por otro lado, multiplicar

ambos lados de (7.38) por f(&) y luego integrar con respecto a £ produce

- % / h / h F(€)e™ = dud: (148)
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Esta es una férmula perfectamente vilida, ya que es una reformulacién (o mds bien una com-
binacién) de las férmulas bésicas (7.6) y (7.9) que conectan las transformadas de Fourier directa e

inversa de la funcién f(x).

Por el contrario, el principio de simetria nos dice que la transformada de Fourier de una ex-
ponencial compleja serd un pico delta desplazado /276 (k¢), concentrado en la frecuencia k = .

Ambos resultados son casos particulares del Teorema de cambio, cuyo enunciado dice:

Si f(x) tiene la transformada de Fourier f(k), entonces la transformada de Fourier de la funcién
desplazada f(z€) es e~ f(k). De manera similar, la transformada de la funcién producto e f(x),

para » real, es la transformada desplazada f (k — »).

De manera similar, el teorema de la dilatacién da el efecto de una transformacion de escala en

la transformada de Fourier.

Ejemplo 63 Determinemos la transformada de Fourier de la funcién gaussiana g(x) = e~*2. Para

evaluar su integral de Fourier, primero completamos el cuadrado del exponente:

&

—k2/4 00
e 2
= e ¥d
V2T /Oo Y

6—k:2 /4
V2
La peniltima igualdad empleé el cambio de variables y = z — 1/2ik, mientras que el paso final

utilizé la férmula (2.100).

—z2 —ik%dw

—(x2—ik/2)2—k2/4dx

De manera mds general, para encontrar la transformada de Fourier de g,(z) = e“”f2, donde a>
0, invocamos el Teorema de dilatacién 7.5 con ¢ = /a para deducir que g,(k) = e */(49) /\/24) Dado
que la transformada de Fourier asocia de manera tnica una funcién f(k) en el espacio de frecuencias
con cada funcién (razonable) f(x) en el espacio fisico, se pueden caracterizar las funciones por sus
transformadas. Muchas aplicaciones précticas se basan en tablas (o, mejor ain, en computadoras
sistemas de dlgebra como Mathematica y Maple) que reconocen una amplia variedad de transfor-
maciones de funciones bdsicas de importancia en aplicaciones. La tabla adjunta enumera algunos
de los ejemplos méds importantes de funciones y sus transformadas de Fourier, basados en nuestra

convencion (7.6).
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Tenga en cuenta que, al aplicar el principio de simetria del teorema 7.3, cada entrada se puede
usar para deducir dos transformadas de Fourier diferentes. En [82] se puede encontrar una coleccién

m4as extensa de transformadas de Fourier.

14.8. Derivadas e Integrales

Una de las caracterfsticas mas significativas de la transformada de Fourier es que convierte el
calculo en dlgebra! Méds especificamente, las dos operaciones béasicas en cédlculo: diferenciacion y
integracion de funciones - se realizan como operaciones algebraicas en sus transformadas de Fourier.
(La desventaja es que las operaciones algebraicas se vuelven mé&s complicadas en la frecuencia

dominio.)

Comencemos con las derivadas. Si diferenciamos la transformada de Fourier inversa bésica for-

f(z) ~ o / f(k)e**dx

mula

con respecto a X, obtenemos

fi(z) \/2_/ zkf Vet da

La integral resultante tiene la forma de una transformada de Fourier inversa, a saber, de ik f(k),

que inmediatamente implica el siguiente resultado clave.

La transformada de Fourier de la derivada f(z) de una funcién se obtiene multiplicando su

transformada de Fourier por ik:
Flf(@)] = ikf (k) (149)
De manera similar, la transformada de Fourier de la funcién producto z f(x) se obtiene diferen-

ciando la transformada de Fourier de f(z):

Flaf(a)] = io (150)

El segundo enunciado se sigue facilmente del primero a través del principio de simetria del
teorema, 7.3. Si bien el resultado se establece para funciones ordinarias, como se senal6 anteriormente,
la transformada de Fourier, al igual que la serie de Fourier, es totalmente compatible con el cdlculo

de funciones generalizadas.

Ejemplo 64 La derivada del pulso incluso exponencial f.(x) = e~ es un mailtiplo del impulso

exponencial impar f,(x) = (sign x)e™ "
fe(x) = —a(sign x)e™ " = —af,(x)
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La proposicién anterior dice que sus transformadas de Fourier estdn relacionadas por

ikf.(k) = i\/g%P— af,(k)

como se senal6 anteriormente en (7.21, 24). Por otro lado, el pulso exponencial impar tiene un

salto discontinuidad de magnitud 2 en x = 0, por lo que su derivada contiene una funcién delta:
fo(z) = —ae™ M 4 26(z) = —af.(x) + 26(x)
Esto se refleja en la relacién entre sus transformadas de Fourier. Si multiplicamos (7.24) por ik,

2 2 a? A "

Las derivadas de orden superior se manejan iterando la férmula de primer orden (7.43).

obtenemos

Corolario: La transformada de Fourier de f™ (z) es (ik)"f (k).

La integracién es la operacién inversa a la diferenciacién, por lo que deberfa corresponder a la
divisién por ik en el espacio de frecuencias. Como ocurre con las series de Fourier, esto no es del

todo correcto; hay una constante adicional involucrada, que aporta una funcién delta adicional.

De acuerdo a la proposicion siguiente, si f(x) tiene transformada de Fourier de su integral

f (k)luego la transformada de Fourierde su integral g(x f fly

g(k) = = f(k) + 7 f(0)o(k) (151)
Por otro lado
W (x) = f(x) V2r f(0)é(x)
Desde h(x) — 0 es |z| — oo,podemos aplicar nuestra regla de diferenciacién (7.43) y concluir

que
ikh(k) = f(k) — (0) (152)
La combinacién de (7.46) y (7.47) establece la férmula deseada (7.45).

Ejemplo 65 La transformada de Fourier de la funcion tangente inversa

T od r o d
f(r) =tan" 'tz = i :/ Y T
0 1+y2 —c>01—+_y2 2

se puede calcular combinando la Proposicién 7.10 con (7.28, 34):

Jo = (‘%\/?T'kl + %25(@) - %25@:) - —@\/g%

La singularidad en k = 0 refleja la falta de desintegracién de la tangente inversa cuando |z| — oo.
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14.9. Funciones y convolucién de Green

El hecho de que la transformada de Fourier convierta la diferenciacién en el dominio fisico en
la multiplicacién en el dominio de la frecuencia es una de sus caracteristicas més convincentes.
Una consecuencia importante es que transforma eficazmente ecuaciones diferenciales en algebraicas
ecuaciones y, por lo tanto, facilita su solucién mediante dlgebra elemental. Uno comienza aplicando
la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion diferencial en consideracién. Resolver la
ecuacién algebraica resultante producird una férmula para la transformada de Fourier de la solucién

deseada, que luego se puede reconstruir inmediatamente a través de la inversa de Fourier

14.10. Solucién de problemas de valores en la frontera

La transformada de Fourier estd particularmente bien adaptada a los problemas de valores de
frontera en el linea real completa. En lugar de las condiciones de contorno utilizadas en intervalos
finitos, buscamos soluciones que decaigan a cero con la suficiente rapidez como |z| — oo para que
su transformada de Fourier esté bien definida (en el contexto de funciones ordinarias). En mecédnica
cudntica, [66, 72], estas soluciones se conocen como estados ligados y corresponden a sub atémicas
particulas que estdn atrapadas o localizadas en una regién del espacio. Por ejemplo, los electrones

en un atomo son estados ligados localizados por la atraccion electrostética del niicleo.

Como ejemplo especifico, considere el problema del valor en la frontera
d*u 9
——— 4+ wu=h(xr), —oco<z<0 153
" (x) (153)
donde w > 0 es una constante positiva. Las condiciones de contorno requieren que la solucién
decaimiento: u(x) — 0, como |z| — co. Resolveremos este problema aplicando la transformada de
Fourier a ambos lados de la ecuacién diferencial. Teniendo en cuenta el Corolario 7.9, el resultado
es la ecuacién algebraica lineal
k2 a(k) 4+ w?i(k) = h(k)
relacionando las transformadas de Fourier de u y h. A diferencia de la ecuacién diferencial, la
ecuacion transformada se puede resolver inmediatamente para
k(K
k2 + w?
Por lo tanto, podemos reconstruir la solucién aplicando la férmula de la transformada de Fourier

inversa (7.9):
= [ e
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Por ejemplo, si la funcién de fuerza es un pulso exponencial par,

~ 2 1
h(z) =e 1 con h(k) = \/jk;Q 3
m

luego (7.50) escribe la solucién como una integral de Fourier:
1 [ etke 1 [ cos kx
CREY BN o e L I o oy

donde notamos que la parte imaginaria de la integral compleja se desvanece porque la integral

es una funcién extrana. (De hecho, si la funcién de forzamiento es real, la solucién también debe

ser real.) La integral de Fourier se puede evaluar explicitamente usando fracciones parciales para

2 1 2 1 1 1
/1 k = —_ g —_ —_ 2 1
k) \/;(k2+w2)(k2+1) \/;kz—l(k2+1 P 7

Por lo tanto, de acuerdo con nuestra tabla de transformada de Fourier, la solucién a este problema

reescribir

de valor en la frontera es
€7|x‘ J— lefw‘x‘

u(z) = w?—1

El lector puede querer verificar que esta funcién es realmente una solucién, lo que significa que

cuando w* # 1 (154)

es dos veces continuamente diferenciable (lo que no es tan evidente de inmediato en la férmula),

decae a 0 cuando |z| — oo, y satisface la ecuacién diferencial en todas partes.

Observacion 4 El método de las fracciones parciales que aprendid en el cdlculo de primer ano
es a menudo una herramienta eficaz para evaluar las transformadas de Fourier (inversas) de tales

funciones racionales.

Un caso particularmente importante es aquel en el que la funcién de forzamiento

h(x) = de(x) = d(z =€)

representa un impulso unitario concentrado en x = £. La solucién resultante es la funcién de
Green G(z;€) para el problema del valor en la frontera. Segin (7.49), su transformada de Fourier
con respecto a x es
A 1 ke
G(k; &) = N oEee
que es el producto de un factor exponencial e ~*¢, que representa la transformada de Fourier de
§¢(x), por un muiltiplo de la transformada de Fourier del pulso exponencial par e~=*l. Aplicamos el
teorema de desplazamiento 7.4 y concluimos que la funcién de Green para este problema de valor
de frontera es un pulso exponencial centrado en &, a saber

g , 1 .
Glu;€) = ooe 1 = g(w =€), dénde g(v) = G(;0)—e™"
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Observe que, al igual que con otros problemas de valores de frontera autoadjuntos, la funcién
de Green es simétrica bajo el intercambio de z y &, por lo que G(z;¢) = G(&; x). Como funcién de
¥, satisface la ecuacién diferencial homogénea —u'+ w?u = 0, excepto en el punto = &, donde su
derivada tiene una discontinuidad de salto de magnitud unitaria. También decae como |z| — oo,
segin lo requieran las condiciones de contorno. El hecho de que G(z;¢) = g(x; &) dependa solo de
la diferencia x — £ es una consecuencia de la invariancia de traslacién del problema del valor en
la frontera. El principio de superposicién basado en la funcién de Green nos dice que la solucién
al problema del valor en la frontera no homogéneo (7.48) bajo un forzamiento general se puede

representar en la forma integral

— [ 6 [weonea= [ gu-onei == [ eerane)ae
o —o0 20 J o

El lector puede disfrutar recuperando la solucién exponencial particular (7.51) de esta férmula

integral.

14.11. Circunvolucién

En nuestra solucién al problema del valor en la frontera (7.48), terminamos derivando una
férmula para su transformada de Fourier (7.49) como el producto de dos transformadas de Fourier
conocidas. La férmula final de la funcién de Green (7.53), obtenida aplicando la transformada
de Fourier inversa, es indicativa de una propiedad general, ya que estd dada por un producto de

convolucion.

Definicién 12 La convolucion de las funciones escalares f(x) y g(x) es la funcion escalar h = fxg

definida por la férmula

ha) = f # glz) = / " - &)gle)de (155)

Enumeramos las propiedades bédsicas del producto de convolucién, dejando su verificacién como

ejercicios para el lector. Todos estos suponen que las integrales de convolucién implicitas convergen.
1. Simetria: fxg=g* f,
2. Bilinealidad: {f:}igb;bfg Z(ﬁ%ﬁ)({; iZ ,a,b e C,
3. Asociatividad: f* (g« h) = (f*g)*h
4. Funcién cero: fx0 =0,

5. Funcién delta: f 0 = f
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Una caracteristica complicada es que la funcién constante 1 no es una unidad para el producto
de convolucién; Por supuesto,
o0
fri=tef= [ peu
—0oQ
es una funcién constante, es decir, la integral total de f, y no la funcién original f (x). De hecho,

segln la propiedad final, la funcién delta desempena el papel de iinidad de convolucién"
frow = [t =o€ = fa)

En particular, nuestra solucién (7.52) tiene la forma de un producto de convolucién entre un

1

pulso exponencial par g(z) = (2w) e Il y la funcién de forzar:

u(x) = g * h(z).

Por otro lado, su transformada de Fourier (7.49) es, hasta un factor, el multiplicativo ordinario
producto
a(k) = vV2mg(k)h(k)
de las transformadas de Fourier de g y h. De hecho, esta es una propiedad general de la transfor-
mada de Fourier: la convolucién en el dominio fisico corresponde a la multiplicacién en el dominio

de la frecuencia y viceversa.

La transformada de Fourier de la convolucién h(x) = f % g(x) de dos funciones es un muiltiplo

del producto de sus transformadas de Fourier:
h(k) = V2r f(k)§(k)

Por el contrario, la transformada de Fourier de su producto h(z) = f(x)g(x) es, hasta un

muiltiplo, la convolucién de sus transformadas de Fourier:
1

o) = <=1 (k) = %27 / " — kg (156)

Demostracion 16 Combinando la definicion de la transformada de Fourier con la formula de

convolucion (7.54), obtenemos

~

== [ Z pa)e e =— [ Z / Z [ — €)g(€)e ™ dwde

Aplicando el cambio de variables = z — £ en la integral interior produce

(k) = % / ) / " fn)g(e)e M dedy
- m(\/% / Z f(n)e‘““”dn)(\/% / Zg(@e—"“ds)
N0
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probando (7.55). La segunda férmula puede demostrarse de manera similar, o simplemente ob-

servando que se sigue directamente del principio de simetria del teorema 7.3.

Ejemplo 66 Ya sabemos, (7.29), que la transformada de Fourier de

sinx

fz) =

Xz

es la funcién de la caja

También sabemos que la transformada de Fourier de

1
g(x) = ~es g(k) = —i\/gsignk

Por tanto, la transformada de Fourier de su producto

sinx

se puede obtener por convolucion.

14.12. La transformada de Fourier en el espacio de Hilbert

Si bien no poseemos todas las herramientas analiticas para embarcarnos en un tratamiento
completamente riguroso de la teorfa matemadtica subyacente a la transformada de Fourier, vale la
pena esbozar algunas de las caracteristicas mas importantes. Ya hemos senalado que la transformada
de Fourier, cuando se define, es un operador lineal, que lleva las funciones f(x) en el espacio fisico

a funciones f(k) en el espacio de frecuencias.

Una pregunta critica es la siguiente: ja qué espacio funcional precisamente deberia aplicarse la

teoria? No todas las funciones admiten una transformada de Fourier en el sentido clésico.

Se requiere que la integral de Fourier converja, y esto impone restricciones a la funcién y sus

asintoticas a grandes distancias.

Resulta que el escenario adecuado para la teoria rigurosa es el espacio de Hilbert de funciones
cuadradas integrables con valores complejos, el mismo espacio vectorial de dimensién infinita que
se encuentra en el corazén de la mecénica cudntica moderna. En la seccién 3.5, ya presentamos el
espacio de Hilbert L?[a,b] en un intervalo finito; aqui adaptamos la Definicién 3.34 a toda la linea

real. Por lo tanto, el espacio de Hilbert L? = L?(R) es el espacio vectorial de dimensién infinita que
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consiste de todas las funciones de valor complejof(x) que se definen para todo € R y tienen una

norma L? finita:

112 = / (@) Pz < oo

[e.9]

Por ejemplo, cualquier funcién continua por partes que satisfaga el criterio de disminucién

M
|f(z)] < W

Para todas lo suficientemente grandes |z| >> 0 y para algunos M > 0 y J > 0, pertenece a L>.

Sin embargo, el espacio de Hilbert contiene muchas més funciones, y las definiciones e identifi-
caciones precisas de sus elementos son bastante sutiles. Por otro lado, la mayorfa de las funciones
que no decaen no pertenecen a L?, incluida la funcién constante f(z) = 1 asf como todas las ex-
ikx

ponenciales complejas oscilatorias, e”*para k € R. El producto interno hermitiano en el complejo

espacio de Hilbert L? se prescribe de la manera habitual,

(o) = [ f@glaids (157)
de modo que || f||> = (f, f). La desigualdad de Cauchy-Schwarz

[(f < [1£1Il1gl]

asegura que la integral del producto interno sea finita siempre que f,g € L?. Observe que la
transformada de Fourier (7.6) se puede considerar como un multiplo del producto interno de la

funcién f(z) con las funciones exponenciales complejas:
o 1 0 . 1 )
k) = —/ r)e ko dy = —— { f(x), e
f) = o= [ sto) = (f(a).*)
Sin embargo, al interpretar esta férmula, hay que tener en cuenta que las exponenciales no son

en si mismas elementos de LZ2.

Enunciemos el resultado fundamental que gobierna el efecto de la transformada de Fourier en
funciones en el espacio de Hilbert. Puede considerarse como un anélogo directo del Teorema 3.8 de

convergencia puntual para la serie de Fourier.

Teorema 67 Si f(x) € L? es integrable al cuadrado, entonces su transformada de Fourier f(k) €
L? es una funcion integrable al cuadrado bien definida de la variable de frecuencia k. Si f(x) es
continuamente diferenciable en un punto x, entonces la integral de la transformada de Fourier
inversa (7.9) es igual a su valor f(x). De manera mas general, si existen los limites izquierdo
y derecho f(x7), f(x™), f(z7), f(zT), entonces la integral de la transformada de Fourier inversa

converge al valor promedio 1/2f(xz~) + f(x™).
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Por tanto, la transformada de Fourier f = F[f] define una transformacién lineal de L? funciones
de = a L? funciones de k. De hecho, la transformada de Fourier conserva los productos internos. Este
importante resultado se conoce como férmula de Parseval, cuya contraparte de la serie de Fourier

aparecio en (3.122).
Teorema 68 Si f(k) = F[f(x)] y §(k) = Flg(x)], luego
(19) = ()i [ F@i(ayde— [ fg 0 ak (7.69

Demostraciéon 17 Esbocemos una prueba formal que sirva para motivar por qué este resultado es

vdlido. Usamos la definicion (7.6) de la transformada de Fourier para evaluar

[ fg R - / o= |t [ e

/ / f(x m / e~ M@ d) dady

Ahora, la integral k interna se puede reemplazar por la funcién delta d(z — y), y por lo tanto

/fgdk—//f x—dxdy—/f

Esto completa nuestra "prueba"; ver [37, 68, 117] para una versién rigurosa.

En particular, las funciones ortogonales, que satisfacen ( f ,g) = 0 tendran transformadas de
Fourier ortogonales,(f, g) = 0. Elegir f = ¢ en la férmula de Parseval (7.63) produce la férmula de

Plancherel

1721 =111

/_ | f (@) = / )Pk (158)

Asi, la transformada de FourierF : L? — L2define una transformacién lineal unitaria o que

o expilicitamente

preserva la norma en el espacio de Hilbert, mapeando las funciones L? de la variable fisica x a las

funciones L? de la variable de frecuencia k.

14.13. Mecanica cuantica y el principio de incertidumbre

La mecdnica cudntica y el principio de incertidumbre En su forma popularizada, el principio de

incertidumbre de Heisenberg es un concepto filoséfico ya familiar. Formulado por primera vez en la
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década de 1920 por el fisico alemédn Werner Heisenberg, uno de los fundadores de la mecanica cudnti-
ca moderna, afirma que, en un sistema fisico, ciertas cantidades no pueden medirse simultdneamente

con total precision.

Por ejemplo, cuanto méds precisamente se mide la posiciéon de una particula, menos precisién
habra en la medicién de su momento; a la inversa, cuanto mayor sea la precisién en el impulso,
menor serd la certeza en su posicién. Una incertidumbre similar une energfa y tiempo. La verificacion
experimental del principio de incertidumbre se puede encontrar incluso en situaciones bastante

simples. Considere un rayo de luz que pasa a través de un pequeno orificio.

La posicién de los fotones estd limitada por el agujero; el efecto de sus momentos se observa en
el patrén de luz difusa en una pantalla colocada més alld del agujero. Cuanto mdas pequeno es el
orificio, més restringida es la posicién del fotén a su paso, por lo que, de acuerdo con el principio
de incertidumbre, menos certeza hay en el momento observado y, en consecuencia, mas amplia y

difusa es la imagen resultante en la pantalla.

Este no es el lugar para discutir las consecuencias filoséficas y experimentales del Principio de
Heisenberg. jLo que mostraremos es que el principio de incertidumbre es, de hecho, una propiedad
matemadtica de la transformada de Fourier! En la teoria cudntica, cada una de las cantidades em-
parejadas, por ejemplo, la posicién y el momento, estdn interrelacionadas por la transformada de
Fourier. En efecto, la proposicién 7.7 dice que la transformada de Fourier del operador de diferen-
ciacién que representa momentum es un operador de multiplicacién que representa la posicién y
viceversa. Este Fouriertransform basado dualidad entre posicién e impulso, es decir, entre multipli-

cacién y la diferenciacion, se encuentra en el corazén del Principio de Incertidumbre.

En mecdnica cudntica, las funciones de onda de un sistema cudntico se caracterizan como los
elementos de la norma unitaria, ¢ = 1, que pertenecen al espacio de estados subyacente, que, en
un modelo unidimensional de una sola particula, es el espacio de Hilbert. L? = L?(R) que consiste
de funciones de valor complejo integrables en cuadrado de . Como ya notamos en la seccién 3.5,
el médulo al cuadrado de la funcién de onda, |¢o(z)|?, representa la densidad de probabilidad de
que la particula se encuentre en la posicién x. En consecuencia, la media o el valor esperado de
cualquier la funcién f(x) de la variable de posicién esta dada por su integral contra la probabilidad

del sistema densidad y denotado por

(f()) = / " @) lpla)dx (159)
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en particular

- [ " tlp(a)Pda (160)

—00

es la posicién medida esperada de la particula, mientras que Az, definida por

(Az)* = ((z = (2))*) = (z) — (2),” (161)

es la varianza, es decir, la desviacién estadistica de la posicién medida de la particula de el
significado. Observamos que el peniltimo término es igual a
o0
2 2 2 2
@f = [ lela)ids = llop(@)]
—00
Por otro lado, la variable de momento p esté relacionada con la transformada de Fourier fre-

cuencia a través de la relacién de De Broglie p = hk, donde

h

h
— ~1,05521073
2T

segundos joule es la constante de Planck, cuyo valor gobierna la cuantificacién de cantidades
fisicas. Por lo tanto, la media, o valor esperado, de cualquier funcién de la cantidad de movimiento
g (p) estd dada por su integral contra el médulo al cuadrado de la funcién de onda transformada

de Fourier:

(9(p)) = / " o)\ p(k) Pk (162)

o0

En particular, la media de las medidas del momento de la particula es
W) =T [ M Pk = ~iT [ a)at@idn = ~ifi ()
donde usamos la férmula de Parseval (7.63) para convertir a una integral sobre la posicién, y

(7.43) para inferir que kp(k) es la transformada de Fourier de—i(z). similar

(Ap)? ={(p— p)?) = (P*) — (p)*

es la varianza al cuadrado de la cantidad de movimiento, donde, segiin la férmula de Plancherel

(7.64) y (7.43),

) = B / Z K| (k) Pk

- EZ/ ik (k)| 2dk

o0

- 7 / ¢ (x)Pda

—2 ’
= hll¢'(@)II”
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Con esta interpretacién, se puede establecer el principio de incertidumbre para las mediciones

de posiciéon y momento.

Teorema 7.17. Si ¢(x) es una funcién de onda, entonces ||| = 1, entonces las varianzas obser-
vadas en la posicion y el momento satisfacen la desigualdad

1
AxAp > §h

Ahora, cuanto menor sea la varianza de una cantidad como la posicién o el impulso, més precisa
serd su medida. Por tanto, la desigualdad de Heisenberg (7.74) cuantifica efectivamente la afirmacién
de que cuanto més exactamente podamos medir el impulso p, el menos precisa serd cualquier medida

de su posicién x, y viceversa. Para mas detalles, junto con las consecuencias fisicas y experimentales,

debe consultar una introduccién texto sobre mecénica cudntica matematica, por ejemplo, [66, 72].
Demostraciéon 18 Para cualquier valor del pardmetro real t,

0 < [[twp(x) + ¢ ()]]*

—tllop(@)|]* + (¢ (@), vo(@)) + (vp(2), ¢ () + [|¢' ()]

El término medio de la expresién final se puede evaluar de la siguiente manera

(¢ @) 0(0) + (@) ¢ @) = [ [0 @0 + oot TN
~ [ eile@pde= [ p@)Pds = -1

mediante una integracién por partes, observando que los términos de frontera desaparecen,
siempre que ¢ (x) satisfaga el criterio de desintegracién L? (7.59). Por lo tanto, en vista de (7.68)
y (7.73), la desigualdad en (7.75) es
2\ 42 (r*)
<x >t —t+-=2>0 paratodot CR
h

El valor minimo del lado izquierdo se produce en t, = 1/(2(x2)), donde su valor es

lo que implica
12
DN (p?y > Zh
() (7) = |
Para obtener la relacién de incertidumbre (7.74), se realiza el mismo célculo, pero con p — (p)
reemplazandozyp — (p) remplazando p. El resultado es
(2 Ap)?
<(x—<x2>)>t2—t+<(pﬁﬂz (B — 14| Ep) >0 (163)
Sustituyendo t = 1/(2(Az)?)produce la desigualdad de Heisenberg.
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15. Capitulo VI: Principales Ecuaciones Diferenciales Par-

ciales

15.1. Ecuacion de calor

La ecuacion de calor modela una gran variedad de fenomenos. Modela no solo el proceso fisico de
transmisién de calor por conduccion, sino también el fenomeno qui-mico de difusién, por ejemplo,
la difusién de un contaminante que reacciona con un medio liquido en movimiento en el cual se
halla inmerso. Ademas, la ecuacién de calor sirve también para modelar el movimiento browniano
[Ecuacién de Einsten-Kolmogorov]. Sin embargo, a lo largo de capitulo le llamaremos ecuacién de

calor a la ecuacién asociada con todos los procesos mencionados.

Como se verd, la ecuaciéon de calor expresa el equilibrio entre ciertas cantidades, equilibrio

sustentado en el principio de conservacién de energfa térmica y en la ley de Fourier.

La temperatura u de un cuerpo ) el cual ocupa una regiéon de R3 depende de cada punto
x = (z,y,2) € Qy del tiempo t, es decir, u es una funcién u = u(x,t). La forma explicita de esta
funcién depende entre otras cosas de la forma del cuerpo, las caracteristicas térmicas del material,

la distribucién inicial de la temperatura y las condiciones de frontera.

Para describir el flujo de calor en € se requiere de una funcién ¢ : R3 x [0, 00) — R3x [0, 00),
es decir, se requiere de un campo vectorial (funcién de densidad de flujo) ¢ = ¢(x,t). La ley de
Fourier de conduccién de calor establece que en un medio isotrépico el calor fluye en la direccién
en la cual la temperatura del cuerpo decrece mas rapidamente y la cantidad de calor que fluye en
tal direccién es proporcional al gradiente de temperatura. En forma matemadtica, la ley de Fourier
se expresa CoOmo

o(x,t) = —K (ug, uy,u,) = —KVu

donde K > 0, es llamada conductividad térmica y, con el fin de simplificar, se supondra 1
"Tsotropia'significa que ciertas magnitudes al medirse dan resultados idénticos independientemente
de la direccién escogida constante. Sea 0f) la frontera de la regién 2 la cual se considera una
superficie suave, orientable con normal exterior n. Se recuerda del curso de cédlculo que el flujo de

¢ a través de 0€) estd dado por la integral de superficie

/ o(x,t) - ndS
Gl)

por lo que el total del flujo de ¢ a traves de 052 en el intervalo [tq,ts], estd dado por

//: //8¢(X,t)-nd5dt:/tlt2 ///ﬂdiv(@dwt
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donde la tltima igualdad se cumple por el teorema de la divergencia de Gauss (teorema A.1, p.
190). La densidad de energia por unidad de volumen en el tiempo ¢ en la regién 2 estd dada por cpu
donde ¢ denota el calor especifico del cuerpo €2; p, la densidad de masa (p, ¢ se suponen constantes)
y u = u(x,t) es la temperatura en x en el tiempo t. Por lo que la energia total en ) en el intervalo

[t1,12] estd dada por

///Q cpu (X, tp) dV — ///Q cpu (x,t1) dV = /: ///ﬂ Cp%d‘/dt.

Donde para que se cumpla la igualdad se ha supuesto que u tiene derivada parcial continua con
respecto a t en €2 y se ha hecho uso del teorema fundamental del cdlculo para escribir
to a
u(x,ts) —u(x,t) = / —u(x,t)dt
y Ot
y, finalmente, se ha hecho uso del teorema de Fubini para intercambiar el orden de integracién.
Se considera ademéds una funcién escalar f = f(x,t) que proporciona la densidad de energia por
unidad de volumen producida (o disminuida) por una fuente (o por un pozo) por lo que el total de

energia producida (o reducida) por una fuente en 2 en el intervalo [t1, 5] es

/t 52 / / /Q Fx, £)dVdt

El principio de conservaciéon de la energia establece que la energia total en €2 en el intervalo
[t1,12] es igual al flujo de calor a través de OS2, més el total de energia producida por una fuente en

el mismo intervalo de tiempo, lo cual se traduce en la ecuacién

//: ///Q cp%dth:K/tth ///Q div(Vu)dth+/tlt2 //Qfdv‘“
//: ///Q (cpg—? — K div(Vu) - f) AVt = 0.

Esta ecuacién se denomina ecuacién de calor en la forma integral o forma global de la ecuacién

o bien

de calor. Si suponemos continuidad en el integrando sobre la regién €2 y observamos que la integral
se cumple sobre cualquier subregién 2 C ) y sobre cualquier subintervalo [t1,%3] contenido en

[0, T'], obtenemos la ecuacién de calor en su forma diferencial o local
0 9 ..
éu(x, t) = a”div(Vu(x,t)) + F(x,t)

donde a? = g es llamada difusividad térmica y F = f/(cp). Por ultimo, recordando que el

laplaciano de u en coordenadas cartesianas esta dado por:
AU = Uyy + Uy + Uy, = div(Vau),
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se tiene la forma equivalente de la ecuacién de calor:
0 2
au(x,t) = o*Au(x, t) + F(x,t)

Las ecuaciones (3.2) y (3.4) son casos particulares de un esquema general discutido en el Capitulo
2, el cual abarca una gran cantidad de fenémenos, fisicos, quimicos, etc, los cuales evolucionan con el
transcurso del tiempo. En la siguiente seccién analizaremos como usar los esquemas de conservacién

estudiados en las ecuaciones de primer orden, para modelar fenémenos de difusion.

15.1.1. Fendmenos de difusion

Conocida la ecuacién (2.4) se puede deducir la ecuacién de difusién. La ley constitutiva que
determina el proceso de difusion es la segunda ley de difusién de Fick y es el equivalente a la ley de
Fourier en el proceso de conduccién de calor. Andlogamente a la ley de Fourier, la ley de difusion
de Fick es una ley establecida experimentalmente y describe el hecho de que las moléculas tienden
a moverse de lugares con mayor concentracién a lugares de menor concentracién. En términos

matematicos la ley de Fick establece que el campo vectorial de flujo estd dado por:
¢ =—kVu

la constante k > 0 es llamada coeficiente de difusién. Una vez que se establece que el proceso de
difusién, por ejemplo de un gas, obedece el esquema general de las leyes de conservacién evolutivas,
tendremos que el proceso de difusiéon es modelado por la ecuacion:

0 :
Eu(x, t) — kdiv(Vu(x,t)) — f(x,t) =0

o bien,

%U(X, t) = /{AU(X, t) + f(X, t)

la cual tiene la misma forma que la ecuacién de calor.

15.1.2. Ecuacidon de calor en una dimension

Se considera un alambre de longitud [ el cual se encuentra aislado lateralmente excepto en
los extremos. Se coloca el origen de coordenadas en el extremo izquierdo del alambre y el resto del
alambre en la direccion positiva del eje x. Para simplificar se supone que la temperatura es constante
en cada seccién transversal (ver la Figura 3.1) del alambre, asi la temperatura solo depende de z y

no de ninguna otra variable espacial.
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Sea u = u(z,t) la temperatura en el punto = al instante ¢. Entonces la ecuacién de calor (3.4)
se escribe simplemente
Uy = Uy + F(x,t).
En este caso, la funcién F' se interpreta como una fuente de calor interna, por ejemplo, una
corriente eléctrica (o una reaccién quimica en caso de la ecuacién de difusién). Si no existen fuentes

de calor internas, entonces F' = 0 y tendremos simplemente
Uy = 0P Ugy

Supodngase que en el instante t = 0, se conoce la temperatura en cada punto de la barra, es decir,
u(z,0) = g(x), donde ¢ es una funcién conocida, a esta condicién se le conoce como temperatura

inicial y mds generalmente como condicién inicial (ci).

Supongase ademds que se tiene algin tipo de control de la temperatura en los extremos de
la barra, por ejemplo, supongase que con un termostato se regula la temperatura en los puntos
r = 0,z = | y que dichas temperaturas son conocidas, concretamente u(0,t) = hy(t), u(l,t) =
ho(t),t > 0, con hy, he funciones dadas, a estas condiciones se les llama condiciones de frontera (
cf). Asi para encontrar la temperatura de un cuerpo hay que determinar la funcién incégnita u(x,t)
para t > 0 que satisface la ecuacién (3.5) (o bien (3.6)) y las condiciones inicial y de frontera. Se

desea entonces resolver el siguiente problema:

4
U = 0Py, + F,0 <2 <1,0<t< 00,

(i) { u(x.0) = g(a).0 <z <1,
u(0,t) = hy(t)
u(l,t) = ha(t), £ > 0.

(PC)
(cf)

\

Generalmente, por lo menos ¢ es continua a trozos.

15.1.3. Condiciones de frontera para la ecuacién de calor

El problema de calor descrito en la seccién anterior contiene algunas condiciones de frontera
(cf) que pueden ocurrir, pero existen otras condiciones que surgen en diferentes situaciones fisicas

las cuales se describen a continuacion.
1. En uno de los extremos se conoce el valor de la temperatura en cada instante ¢, por ejemplo

u(0,) = hy(t)

donde h; es una funcién dada. A este tipo de condicién se le conoce como condicién de frontera

de tipo Dirichlet.
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2. En uno de los extremos se da el valor de la derivada normal de u, por ejemplo

ou
5, 1) = ha(t)

donde hy es una funcién dada. A este tipo de condiciones se les conoce como condiciones de

frontera de tipo Neumann.

3. En uno de los extremos estd dada una relacién entre u y su derivada, por ejemplo,

ou
%(l,t) = —ku(l,t) + f1(t)

esta situacién corresponde a un intercambio térmico entre un cuerpo y el medio ambiente cuya
temperatura f;(t) es conocida en cada tiempo t. La expresién matematica de esta condicién
de frontera corresponde a la ley de Newton de intercambio de temperatura. A este tipo de

condiciones se les conoce como condiciones de frontera de tipo Robin o Newton.

Observese que las condiciones de frontera anteriores son un caso particular de las siguientes

condiciones, las cuales llamaremos condiciones de fronteras generales

0
anu(0,1) + alga—Z(o, t) = hi(t)

0
anu(l,t) + ama—z(z, £) = ha(t).

15.2. Descripciéon intuitiva de la ecuacién de calor en una dimensién

Para dar una descripcién de la ecuacién de calor en una dimensién en términos intuitivos, se
necesita primero recordar algunos conceptos del cédlculo diferencial. Uno de estos conceptos impor-

tantes es el de convexidad. Recordemos los siguientes hechos:

» Una funcién dos veces derivable f es céncava hacia arriba en un intervalo (a,b) si f”(z) > 0
para toda x en (a,b). En este caso se cumple para cualquiera =,y € (a,b) que

() < s

es decir, si f” > 0 entonces [ evaluada en el punto medio de x y y, es menor que el promedio

de f en los puntos z,y.

» Si f” <0, entonces f es concava hacia abajo en (a,b)

TENREET

2 2
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es decir, f evaluada en el punto medio de = y y, es mayor que el promedio de f en los puntos

x,y.

Otro concepto que necesitamos, es la interpretacion de la derivada como razén de cambio. En

el caso en el que una funcién derivable, f = f(t), dependa del tiempo, si su derivada es positiva, es

df (t) df (t)
dt

> 0 en un intervalo, la funcién crece conforme el tiempo avanza y si —— < 0, en
dicho intervalo la funcién decrece.

decir, si

dt

Con la interpretacién geométrica de la segunda derivada y la interpretacion de la primera deriva-
da como razén de cambio se puede dar una idea intuitiva del porque la ecuacién u; = au,, modela
el proceso de conduccién de calor para el caso en que u = u(x,t) es la temperatura de una barra,

por ejemplo, dada la ecuacién de calor sin fuentes internas

ou 0%
ot~ " 922

estudiemos el cambio de temperatura en un punto fijo z, para una funcién que satisface la

0?u (w,,t)
Ox?

ecuacién de calor. Supongamos que > 0 y que estas segundas derivadas son continuas.

Por una parte, esto quiere decir que en una vecindad de z, el perfil de temperatura es céncavo hacia

arriba, es decir, la temperatura en tal punto es menor que el promedio de la temperatura de sus
Ou (z,,1)
ot

funcién creciente, lo cual quiere decir que la temperatura aumentara en el punto z,, a medida que ¢

vecinos. Por otra parte la ecuacién (3.7) indica que > 0, de esta forma u (z,,t) es una

crece. Resumiendo, si en un punto z, la temperatura es menor que el promedio de sus vecinos en una
2
0%u (x,,t)
0x?

< 0, observamos que la ecuaciéon de calor simplemente

vecindad de x, entonces la temperatura aumentard mientras > 0. Si hacemos un anélisis

0?u (w,,t)

Ox?
modela con precision el fenémeno familiar a todos de que el calor fluye de los lugares més calientes

similar para el caso en el que

a lo mas frios.

15.2.1. Probabilidad y la ecuacién de difusién

Consideramos la recta real. Supongamos que en el tiempo ¢, algunas particulas ocupan los puntos
x = 0,%k,+2k,... para algin k£ > 0. Se define la concentracién c(z,t) como el valor esperado de
particulas en el sitio x en el tiempo ¢. En otro tiempo digamos ¢ + h una particula puede moverse
hacia la derecha o hacia la izquierda con probabilidad p € (0, 1/2] o mantenerse en su posicién con

probabilidad 1 — 2p. El nuevo valor esperado en x es
c(z,t +h) =pc(x —k,t) + (1 = 2p)c(z, t) + pe(x + k, t).
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De esta forma
c(x,t+h)—c(x,t) = ple(x — k, t) = 2¢(x,t) + c(x + k, 1))

y asi- obtenemos,

c(x, t 4+ h) — c(x,t) Dc(m —k,t) = 2¢(x,t) + c(z + k, t)

h k2 ’

donde D = k?p/h.

En una de las secciones anteriores se muestra que tomando k suficientemente pequena, el lado
derecho de la férmula anterior nos da una aproximacion de la segunda derivada, por lo que al tomar
el limite cuando (h, k) — 0 se tiene la ecuacién de difusion

dc 0?c
o Con

En [23], capitulo 6, de donde fue tomado el ejemplo anterior puede consultarse una deduccién

de la ecuacién de Black-Scholes para los derivados financieros, la cual también es una ecuaciéon de

difusion.

15.2.2. El principio del médximo para la ecuacién de calor

La descripcién intuitiva de la ecuacién de calor muestra que la temperatura u alcanza su un
valor méaximo o su valor minimo, ya seaent = 0oenx = 0ox = [ sit > 0. Esto sugiere el

siguiente teorema.

Teorema: Principio del maximo. Sea u = u(z,t), continua en la region 0 < = < [,0 <t < T, y
solucién de la ecuacion

Uy = oz2um

en la regién 0 < x < [,0 < t < T, entonces la funcién u alcanza sus valores méximo y minimo

yvaseaent =0, 0 bien en los puntos t =00 x =1,s1 0 <t < T,.

Demostracién: Como u es continua en [0, 1] x [0, T,], el cual es un conjunto compacto, entonces u
alcanza su valor maximo y minimo en tal conjunto. Se quiere demostrar que u no alcanza los valores
m&aximo ni minimo en el conjunto 0 < x < [,0 <t < T,. Por reduccién al absurdo, supongase que u
alcanza un valor méximo en un punto (z1,t;) € (0,1) x (0, T,]. Definimos v(z,t) = u(z,t)+k (t; — 1)

donde £ > 0 es un niimero cualquiera.

Tenemos, v (x1,t1) = u(x1,t1). Dado que v es continua en [0,] x [0,7,], la funcién v alcanza

su valor maximo en un punto (xs,t3) el cual suponemos pertenece al conjunto 0 < z < [,0 <
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t < T,. Tenemos dos casos: a) 0 < xg < 1,0 < ty < T,, es decir, (z3,t3) es un punto interior, o b)

O0<zg < l,t2 =1T,.
a) Si (x2,t2) es un punto interior se tiene

Ugr (:E27 t2) = VUgzx (xZa t2) g Oa

Uy ($2,t2) = U (I’Q,tg) +k>k>0.

La desigualdad en (3.8) se cumple dado que v (z2,3) es un médximo. La desigualdad (3.9) se
cumple dado que en un mdaximo el gradiente de v se anula si (x9,t2) es un punto interior de

0<z<l,0<t<T,, asipor la definicién de v tenemos 0 = u; (x2,t2) — k de donde se sigue (3.9).
b) Para ty = T, se tiene v; (x2,T,) > 0 por lo que también se cumple (3.9).
Por lo tanto en cualquiera de los casos a) o b) se cumple que
Uy (T2, t9) — OPUyy (T2, 1) = vy (T2, t2) + k — @PVgy (22, 15) = k > 0,

es decir, la ecuacién u; = a?u,, no se cumple en (z,%;), lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto el maximo de u se alcanza en la frontera.

15.2.3. Unicidad de soluciones de la ecuacién de calor

Establecido el principio del méximo se puede demostrar la unicidad de soluciones para algunos

problemas asociados a la ecuacién de calor como, por ejemplo, en el siguiente teorema.
Teorema: Unicidad de soluciones. Suponga que u y v son soluciones del problema
Up = Uy + f(z,t),0<zx<,0<t<T,

y que u,v son continuas en [0,[] x [0,7T,]. Suponga que u,v ademds satisfacen las condiciones
de frontera u(0,t) = v(0,t) = g1(t),u(l,t) = v(l,t) = g2(t),0 < ¢t < T, y la condicién inicial
u(z,0) = v(z,0) = h(x),0 < x < . Entonces u = v.

Demostracién: Sea w = u—v. Entonces w es continua en [0, [] x [0, T;] y es solucién del problema

Wy = 0w, 0 <z <1,0<t<T,

con condiciones de frontera e inicial nulas, es decir, w(0,t) = 0,w(l,t) = 0,0 < t < T, w(z,0) =

0, para 0 < x < [. Entonces por el principio del maximo w = 0.
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El teorema de unicidad no es solamente un resultado tedrico sin mayores consecuencias, se usa
extensamente, por ejemplo, en la aplicacién del principio de Duhamel donde se obtienen, por una
parte una solucién por el método de series de Fourier y otra més, por el método de la transformada

de Laplace. La igualdad nada obvia de ambas soluciones es consecuencia del teorema 3.2.

15.3. La ecuacién de Laplace

Sea ¢(z),r € RY un campo vectorial con primeras derivadas continuas el cual representa la
densidad de flujo por unidad de volumen de cierta sustancia. Sea P, = (:Bgo),xéo), e ,33510) ) un
punto en la sustancia y B. una bola con centro en P, y radio €. Dada la continuidad de div ¢, al
aplicar el teorema de la divergencia de Gauss ! y el teorema del valor medio para las integrales de

volumen se tiene que

1
: P)=1i .
div ¢ (F) = lim Vol (B.) aBﬂ ds

donde Vol (B.) es el volumen de la bola con centro en P, y radio €. Supongamos que div ¢ (P,) > 0
entonces existe una bola B, para ¢ suficientemente pequefio con |, 0B, 9 dS > 0. Por lo tanto, dado
que la integral de superficie representa el flujo de ¢ a través de 0B., el flujo neto promedio cerca
de P, es hacia afuera de la frontera de B. en tal caso al punto P, se le conoce como fuente, y si
div ¢ (P,) < 0, el flujo neto es hacia adentro de la frontera de B. y en tal caso a P, se le conoce

como sumidero.

Considerese el caso en el que ¢ = —Vu entonces div(—Vu) = —Au. Si Au(P,) > 0, entonces
div ¢ (P,) < 0, de esta forma, P, es un punto sumidero. De esta manera, la temperatura en P, (el
cual es el centro de la bola) debe ser menor que el promedio de sus vecinos. Si Au (P,) < 0, entonces
dive (P,) > 0, y el punto P, es una fuente y por lo tanto u (P,) es mayor que el promedio de sus
vecinos. Finalmente, si Au(P,) = 0, no hay flujo y u es igual al promedio de sus vecinos en una

vecindad de P,. Resumiendo:

» Si Au(FP,) > 0,u(P,) es menor que el promedio de sus vecinos en una bola B, con centro en

P, y radio suficientemente pequeno .

» Si Au(P,) < 0,u(P,) es mayor que el promedio de sus vecinos en una bola B, con centro en

P, y radio suficientemente pequeno .

» Si Au(P,) =0,u(P,) es igual al promedio de sus vecinos en una bola B, con centro en P, y

radio suficientemente pequeno e.
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Una buena ilustracién de las consideraciones anteriores resulta al tomar el caso de u = u(x,y).

La descripcién de esta seccion ilustra la importancia del laplaciano en la modelacién matematica
ya que estd asociado con los procesos en los que ocurre una difusién, es decir el paso de una mayor
concentraciéon a una menor concentracién de una sustancia dada, pero eso no es todo, el laplaciano
tiene una gran cantidad de aplicaciones en la matemética tedrica, por ejemplo, en el estudio de

funciones arménicas en la variable compleja.

Podemos ahora dar una descripcién de la ecuacién de calor o de difusién en RY x [0, 00), la cual
generaliza la interpretacion para una sola variable espacial. Sea u : Qx [0,T] — R, donde 2 C RY es
un conjunto abierto y acotado. Supongamos que u tiene segundas derivadas continuas en €2 x (0, 7’|

y que satisface la ecuacién

0
8—1; = a’Au
. ou ) ) .
Entonces si Au (FP,,t,) > 0, tenemos 5 (P,,t,) > 0 es decir u tiende a crecer en una vecindad

de P, para t > t,. Por otro lado, si Au(P,,t,) < 0, entonces u tiende a decrecer en una vecindad
de P, para t > t,. Si u representa la concentracién de una sustancia en el punto P, al tiempo ¢
entonces la ecuacién representa la tendencia de la sustancia a pasar de una concentracién mayor a

una 1menor.

Para la ecuacién de onda, en R?, si U representa la altura de una membrana definida en €, se

tiene la ecuacién

Pu
— =a"Au
ot?
: u : - :
si Au (P,,t,) > 0, tenemos T (P,,t,) > 0, es decir, la fuerza de tensién en la membrana tiene

componente en el eje z = u(z,t) que apunta en la direccién positiva y su magnitud es menor en
cuanto menor es la curvatura del perfil © en promedio, en una vecindad de P,. Si Au (P,,t,) < 0,
2
u
tenemos Tl (P,,t,) < 0, y en este caso, la componente en el eje z de la tensién tiene direccién

negativa en una vecindad de P,.

15.3.1. Principio del maximo para la ecuacién de Laplace

Finalmente, para la ecuacién de Laplace Au = 0, la cual puede interpretarse como una ecuacién
de calor estacionaria, la interpretacién intuitiva del laplaciano invita a formular el criterio del
maximo para soluciones de la ecuacién de Laplace, principio que indica que el perfil de temperatura

estacionario u alcanza sus valores méximo y minimo en 0f).
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Teorema 4.1 - Principio del méximo para la ecuacién de Laplace.. Sea € C R3 un conjunto
abierto, conexo y acotado. Sea u = u(z,y, z) una funcién arménica en €2, es decir, una funcién que
satisface Au = 0 en €, la cual suponemos que es continua en 2 = Q U 0f). Entonces los valores

méaximos y minimos de u se alcanzan en la frontera 0f2.

Demostracién: Sea = = (z,y,z) y defi-nase v(z) = u(z) + ¢ (2* + y* + 22), donde € > 0 es un

nimero cualquiera. Se tiene
Av(x) = Au(z) + A (e (2 +y* +2%)) =0+ 6> 0

en 2. Como v es continua en el compacto {2 alcanza su valor médximo. Si v alcanzara el méximo
en  se tendria en dicho punto Av = v,, + vy, + v,, < 0, lo cual contradice la desigualdad (4.3).
Asi el médximo de v debe alcanzarse en la frontera. Sea z, € J€) un punto donde v alcanza el

méximo. La demostracién de que u alcanza su méximo en 0f2, es una consecuencia de las siguientes

desigualdades que se cumplen para todo punto de €2
u(r) < v(E) v (w,) = u(w,) + & [|zo* < malxwesn u (@) + & ||z,
Aplicando el limite cuando ¢ tiende a cero en la tltima desigualdad se tiene
u(x) < malxpesqu (2'), VreQ=QuUa.

Para el minimo se toma —u y dado que maxyeso (—u (2')) = —mineepo (u (2')), al sustituir en

la desigualdad anterior, la demostracién queda terminada.

Una vez que queda establecido el principio del méximo la unicidad de soluciones para el problema

de Dirichlet asociado a la ecuacién de Poisson se sigue facilmente.

Teorema 4.2 Unicidad para la ecuacién de Poisson. Sean u, v soluciones respectivas en €2 de

Au = fen Av = fen (2
u = h en 0f), v = h en 012,

entonces u = v en Q = QU IN.

Demostracién: Sea w = u — v entonces Aw = 0 en Q y w = 0 en 0. El Teorema 4.1 implica

que w =0 en Q = QU IS, de donde se sigue la unicidad.
—u"(x) =1
para z € (0,1),u(0) =u(l) =0
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15.3.2. Invariabilidad del operador de Laplace respecto a rotaciones

El operador de laplace es invariante respecto a las rotaciones tanto en R? como en R? como se

mostrars. Se recuerda que una rotacién en RY est4 dada por la férmula de cambio de coordenadas
/
x = Bx

donde z = (z1,...,2n) y B = (a;j),i,j = 1,..., N es una matriz ortogonal, es decir una matriz
tal que BB = B'B = I, donde I es la matriz identidad de n x n y cuyo determinante es uno.

Concretamente, en R? una matriz ortogonal tiene la forma

cos —senf
B =

sen d cos

donde 0 es el dngulo de rotacién.

Al usar las férmulas (1.5) para un cambio de coordenadas arbitrario se obtiene que
Ugg + Uy = (af) + afy) tee + 2 (a11021 + a12092) Uy + (a3; + a3y) Uy

al sustituir a;; = cosf, a1 = —senf, as; = senf, ass = cosf, en la ecuacién anterior se obtiene

la invarianza del operador de laplace, i. e.,
Ugg + uyy = ufE + u7777‘

de manera similar se obtiene la invarianza del Laplaciano en R3.

15.3.3. El laplaciano en coordenadas polares y esféricas
Las férmulas para las coordenadas polares estdn dadas por

x =rcosb,
y = rsenb;
r= a4

6 = arctan 2
T

Al usar la regla de la cadena se tiene

sen 0
Uy = UpTy + Ugly = U, cOS O — 1y ,
r

cos
Uy = UpTy + Ugly = u, sen O + ug )
T
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Al usar nuevamente la regla de la cadena se llega a
Ay — B 1 1
U = Uz + Uyy = Urp + ;ur + ﬁuQQ

Para las coordenadas esféricas:

r = rcosfsen o,
y = rsenf sen ¢;
Z = 1Cos ¢,

0 = arctan g,
x
z

a2+ y?+ 22

¢ = arc cos

se puede demostrar que

A n 2 n 1 n cot 0 N 1
U= U + —U + —=U U Ugp-
T r2 o7 r2 ? 7 r2gen? o %

15.4. La ecuaciéon de onda

El prototipo de las ecuaciones hiperbdlicas es la ecuacion de onda la cual modela diversos
fenomenos fisicos, ya sea el movimiento de una cuerda o de una membrana en un instrumento
musical, o bien el comportamiento de la luz. Se presentara una deduccién de la ecuacién de onda
a partir de las ecuaciones de Maxwell y otra a partir de un modelo simplificado del movimiento de

una cuerda. Comenzamos con este tiltimo.

15.4.1. Las vibraciones de una cuerda

Se considera una cuerda de material flexible, por ejemplo la cuerda de un instrumento musical.
Para simplificar, supondremos que la cuerda solamente se mueve en direccién vertical y que no ocurre
desplazamiento en la direccién horizontal, lo que en la practica resulta ser una buena aproximacion.
Supondremos para simplificar que el desplazamiento vertical es pequeno comparado con la longitud

total [ de la cuerda.

El origen de coordenadas se coloca en un extremo de la cuerda. El desplazamiento en el punto
x y en el tiempo t se denota por u = u(x,t) la cual se supone al menos dos veces diferenciable.
La densidad lineal de la cuerda se denota por p(x) y la tensién interna por 7 la cual supondremos

constante. Supondremos ademads, que la tensién actua en la direccién tangente al perfil de la cuerda
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en el punto z. Consideramos por el momento, un segmento arbitrario de la cuerda entre los puntos
r = ay x = b Se denota por 0(x,t) el dngulo mostrado en la figura 5.1 en los puntos a y b,

respectivamente lo cual implica que, (si recordamos el significado geométrico de la derivada)
tan(0(z,t)) = u.(x,t)

La ecuacién que describe el movimiento de la cuerda se deriva a partir del esquema de con-
servacion (2.2) en una dimensién, con Q = (a,b), 02 = {a, b}, tomando el momento mv como la
cantidad que se conserva y f 50 @(x,t)dr como la componente vertical de la fuerza de tension, es

decir ,
o(z,t)de = / o(z,t)dr = T(sen(0(b,t)) — sen(f(a,t))).
o0 a
No se consideran los efectos de la fuerza de gravedad ni la friccién en este primer modelo por

lo que f(z,t) = 0 en la ecuacién (2.2). Finalmente, el elemento de masa en una hipotética cuerda

unidimensional estd dada por el producto de la densidad p(x) por el elemento de longitud de arco

dado por /1 + (uy(x,t))’dz y sabiendo que la velocidad es wu,(z,t), el esquema de conservacién

(2.2) se convierte en

% p(2)\/ 1+ (ug(z, 1)) uy(, t)de = 7(sen(0(b, t)) — sen(A(a,t))).

Para simplificar escribimos p,(z) = p(z)y/1 + (u.(z))?, de esta forma (5.3) se convierte en

/ po(T)ug(x, t)dx = T(sen(0(b, t)) — sen(f(a, t)))

La hipdétesis de que la tensiéon no produce movimiento horizontal se traduce matemédticamente en
la igualdad de las componentes de esta fuerza en la direccién del eje x en los extremos del intervalo
[a, b], es decir:

7 cos(f(a,t)) = 7cos(0(b,t)).

Lo cual implica que T' = 7 cos(f(x,t)) en realidad no depende de z, de tal manera que, si se

consideran las ecuaciones (5.1), (5.5) se obtiene
[cos(8(b, 1)) tan(6(b, t)) — cos(f(a, 1)) tan(f(a, )] =
= T(t) (us(b, 1) — ug(a,t)) =
=T(t) /ab Uy (T, t)d.

Donde la iltima integral es consecuencia del teorema fundamental del célculo. Tomando en

cuenta la ecuacién (5.4) se llega a
b b
/ po()uy(x, t)dx = T(t) / Uz (2, t)dx.
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Dado que el intervalo [a, b] es arbitrario, se tiene que:

()
Po()

U = u:px('xa t)

T(t)
po(T)

En el caso especial en que p,(x),T(t) son constantes, suele escribirse = c. de esta forma
se obtiene la ecuacién de onda,

U = gy (z,1)

La ecuacion (5.9) puede modificarse para incluir los efectos de la friccion euy, la respuesta eldstica
del medio ku asi- como la presencia de una fuerza externa f(x,t) con lo cual puede obtenerse el

siguiente modelo dado para el movimiento de una cuerda
Uy — CUe (1, 1) + cug(w, ) + ku(z, t) = f(,t).

15.4.2. Descripcion intuitiva de la ecuacién de onda

Si bien la deduccién de la ecuacién de onda desde el punto de vista formal es adecuada, no suele
ser lo mas aplicable durante el proceso de modelacién matematica. Lo que ocurre con frecuencia es
que se utiliza cierta intuicién asociada con los conceptos bésicos de derivada, ya sea como razén de
cambio o ya sea por medio de las interpretaciones geométricas de la primera y segunda derivadas (o
bien, del laplaciano). Por ejemplo, para seguir con el modelo de una cuerda de algin instrumento
musical, con las mismas condiciones de la seccién anterior, consideramos una cuerda de longitud /.

Llamemos u al desplazamiento de la cuerda en cada punto z, es decir, y = u(x,t).

Supongamos que en el tiempo ¢t = 0 la cuerda adopta la forma de la gréfica de una funcién
conocida y = f(z), es decir, y = u(z,0) = f(z). Dado que la cuerda est4 tensa, al soltarla comenzard

a moverse, asi el desplazamiento u(x,t) variard con el tiempo. Cada punto sobre la cuerda se moverd

du(z, ) . 0%u(x,t) i
—p; Y una aceleracion a = —————. Con esta notacién usamos la

ot?
segunda ley de Newton F' = ma donde F' es la fuerza que actia en cada punto z de la cuerda en el

con una velocidad v =

instante t.
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Por otra parte, la fuerza de tensién en cada punto es proporcional a la curvatura de la cuerda, es
decir, entre més curvada este, mayor serd la tensién. Recordemos que en cada tiempo la curvatura
O?u(x,t) Ou(x,t)

2 para ST pequena. Se puede intuir que si no se toman en cuenta

fuerzas de friccién ni las fuerzas externas, u satisface la ecuacion

estd determinada por

0?u(x,t) 0?u(x,t)
o T o

Donde a es una constante que depende del material del cual esta hecha la cuerda.

15.4.3. Las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de onda

Los campos electromagnéticos que satisfacen las ecuaciones de Maxwell satisfacen también
la ecuacién de onda como veremos a continuacién. Sea £ = (E,, E,, E,) un campo eléctrico y
B = (B,, By, B,) un campo magnético los cuales satisfacen las ecuaciones de Maxwell en su forma

diferencial:
divE = ﬁ, ley de Gauss

o

divB =0, ley de Gauss para campos magnAl'ticos

0B
rot £ = TR ley de Faraday
ok
rot B = p, | J+ 505 ,  ley de Ampere-Maxwell,

donde i, es la permitividad magnética del vacio, €, es la permitividad eléctrica del vacio, J la
densidad de corriente y p la densidad de carga. Para ver que el campo magnético B satisface la
ecuacién de onda se toma el rotacional en ambos lados de la ecuacién de Ampere-Maxwell (5,15) :

0FE
rot(rot B) = pu, rot (J + 60§>

Ejemplo: Comprobar que rot(rot B) = V(div B)— AB, donde el laplaciano AB del campo

vectorial B se define como:
AB = (AB,,AB,,AB,)

Dado que se cumple la ecuacion (5.13) de (5.16) se obtiene,

—AB = p,rotJ + uoao%(mt E)

Si consideramos la ecuacién (5.14) se tiene que

0?’B

0
_- E)= ——_—
(rot E) 2

ot
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Ademés en una regién libre de corriente
J=0

Si se sustituyen en la ecuacién (5.17) las ecuaciones (5.18) y (5.19) se llega a la ecuacién:

9°B

AB = c‘foﬂow

Si se define ¢ = 1/u,¢, se obtiene la ecuacién de onda en forma estandar

0*B

2
W_CAB

el valor de ¢ se puede calcular a partir de los valores de p, v €, :
c= [(47r x 10 "mkg/C?) (8,8541878 x 10712C? %/ (kgm®)] /% = 2,9979 x 10° m/s.

Como puede verse, el valor de ¢ coincide con la velocidad de propagacién de la luz en el vacio

como era de esperarse.

De manera similar, puede obtenerse la ecuacién de onda para el campo E :

o°r

BT = 2AE

para ello se toma el rotacional en ambos miembros de la ley de Faraday y se considera una region

libre de carga, es decir, una regién con p = 0.

15.5. Solucién de D’Alembert

Para el problema de movimiento de una cuerda infinita se tiene una solucién especial obtenida

por el método de D’Alembert. Consideramos el problema

utt202um,—oo<x<oo, O<t <o

u(z,0) = f(z), —oo<z <00

DY w,0) = o),

donde las funciones f, g se suponen conocidas.

El primer paso en el método de D’Alembert consiste en escribir la ecuacién (5.20) en su forma

candnica (ver seccién 1.3.1 ) mediante el cambio de variables:

E=x+ct

n=ux—ct.
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La velocidad de la luz ¢ actualmente no es una magnitud medida, sino que se ha establecido un

valor fijo en el Sistema Internacional de Medidas y se define exactamente como ¢ = 299792,458 Km /s

Las nuevas coordenadas se conocen también como cono de luz. con lo cual la EDP en (5.20) se
reduce a

uf’?:O

Ahora la ecuacién (5.22) puede integrarse por ejemplo con respecto a la variable & :

Integrando nuevamente, ahora respecto a la variable n se obtiene

u(§,n) = @(n) + ¥(§)

donde las funciones ®, ¥ con & = ¢ deben determinarse a partir de las condiciones iniciales
(ci) en (5.20). Primero, se restituyen las variables originales por medio de las férmulas (5.21) para
obtener

(e, t) = d(x — ct) + U(z + ct).
Dado que u(z,0) = f(z), uy(z,0) = g(z), tenemos al derivar (5.24) y poniendo ¢ = 0 :
() + () = f(x)
c(—'(z) + ¥'(2)) = g(2).

Si se integra (5.26) se obtiene el sistema
O(z) + V() = f(x)

_B(x) + U(x) = % / g(7)dr + K,

zo
donde las funciones ¥, ® son las incégnitas y o € R es un punto fijo. Sumando las ecuaciones

(5.27), (5.28) se tiene i .
U(x) = %f(x) + i/ g(T)dr + 5

o

Si ahora restamos las ecuaciones (5.27), (5.28) se llega a
1 1 [ K
Q) = - - — dr — —.
@)= 30— 5. [ owar =3

Para encontrar u se sustituyen (5.29), (5.30) en (5.24). De esta manera, (5.24) da la solucién de

D’Alembert en su forma clasica

(1) = %(f(:v — o) + f(x+ b)) + i/x " g(r)dr

2C —ct
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Ejemplo 5.1 Considerese el problema de la cuerda infinita con desplazamiento inicial cero y
velocidad inicial dada por
1, silz|<a
g(x) =

0, si|z] >a

donde a > 0.

Este ejemplo corresponde al comportamiento de una cuerda infinita después de ser golpeada por
un martillo de longitud 2a. Claramente, la velocidad inicial tiene singularidades en x = +a. Por la
férmula de D’Alembert se tiene la solucién

wwt) = = [ g(P)dr = 2 [{(—a.a) N (5 — b, 3+ b))
2c J, 2c

—ct

donde |{(—a,a) N (x —ct,z+ct)}| es la longitud del conjunto resultante. Por ejemplo si t = a/2¢
(

0, six € (—oo, —%a}
R La+ia), size(-da—to)
%) g(r)dr = £, siz € (—1a,la)
% (—x + %a) , six € (%a, %a)
{ 0, six e [%a,oo).

El lector debe ser capaz de encontrar soluciones de esta integral en casos especificos por si mismo.

15.5.1. La férmula de D’Alembert en la semirecta

Las soluciones de la ecuacién de onda en la semirecta = > 0 serdn de gran utilidad para encontrar
soluciones de la ecuacién de onda en dimensiones superiores. El problema de la ecuacién de onda

en la semirecta
utt:c2um, O<z, O0<t<o

uw(z,0) = f(z), 0<zx
ut(l‘,O) :g(ﬂj),

(cf) u(0,t) =0,t > 0,

también puede ser resuelto por el método de D’Alembert si se usan las extensiones impares de

(ci)

las condiciones iniciales. Considere las funciones

= ) fl@),z>0,
flo) = —f(=x),z <0.
) 9(@),z>0,
o) —g(—z),z <0.
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Ahora como un paso intermedio el problema extendido

Vit = gy, —00 < T < 00, 0<t<00

v(z,0) = f(z), —oco<x<0

D\ e 0) = 700,

tiene la solucién dada por el método de D’Alembert:

. . T+-ct
vat) = 5T =)+ Flaven) + 5 [ girr

26 —ct

La solucién u del problema en la semirecta se obtendrd a partir de la solucién v restringiéndola a
valores x > 0. En la regién x —ct > 0 se tiene obviamente z > ct > 0 y en esta regién ]?: fyg=g.
Por lo tanto

x+ct

u(z,t) = %(f(x—ct)+f(x+ct))+2—6/t g(r)dr, stz >ct

Por otra parte si 0 < x < ¢t se tiene f(z — ct) = —f(ct — x) y asi

u(e, ) = S(f o+ ) — Flet — ) + o (/OHCtg(T)dT + /it —g(—T)d7'>

2c

con el cambio de variable 7 a —7 en la iltima integral se obtiene

x+-ct

u(z,t) = %(f(:c—l—ct) — flct —x)) + 2_0/ g(r)dr, si0 <z <ct

ct—x

15.6. Férmula de Kirchhoff-Poisson
Consideramos el problema de la ecuacién de onda en tres dimensiones

uy = AAu,x = (z,y,2) e R, 0<t<oo

u(x,0) = f(x),

DN x,0) = 9.

La solucién del problema (5.40) es el equivalente a la solucién de D’Alembert para la ecuacién
de onda en una dimensién. Sin embargo, como veremos més adelante, esta generalizacion se sigue de
la férmula de D’Alembert de una manera no trivial. Ademds si f € C3 (R?) y g € C? (R?) entonces

el problema (5.40) tiene solucién tnica, llamada férmula de Kirchhoff-Poisson, dada por

0 1 1
(%0, 1) = ot (4%0225 //xon:ct f<X)dS) " Admc?t //xxo||:ct 9x)d5

El lector debe observar que las integrales en la férmula (5.41) son integrales de superficie de las

funciones escalares f, g, tomadas sobre la esfera con centro en x, y radio ct.
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15.6.1. Solucién del problema de la ecuacién de onda en R?

Si recordamos que el drea de la esfera ||x — x,|| = r estd dada por 4772, el valor promedio u(r, t)

de la funcién u(x, t) sobre la esfera estd dado por,

_ 1
a(r,t) = - //lx_XO”:TU(X, t)ds

o bien, en coordenadas esféricas

o
u(r,t) = - //”x_x9|T u(x,t)dS
2 T
L / / u(r, 0, ¢, t)r* sen pdpdo,
o Jo

42

1 2w ™
= —/ / u(r, 0, ¢, t) sen ¢pdodo.
A Jo  Jo

No es dificil verificar por medio de la férmula (4.6) que u satisface la ecuacién de onda en

= (o4 )
Uy = C Urr‘f‘;ur

si u es solucién de la ecuacién de onda y ademds es uniformemente continua en cada bola. Con

coordenadas esféricas

la sustitucién

v(r,t) = ru(r,t)

se llega a la ecuacién de onda del problema (5.20) como se muestra a continuacién. Dado que

Vg = T, Vp = T'lUyp + WYV = Tl + 24y, la ecuacion (5.45) se convierte en
2
Vit = C Upp

con 0 <t < 00,0 <r < oo. Sin perdida de generalidad podemos suponer que %(0,t) < oo y por
lo tanto

v(0,t) = 0.

Ademds como u es solucién de problema (5.40), v debe satisfacer las condiciones

v(r, 0) = rf(r),v(r,0) = rg(r).

Las ecuaciones (5.46), (5.47) y (5.48) constituyen un problema de onda en una dimensién espacial
y puede ser resuelto por el método de D’Alembert en la semirecta 0 < r, la solucién dada en la
secci6n 5.4.1 férmula (5.39) para este problema con 0 < r < ¢t da
ct+r

o(r,) = (et + ) (et +7) — (et — ) F(et — 1) +2ic/ 55(s)ds

ct—r
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El primer término del lado derecho puede ser reescrito mediante el teorema fundamental del

v(r,t) = % [% /CHT sf(s)ds + /CHT Sg(s)ds}

ct—r t—r

cédlculo para obtener

para 0 < r < ct

Claramente u(r,0,¢,t) = wu(x,+ rcosfsend,y, + rsenfsen ¢, z, + cos ¢, t) de esta forma la

continuidad uniforme se requiere para el intercambio de derivadas parciales e integrales.

Caso N =1
lima(r,t) = u (x,,t)

r—0
t
_ Jigy 200
r—0 r

Se deriva (5.49) con respecto a r y posteriormente se pone r = 0 para obtener

ov

(o t) = S2(0,) = i%(zae Flet)) + 2102@(@)
= 2 (1 (et)) + t3(ct)

0 1 = 1 _
B a (47TC2t //|x—xo||ct f(X)dS) " dme*t //|x—xo||ct g(X)dS

la cual es la formula de Kichhoff-Poisson.

15.6.2. Principio de Huygens

El principio de Huygens puede describirse de manera fantasiosa afirmando que si existieran
seres de una y dos dimensiones tendrian que ser ciegos y sordos. Para explicar por que esto es asf
resolveremos el problema de la ecuacién de onda en una y tres dimensiones para contrastar las

soluciones, es decir, resolveremos cualitativamente el problema para RY con N =1, 3.

( uy = AAu,x € RV ¢t >0,

u(x,0) =0,

LIl <a, a>0

ut(x7 0) = ¢(X) =

\ 0. ]| > o

Para N = 1 claramente ||x|| = |z| y este problema puede pensarse como la perturbacién pro-

ducida en una cuerda infinita al ser golpeada por un martillo de longitud 2a. Recordamos
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Caso N = 3 que para N =1 la solucién de D’Alembert esta dada por

weoti =5 | e

B 2_C o—ct
=0, si {x €z, —ct,x,+ct]}N{x:|z|<a} =0
#0,si{z € [z, — ct,x, + ct]} N{z : |z] < a} #0.
Lo que dice la solucién anterior es que si tomamos un punto x, fijo sobre la recta y dejamos que
t transcurra, tarde o temprano el intervalo [z, — ct, x, + ct] intersecara el intervalo —a < x < a en

cierto t = t, y la solucién sera distinta de cero a partir de entonces, es decir, para todo t > ¢,. Un

esquema de la solucién se muestra en la correspondiente figura 5.3.

Para N = 3 la férmula de Kirchhoff-Poisson nos da
1
o l) = d
N /|| v

1
— o [ as
1

area (P (x,,1))

T dnct

Donde P (X,,t) = {x:[|x —x,|| = ct} N {x : |x|| < a}. Es claro que para t suficientemente
grande el conjunto P (x,,t) sera vacio sin importar cual sea x,, como se muestra en la figura 5.4.
La diferencia entre N =1 y N = 3 es clara ya que en cualquier punto fijo x, para el caso N =1
la perturbacién inicial se sentird por siempre a partir de cierto tiempo ¢,, ya que se trata de la
interseccién de dos bolas unidimensionales (intervalos), mientras que para N = 3 la perturbacién
dejara de sentirse a partir de cierto t,, dado que solo contribuye la superficie de la esfera ||x — x,|| =
ct que se interseca con la bola ||x|| < a. Este hecho harfa imposible la comunicacién en dimensién
uno ya que las perturbaciones se sumarfan y continuarfan escuchdndose por siempre, lo que no
ocurre en el espacio de tres dimensiones. Puede demostrarse que para N > 2 y par ocurre lo mismo

que para N = 1.
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16. Capitulo VII: Cédigos en Python

Los siguientes cédigos fueron implementados en el lenguaje de programacion de alto nivel Python,

bajo la filosoffa de la Programacién Funcional

1. Solucién numérica de la ecuacién de Schrédinger 2D
import numpy as np
from scipy.sparse.linalg import eigsh
from scipy.sparse.linalg import eigs
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import animation
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib.animation import PillowWriter
plt.style.use([’science’, 'notebook’])
from scipy import sparse
N = 150
X, Y = np.meshgrid(np.linspace(0,1,N, dtype=~float)
np.linspace(0,1,N, dtype=float))
def get potential(x,y):
return 0*x
def get potential(x, y):
return np.exp(-(x-0.3)**2/(2*0.1**2))*np.exp(-(y-0.3)**2/(2*0.1**2))
V = get potential(X,Y)
eigenvalues, eigenvectors = eigsh(H, k=10, which="SM’)
def get _e(n):
return eigenvectors.T[n].reshape((N,N))
plt.figure(figsize=(9,9))
plt.contourf(X, Y, get _e(3)**2, 20)

my cmap = plt.get _cmap(’cool’)
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def init():
ax.plot_surface(X, Y, get _e(3)**2, cmap=my_cmap,
linewidth=0, antialiased=False)
ax.set_xlabel("$x/a$’)
ax.set_ylabel("$y/a$’)
ax.set_zlabel(’$\ propto|\psi|~2$’)
return fig,
def animate(i):
ax.view _init(elev=10, azim=4%*})
fig = plt.figure()
ax = Axes3D(fig)
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, init _func=init,
frames=90, interval=50)
ani.save('rotate _azimuth angle 3d_surf.gif’ writer="pillow’,fps=20)

return fig

2. Ecuacién de Laplace con condiciones de contorno arbitrarias
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import animation
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib.animation import PillowWriter
from matplotlib import cm
from skimage import color
from skimage import io
import numba
from numba import jit

edge = np.linspace(-1, 1, 300)
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upper_y = np.cos(np.pi * edge / 2)
lower y = edge**4
upper_x = 1/(np.e**-1 - np.e) * (np.exp(edge)-np.e)

*xo)_

lower x = 0.5 * (edge**2-edge)
xv, yv = np.meshgrid(edge, edge)
@numba.jit ("f8[:,:](£8]:,:], i8)", nopython=True, nogil=True)
def compute potential(potential, n_iter):

length = len(potential[0])

for n in range(n_iter):

for i in range(1, length-1):
for j in range(1, length-1):
potential[j|[i] = 1/4 * (potential[j+1][i] + potential[j-1][i] + \
potentiallj][i+1] + potential[j][i-1])
return potential

potential = np.zeros((300,300))
potential|0,:]= lower y
potential[-1,:|= upper_y
potential[:,0]= lower x
potential[:,-1]= upper _x
potential = compute potential(potential, n__iter=10000)
fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(8,6))
clr_plot = ax.contourf(xv, yv, potential, 30)
ax.set_xlabel(’x/a’)
ax.set _ylabel(’y/a’)
fig.colorbar(clr_plot, label="$V/V_0$’)
ax.set_title(’Potential in square’)

plt.show()
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def potential _block(x, y):
return np.select([(x>0.5)*(x<0.7)*(y>0.5)*(y<0.7),
(x<=0.5)+(x>=0.7)+(y<=0.5)+(y>=0.7)],[1., 0])
plt.figure(figsize=(5,4))
plt.contourf(xv, yv, potential block(xv,yv))
plt.colorbar()
fixed = potential block(xv,yv)
fixed bool = fixed!=0
@numba.jit("f8][:,:](f8[:,:], b1[:,:], i8)", nopython=True, nogil=True)
def compute potential(potential, fixed bool, n_iter):
length = len(potential[0])
for n in range(n_iter):
for i in range(1, length-1):
for j in range(1, length-1):
if not(fixed _boollj][i]):
potential[j][i] = 1/4 * (potential[j+1][i] + potentiallj-1][i] +\
potentialj][i+1] + potentiallj][i-1])
return potential
potential = np.zeros((300,300))
potential|0,:]= lower y
potential[-1,:]= upper_y
potential[:,0]= lower x
potential[:,-1]= upper _x
potential[fixed bool] = fixed[fixed bool]
potential = compute potential(potential, fixed bool, n_iter=10000)
fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(8,6))

clr_plot = ax.contourf(xv, yv, potential, 30)
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ax.set _xlabel(’x/a’)

ax.set _ylabel(’y/a’)
fig.colorbar(clr_plot, label="$V/V_0$’)
ax.set_title(’Potential in square’)

plt.show()

. Ecuacién numérica del calor

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import animation

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

from matplotlib.animation import PillowWriter

from matplotlib import cm

from skimage import color

from skimage import io

import numba

from numba import jit

plt.style.use([’science’, 'notebook’])

coords = x,y,z = np.loadtxt(’../../input/turk2.txt’, unpack=True, delimiter=",", dtype=int)
fig = plt.figure()

ax = fig.add _subplot(projection="3d")

ax.scatter(x,y,z)

ax.view _init(elev=90)

img = np.zeros([int(max(z)+1), int(max(y)+1), int(max(x)+1)])
np.put(img, np.ravel _multi _index(np.flip(coords), img.shape), 1)
img = np.pad(img, pad _width=1, mode=’constant’,

constant values=0)

turkey bool = img>0.5

273



rawturk temp = 273.15 4 25

oven temp = 273.15 4+ 165

init_heat = np.zeros(img.shape) + oven _temp

init _heat[turkey bool] = rawturk temp

times = 36000

times snapshot = 3600

f = int(times/times snapshot)

heat frames = np.zeros([times _snapshot, *img.shape])
heat frames[0] = init heat

x=04

dx = x/img.shape|[2]

dy = dz = dx
dt =1
a = 1.32e-7

a*dt / dx**2
plt.imshow(turkey bool[-21])
plt.show()
@numba.jit("f8[:,:,:,:](f8[:,:,:,:], b1[:,:,:])", nopython=True, nogil=True)
def solve heat(heatmap, is_turkey):
cs = heatmap[0].copy() #current state
Iz, ly, Ix = cs.shape
cf = 0 # current frame
for t in range(1,times):
ns = cs.copy() # new state
for i in range(1, 1x-1):
for j in range(1, ly-1):

for k in range(1,lz-1):
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if is_ turkey[k][j][i]:
ns[k][j][i] = cs[k][j]fi] + a*dt/dx**2* (cs[k][j+1][i] + cs[k][-1][i] +\
cs[k+ ][] + esf-1]][E] +\
esJGi+1) + eslil 1] -\
6*cs[k][j]f)
cs = ns.copy()
if t Yof==0:
cf=cf+1
heatmap[cf] = cs
return heatmap
heat frames = solve heat(heat frames, turkey bool)
heat frames -= 273.15
t = np.linspace(0, 10, len(heat frames))
plt.imshow(heat frames[-1][10])
heat _frames[3599][10]
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,6))
a = ax.contourf(heat frames[10*67][10], 100, cmap=my cmabp,
vmin=rawturk temp-273.15, vmax = oven_temp-273.15)
cbar = fig.colorbar(a)
cbar.set_label("Temp [$~\circ C$]’, fontsize=15)
ax.set_title("Time = {:.2f} hours’.format(100*67/3600), fontsize=20)
my cmap = plt.get _cmap(’inferno’)
def init():
a = ax.contourf(heat frames[0][10], 100, cmap=my cmap,
vmin=rawturk temp-273.15, vimax = oven_temp-273.15)
cbar = fig.colorbar(a)

cbar.set label("Temp [$~\circ C$])
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def animate(i):
ax.clear()
ax.contourf(heat frames[10*i][10], 100, cmap=my cmap,
vmin=rawturk temp-273.15, vimax = oven_temp-273.15)
ax.set _title("Time = {:.2f} hours’.format(100*1/3600), fontsize=20)
return fig,
fig, ax = plt.subplots(figsize=(8,6))
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, init _func=init,
frames=359, interval=50)

ani.save(’cooked.gif” writer="pillow’,fps=30)

avg_temp = np.array([heat frame[turkey bool].mean() for heat frame in heat frames|)

min_temp = np.array([heat frame[turkey bool|.min() for heat frame in heat frames])
std_temp = np.array([heat frame[turkey bool].std() for heat frame in heat frames])
plt.figure(figsize=(9,5))

plt.plot(t, avg_temp, label="average’)

plt.plot(t, min_temp, label="minimum’)

plt.axhline(80, color="k’ Is="-")

plt.xlabel("Time[hours|’)

plt.ylabel("Temp [$~\circ C$]’)

plt.grid()

plt.legend()

plt.savefig("for _vid.png’, dpi=200)

. Ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
import numpy as np

import scipy as sp

from scipy.integrate import quad

import matplotlib.pyplot as plt

276



import sympy as smp
import plotly.graph objects as go
from IPython.display import HTML
t = smp.symbols(’t’, positive=True)
X, v, z = smp.symbols(’x y z’)
r = smp.Matrix([x, y, z])
r p = smp.Matrix([smp.cos(4*t), smp.sin(4*t), t])
sep=r-r_p
dr_pdt = smp.diff(r _p, t).norm().simplify()
lam = smp.integrate(dr_pdt, (t, 0, 2*smp.pi))
integrand = lam * sep/sep.norm()**3 * dr_pdt
dExdt = smp.lambdify([t, x, y, z], integrand|[0])
dEydt = smp.lambdify([t, x, y, z], integrand[1])
dEzdt = smp.lambdify([t, x, y, z], integrand[2])
def E(x, y, z):

return np.array([quad(dExdt, 0, 2*np.pi, args=(x, y, z))[0],
quad(dEydt, 0, 2*np.pi, args=(x, y, z))[0],
quad(dEzdt, 0, 2*np.pi, args=(x, y, z))[0]])
x = np.linspace(-2, 2, 10)
y = np.linspace(-2, 2, 10)
z = np.linspace(0, 2*np.pi, 10)
xv, yv, zv = np.meshgrid(x, y, z)
E field = np.vectorize(E, signature='(),(),()->(n)’)(xv, yv, zv)
Ex = E_field[:,:,:,0]
Ey = E_field[:,:,:,1]
Ez = E_field[:,:,:,2]

plt.hist(Ex.ravel(), bins=100, histtype="step’,label="Ex’)
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plt.hist(Ey.ravel(), bins=100, histtype=’step’,label="Ey’)
plt.hist(Ez.ravel(), bins=100, histtype="step’,label="Ez’)
plt.legend()

plt.xlabel(’Electric Field Magnitude’)
plt.ylabel(’Frequency’)

plt.show()

E_ max = 150

Ex[Ex>E max] = E max

Ey[Ey>E max] = E max

Ez[Ez>E max] = E_max

Ex[Ex<-E max]| = -E_max

Ey[Ey<-E max]| = -E_max

Ez[Ez<-E max] = -E_max

tt = np.linspace(0, 2*np.pi, 1000)

Ix, ly, 1z = np.cos(4*tt), np.sin(4*tt), tt

data = go.Cone(x=xv.ravel(), y=yv.ravel(), z=zv.ravel(),
u=Ex.ravel(), v=Ey.ravel(), w=Ez.ravel(),
colorscale="Inferno’, colorbar=dict(title="$x"2$’),
sizemode="scaled", sizeref=0.5)

layout = go.Layout(title=r’Plot Title’,
scene=dict(xaxis_title=r'x’,

yaxis_title=r’y’,

zaxis_title=r'z’,

aspectratio=dict(x=1, y=1, z=1),
camera_eye=dict(x=1.2, y=1.2, z=1.2)))

fig = go.Figure(data = data, layout=layout)

fig.add scatter3d(x=lx, y=ly, z=lz, mode="lines’,
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line = dict(color="green’, width=10))

HTML(fig.to _html(default width=1000, default height=600))

. Optica de Fourier

import numpy as np

import scipy as sp

from scipy.integrate import quad

from scipy.integrate import dblquad
import matplotlib.pyplot as plt

import sympy as smp

import plotly.graph objects as go

from IPython.display import HTML

t = smp.symbols(’t’, real=True)

X, v, z = smp.symbols(’x y z’, real=True)
Xp, yp, zp = smp.symbols(’x_p y_p z_p’, cls=smp.Function)

Px, Py, Pz = smp.symbols('P_x, P_y, P_ 2’ cls=smp.Function)

xp = xp(t)
yp = yp(t)
zp = zp(t)
zp

Px =0
Py =0

Pz = smp.Abs(zp)
Pz
r = smp.Matrix([x, y, z])

r_p = smp.Matrix([xp, yp, zp])
P = smp.Matrix([Px, Py, Pz|)

sep=Tr-Tr_Dp
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sep
integrand = P.dot(sep)/sep.norm()**3 * smp.diff(r _p, t).norm()
integrand
integrand = integrand.subs([(xp, 2*smp.cos(4*t)),
(yp, 2*smp.sin(4*t)),
(zp, t)]).simplify()
integrand
integrand _f = smp.lambdify([t, x, y, z], integrand)
integrand _£(3,0,0,0)
def Phi(x, y, z):
return quad(integrand f, -np.pi/2, np.pi/2, args=(x, y, z))[0]
x = np.linspace(-1, 1, 30)
y = np.linspace(-1, 1, 30)
xv, yv = np.meshgrid(x, y)
phi = np.vectorize(Phi)(xv, yv, 0)
fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))
cs = plt.contour(xv,yv,phi, levels=15, cmap='inferno’)
plt.clabel(cs, fontsize=8)
plt.xlabel("$x/R$’, fontsize=20)
plt.ylabel(’$y/R$’, fontsize=20)

plt.show()

. Ecuacién de potencial eléctrico de Laplace
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib

from matplotlib import animation

from matplotlib.animation import PillowWriter
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plt.style.use([’science’, 'notebook’])

from itertools import combinations

n_particles = 16

r = np.random.random((2,n_ particles))

# Color particles the start on either side

ixr = r[0]>0.5 #right

ix] = 1[0]<=0.5 #left

ids = np.arange(n_ particles)
plt.figure(figsize=(5,5))
plt.scatter(r[0][ixr],r[1][ixr], color="r’, s=6)
plt.scatter(r[0][ix]],r[1][ix]], color="b’, s=6)

v = np.zeros((2,n_ particles))

v[0][ixr] = -500

v[0][ix]] = 500

ids_pairs = np.asarray(list(combinations(ids,2)))
ids_ pairs

X _pairs = np.asarray(list(combinations(r[0],2)))
X _ pairs

dx_pairs = np.diff(x_ pairs, axis=1).ravel()
dx_pairs

X_pairs = np.asarray(list(combinations(r[0],2)))
y__pairs = np.asarray(list(combinations(r[1],2)))
dx_pairs = np.diff(x_ pairs, axis=1).ravel()

dy pairs = np.diff(y_ pairs, axis=1).ravel()
d_pairs = np.sqrt(dx_ pairs**2 4+ dy _pairs**2)
d pairs

radius = 0.06
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ids_pairs_collide = ids_ pairs[d_pairs < 2*radius]
ids_pairs_collide
vl = v[:,ids_ pairs_ collide[:,0]]
v2 = v[:,ids_pairs_ collide[:,1]]
rl = r[:,ids_pairs_ collide[:,0]]
r2 = r[:,ids_pairs_collide[:,1]]
vlnew = v1 - np.diag((v1-v2).TQ(rl-r2))/np.sum((rl-r2)**2, axis=0) * (r1-r2)
v2new = v2 - np.diag((v2-v1).TQ(r2-rl))/np.sum((r2-r1)**2, axis=0) * (r2-rl)
def get delta_pairs(x):
return np.diff(np.asarray(list(combinations(x,2))), axis=1).ravel()
def get deltad pairs(r):
return np.sqrt(get delta pairs(r[0])**2 4 get delta_pairs(r[1])**2)
def compute _new_v(vl, v2, rl, r2):
vlinew = v1 - np.diag((v1-v2).TQ(r1-r2))/np.sum((rl-r2)**2, axis=0) * (r1-r2)
v2new = v2 - np.diag((v2-v1).TQ(r2-rl))/np.sum((r2-r1)**2, axis=0) * (r2-rl)
return vlinew, v2new
def motion(r, v, id_pairs, ts, dt, d__cutoff):
rs = np.zeros((ts, r.shape[0], r.shape[1]))
vs = np.zeros((ts, v.shape[0], v.shape[1]))
rs[0] = r.copy()
vs[0] = v.copy()
for i in range(1,ts):
ic = id_pairs|get deltad pairs(r) < d_ cutoff]
v[:,ic[:,0]], v[:ic[:,1]] = compute new v (vl[:ic:,0]], v[:,ic[:,1]], r]:ic[:,0]], r]:ic[:,1]])
v[0,r[0]>1] = -np.abs(v[0,r[0]>1])
v[0,r[0]<0] = np.abs(v[0,r[0]<0])

v[1,r[1]>1] = -np.abs(v[1,r[1]>1])
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v[1,r[1]<0] = np.abs(v[1,r[1]<0])
r=r 4+ v¥dt
rsli] = r.copy()
vsli] = v.copy()
return rs, vs
radius = 0.06
rs, vs = motion(r, v, ids_ pairs, ts=1000, dt=0.000008, d__cutoff=2*radius)
fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))
xred, yred = rs[0][0][ixr], rs[0][1][ixr]
xblue, yblue = rs[0][0][ix]],rs[0][1][ix]]
circles_red = [plt.Circle((xi, yi), radius=radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xred,yred)]
circles_ blue = [plt.Circle((xi, yi), radius=radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xblue,yblue)]
cred = matplotlib.collections.PatchCollection(circles red, facecolors='red’)
cblue = matplotlib.collections.PatchCollection(circles blue, facecolors="blue’)
ax.add_collection(cred)
ax.add_ collection(cblue)
ax.setxlim(0,1)
ax.set _ylim(0,1)
plt.show()
fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))
def animate(i):
ax.clear()
xred, yred = rs[i][0][ixr], rs[i][1][ixr]
xblue, yblue = rs[i][0][ix1],rs[i][1][ix]]
circles_red = [plt.Circle((xi, yi), radius=radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xred,yred)]
circles_ blue = [plt.Circle((xi, yi), radius=radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xblue,yblue)]

cred = matplotlib.collections.PatchCollection(circles _red, facecolors='red’)
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cblue = matplotlib.collections.PatchCollection(circles blue, facecolors="blue’)
ax.add_collection(cred)
ax.add__collection(cblue)
ax.set_xlim(0,1)
ax.set _ylim(0,1)
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=500, interval=>50)
ani.save(’ani3.gif’ writer="pillow’,fps=30,dpi=100)
n_particles = 400
r = np.random.random((2,n_ particles))
ixr = r[0]>0.5
ix] = 1[0]<=0.5
ids = np.arange(n_ particles)
ids_pairs = np.asarray(list(combinations(ids,2)))
v = np.zeros((2,n_ particles))
v[0][ixr] = -500
v[0][ix]] = 500
radius = 0.0015
rs, vs = motion(r, v, ids_ pairs, ts=1000, dt=0.000008, d__cutoff=2*radius)
fig, ax = plt.subplots(1,1,figsize=(5,5))
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=500, interval=>50)
ani.save(’ani3.gif’ writer="pillow’,fps=30,dpi=100)
v = np.linspace(0, 2000, 1000)
a = 2/500%*2
fv = a*v*np.exp(-a*v**2 / 2)
bins = np.linspace(0,1500,10)
plt.figure()

plt.hist(np.sqrt(np.sum(vs[400]**2, axis=0)), bins=bins, density=True)
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plt.plot(v,fv)
plt.xlabel(’Velocity [m/s]’)
plt.ylabel(’# Particles’)
fig, axes = plt.subplots(1, 2, figsize=(20,10))
def animate(i):
[ax.clear() for ax in axes
ax = axes|[0]
xred, yred = rs[i][0][ixr], rs[i][1][ixr]
xblue, yblue = rsi][0][ix1],rs[i][1][ix]]
circles_ red = [plt.Circle((xi, yi), radius=4*radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xred,yred)]
circles _blue = [plt.Circle((xi, yi), radius=4*radius, linewidth=0) for xi,yi in zip(xblue,yblue)]
cred = matplotlib.collections.PatchCollection(circles red, facecolors='red’)
cblue = matplotlib.collections.PatchCollection(circles blue, facecolors="blue’)
ax.add_collection(cred)
ax.add__collection(cblue)
ax.setxlim(0,1)
ax.set ylim(0,1)
ax.tick params(axis="x’, labelsize=15)
ax.tick_params(axis="y’, labelsize=15)
ax = axes|[1]
ax.hist(np.sqrt(np.sum(vs[i]**2, axis=0)), bins=bins, density=True)
ax.plot(v,fv)
ax.set_xlabel("Velocity [m/s]’)
ax.set__ylabel("# Particles’)
ax.set xlim(0,1500)
ax.set__ylim(0,0.006)

ax.tick params(axis="x’, labelsize=15)
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ax.tick_params(axis="y’, labelsize=15)
fig.tight layout()
ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=500, interval=>50)

ani.save(’ani.gif’ writer="pillow’,fps=30,dpi=100)

. Ecuacién diferencial de materia oscura
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
plt.style.use([’science’, 'notebook’, ’dark background’])
from scipy.linalg import eigh tridiagonal
V0 = 36
E = np.linspace(-V0, 0, 100000)
RHS = np.sqrt(-E)
LHS1 = np.sqrt(E+V0)*np.tan(np.sqrt(E+V0))
LHS2 = -np.sqrt(E+V0) /np.tan(np.sqrt(E4+VO0+1e-9))
plt.figure(figsize=(6,3))
plt.scatter(E, LHS1, s=1, color="blue’)
plt.scatter(E, LHS2, s=1, color="blue’)
plt.scatter(E, RHS, s=1, color="red’)
plt.ylim(-10,10)
plt.grid(color="grey’)
plt.xlabel("$SE$’)
plt.show()
def f1(E, VO0):
return np.sqrt(E4+V0)*np.tan(np.sqrt(E+V0)) - np.sqrt(-E)
def f2(E, VO, eps=1e-10):
return np.sqrt(E+VO0+eps) /np.tan(np.sqrt(E4+V0+-eps)) + np.sqrt(-E)

plt.figure(figsize=(6,3))
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plt.scatter(E,f1(E,V0), s=1, color="blue’)

plt.scatter(E,f2(E,V0), s=1, color="blue’)

plt.grid(color="grey’)

plt.ylim(-10,10)

plt.xlabel("$SE$’)

plt.show()

zero__crossings = np.where((np.abs(fls)<3).astype(float)[:-1]
*np.diff(np.sign(fls)))[0](E[zero  crossings| + E[zero crossings+1])/2

fls = f1(E, V0)

2s = 2(E, V0)

zero__crossings _even = np.where(np.diff(np.sign(fls)) * (np.abs(fls[:-1])<3).astype(float))[0]
zero_crossings _odd = np.where(np.diff(np.sign(f2s)) * (np.abs(f2s[:-1])<3).astype(float))[0]
zero__crossings = np.sort(np.concatenate([zero crossings even, zero_crossings odd]))
Es_methodl = (E[zero_ crossings| + E[zero crossings+1])/2

N = 100000

x = np.linspace(-3,3,N)

dx = np.diff(x)[0]

main_diag = 2*np.ones(N)/dx**2 -VO*((x>=-1)*(x<=1)).astype(float)

off diag = -np.ones(N-1)/dx**2

Es_method2, psis = eigh _tridiagonal(main _diag, off diag, select="v’, select range=(-V0,0))
plt.figure(figsize=(6,3))

plt.plot(x, np.abs(psis. T[0])**2

)**2)
plt.plot(x, np.abs(psis. T[1])**2)
plt.plot(x, np.abs(psis. T[2])**2)

)**2)

( (
( (
( (
plt.plot (x, np.abs(psis. T[3])**2
plt.xlabel(*x/a’)

plt.show()
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Es method2
errs = 100 * np.abs(Es_methodl - Es_method2) / (0.5*(Es_methodl + Es_method?2))

errs()

. Fijacion de ondas y polaridad celular de un sistema de reaccién-difusién biestable.

ou 0%u
5 Du@—i_f(uav)

ov 0%
E - Dv@ —i—f(u,v)

Bajo condiciones de frontera de Neumann

ou

%‘x:O,L =0
%’x:O,L =0

import numpy

from matplotlib import pyplot
numpy.set__printoptions(precision=3)

L=1

J =100

dx = float(L)/float(J-1)

x_grid = numpy.array([j*dx for j in range(J)])
T = 200

N = 1000

dt = float(T)/float(N-1)

t _grid = numpy.array([n*dt for n in range(N)])
D v = float(10.)/float(100.)

D u=001*D v

k0 = 0.067

f = lambda u, v: dt*(v*(k0 + float(u*u)/float(1. + u*u)) - u)
g = lambda u, v: -f(u,v)

sigma_u = float(D__u*dt)/float((2.*dx*dx))

288



sigma_ v = float(D_v*dt)/float((2.*dx*dx))

total protein = 2.26

no_high =10

U = numpy.array([0.1 for i in range(no_high,J)] 4 [2. for i in range(0,no_high)])
V = numpy.array([float(total _protein-dx*sum(u))/float(J*dx) for i in range(0,J)])
ylim((0., 2.1))

xlabel(’x’); ylabel(’concentration’)

pyplot.plot(x_grid, U)

pyplot.plot(x_grid, V)

pyplot.show()

A _u = numpy.diagflat([-sigma_ u for i in range(J-1)], -1) +\
numpy.diagflat([1.4+sigma_ u]+[1.42.*sigma_u for i in range(J-2)]+[1.+sigma_u]) +\
numpy.diagflat([-sigma_u for i in range(J-1)], 1)

B_u = numpy.diagflat([sigma_ u for i in range(J-1)], -1) +\
numpy.diagflat([1.-sigma_ u]4[1.-2.*sigma_ u for i in range(J-2)]4[1.-sigma_ u]) +\
numpy.diagflat([sigma_u for i in range(J-1)], 1)

A v = numpy.diagflat([-sigma_ v for i in range(J-1)], -1) +\
numpy.diagflat([1.4+sigma_ v]+[1.42.*sigma_ v for i in range(J-2)]+[1.+sigma_v]) +\
numpy.diagflat([-sigma_ v for i in range(J-1)], 1)

B v = numpy.diagflat([sigma_ v for i in range(J-1)], -1) +\
numpy.diagflat([1.-sigma_ v]+[1.-2.*sigma_ v for i in range(J-2)]+[1.-sigma_ v]) +\
numpy.diagflat([sigma_ v for i in range(J-1)], 1)

Para confirmar, asi es como se ve

A wprint A u

f vec = lambda U, V: numpy.multiply(dt, numpy.subtract(numpy.multiply(V,

numpy.add(k0, numpy.divide(numpy.multiply(U,U), numpy.add(1., numpy.multiply(U,U))))),
U))

print f(U[0], V[0])
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U _record = ||

V_record = ||

U _record.append(U)

V _record.append(V)

for ti in range(1,N):
U_new = numpy.linalg.solve(A _u, B_u.dot(U) + f_vec(U,V))
V _new = numpy.linalg.solve(A v, B_v.dot(V) - f_vec(U,V))

U=U_new

V=V new

U_record.append(U)

V _record.append (V)

ylim((0., 2.1))

xlabel(’x’); ylabel(’concentration’)

pyplot.plot(x_grid, U)

pyplot.plot(x_grid, V)

pyplot.show()

U_record = numpy.array(U _record)

V_record = numpy.array(V _record)

fig, ax = subplots()

xlabel(’x’); ylabel(’t’)

heatmap = ax.pcolor(x_grid, t grid, U _record, vmin=0., vmax=1.2)
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17.

1.

Conclusiones

Se ha desarrollado un estudio extenso de las ecuaciones diferenciales parciales y sus principales
ecuaciones, relacionandola con las caracterizaciones analiticas y teoricas con otros aspectos de

las ciencias.

Las resoluciones de los ejercicios presentados constituyen una mejor comprension y un aporte
al proceso de ensenanza aprendizaje para los estudiantes de matemaética e ingenierfa; ya que
la metodologia de abordaje pasa por ejemplos introductorios de EDP, hasta de solucion de

modelado de aplicaciones especificas a otras ciencias.

La seleccién de material bibliogréfico, articulos cientificos y ejemplos aplicados a las ciencias
exactas e ingenieriles, acd desarrollados, describen mejor la amplia gama del alcance de las
EDP. Si bien se cubren parcialmente (menos en su totalidad) la aplicabilidad de las EDP
porque siguen en desarrollo y creacién de nuevas teorfas, por mucho prepara al lector a la
comprensién de soluciones de problemas de modelado y replicarlo en situaciones del mismo

contexto.

En la actualidad y bajo un cambiante entorno de ensenanza en vias de actualizacién, respecto
a herramientas computacionales de desarrollo y programacion, es necesario tomar el criterio
de seleccién para un lenguaje robusto y amplio que de salida efeciente y optima a resolucines
coyunturales de la ciencia. Phyton en un contexto global, cubre las espectativas, por ello las
resoluciones numeéricas (y analiticas en casos necesarios) de las EDP que se aportan en la tesis,

con un énfasis de gufa paso a paso.

Caracterizar de manera analiticas y numeéricas los modelos de las ecuaciones diferenciales
parciales de la ecuacién de la onda, ecuacién de calor, ecuaciones de Laplace y de Poisson de

manera analftica y numérica.

Sintetizar los métodos clasicos de soluciones de las ecuaciones de la fisica matematica mediante

diversas técnicas de solucién de las ecuaciones diferenciales parciales.

Presentar teorfa y ejemplos referentes a las ecuaciones clésicas de las ecuaciones diferenciales
parciales, aplicado a la resolucién de problemas intradisciplinarios de las ciencias experimen-

tales y exactas.

Simular mediante el paradigma de programacion funcional en el lenguaje de alto nivel Python,

diversos algoritmos referidos a las ecuaciones diferenciales parciales.
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18.

1.

Recomendaciones

A los estudiantes: es recomendable cimentar sus estudios de pregrado en cédlculo: infinitesimal,
numérico y operacional; sostener un curso de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,

con talleres y laboratorios computacionales que permitan complementar su conocimiento.

Al lector: complementar o comprobar las soluciones acéd descritas, para validar mi aporte o
medir sus fortalezas y emprender una nueva investigaciéon en el campo de las EDP. Esto con

el fin de recopilar sugerencias o mejoras a un tema no tan plausible de las matematicas.

A las instituciones de educacién superior: reordenar y/o reformar los programas de estudio a
aquellas carreras que contengan un rigor cientifico aplicable; extendiendo y complementando

las ciencias bésicas especificas sobre las ecuaciones en derivadas parciales.

Incluir en los planes de estudios de las carreras de postgrados de matematicas e ingenierfas una

asignatura referida a las ecuaciones diferenciales parciales o ecuaciones de la fisica-matematica.

Mejorar el plan de estudios de las carreras de postgrados de matematicas e ingenierfas incluyen-
do un curso de métodos numéricos complementado con un curso superior de programacién en

el lenguaje de alto nivel Python, bajo el paradigma de la programacio6n orientado a objetos

(POO).
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21. Anexos

21.1. Notas histéricas de Series y Transfomadas de Fourier

En diciembre de 1807 Fourier present6 a la Academia de Ciencias de Paris un manuscrito titulado
Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides. Los miembros de la Academia encargados
de juzgarlo no emitieron un informe y expresaron sus dudas sobre el trabajo ?4. Pero el tema era
suficientemente interesante para que la Academia propusiese como tema del gran premio de 1812,
“dar la teorfa matemadtica de las leyes de propagacion del calor y comparar los resultados de esta
teorfa con los de experiencias exactas”. Fourier mejoré su manuscrito anterior y presenté al concurso
uno nuevo titulado Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides. Gandé el premio, pero
los académicos anadieron a sus elogios ciertas reservas, indicando que “deja algo que desear, sea en
cuanto a la generalidad, sea incluso del lado del rigor”. Ninguna de las memorias fue publicada en
esos anos, pero Fourier culminé su trabajo con un libro titulado Théorie analytique de la chaleur y
publicado en 1822, que el fisico Arnold Sommerfeld calificé como "la Biblia de la Fisica Matematicaz

James Clerk Maxwell de "gran poema matemaético".

El problema de la representacién de una funcién en serie trigonométrica tenia precedentes en el
siglo XVIII, como veremos en la siguiente seccién. Sin embargo, las aportaciones de Fourier fueron
cruciales para clarificar una situaciéon que las discusiones del siglo anterior mantenfan demasiado
oscura; esta dificultad para superar los conceptos heredados del siglo XVIII hizo dudar de la validez
del trabajo de Fourier a los ilustres matemaéticos franceses de la época. Fourier encontré la expresién
de los coeficientes® e interpret6 las integrales como dreas bajo curvas, lo que le permitia hacerlos
véalidos para funciones bastante generales y desprovistas de una expresion analitica. Vio claramente
que la igualdad entre la serie y la funcién ocurre en un intervalo, no necesariamente fuera de él,

y que en intervalos méas pequenos que un periodo series trigonométricas distintas pueden coincidir

24Riemann escribié que “esta afirmacién la de que una funcién arbitraria se puede representar

en serie trigonomeétrica] resulté tan inesperada para el viejo Lagrange, que se opuso a ella de la forma mds decidida”.

Hay que valorar mas el trabajo de Fourier por si mismo que por haber ganado el premio.

La otra memoria que se presenté no teoaria ecuaciones ni términos cientificos y, en cambio, contenia frases como:
“El fuego ha recibido su principio del autor de todas las cosas y se propaga como todo lo que existe en la naturaleza

seguin el orden inmutable del creador”.
%En el prologo del libro Partial Differential Equations in Physics de 1949.

Segin se menciona en el articulo History of Mathematics de la Encyclopaedia Britannica.
Es verdad que aparecen parcialmente en un texto de Euler de 1777 e incluso en un trabajo
de Clairaut de 1757, pero Fourier los dedujo directamente y los situé como claves para escribir la serie trigonométri-

ca.
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con la misma funcién.

Cuestiones que hoy nos pueden parecer elementales con un concepto moderno de funcién eran
realmente avanzadas en esa época y fueron decisivas para clarificar las ideas. Desde el punto de
vista fisico, Fourier fue el primero en deducir la ecuacién diferencial que describe la difusiéon del
calor e inventé el método de separacién de variables para su resolucién, reconocié la potencia de
este método y lo aplicé a otras ecuaciones. La integral, ahora transformada de Fourier, aparece por

primera vez en su trabajo de 1811 como un paso al limite y fue incorporada también al libro.

1. Jean-Baptiste-Joseph Fourier (Auxerre, Francia, 1768 - Parfs, 1830) Ingeniero y matemético
francés. Era hijo de un sastre, y fue educado por los benedictinos. Los puestos en el cuerpo
cientifico del ejército estaban reservados para familias de estatus reconocido, asi que acepté

una citedra militar de matemaéaticas.

L

Joseph Fourier

Durante la Revolucién Francesa tuvo un papel destacado en su propio distrito, y fue recom-
pensado con una candidatura para una cétedra en la Ecole Polytechnique. Fourier acompafié
a Napoleén en su expedicién oriental de 1798, y fue nombrado gobernador del Bajo Egipto.
Aislado de Francia por la flota britdnica, organizé los talleres con los que el ejército francés
debia contar para sus suministros de municién. También aporté numerosos escritos sobre

matemadticas al Instituto Egipcio que Napoleén fundé en El Cairo.

Tras las victorias britdnicas y la capitulacién de los franceses al mando del general Menou
en 1801, Joseph Fourier volvié a Francia, donde fue nombrado prefecto del departamento de
Isére, y empezé sus experimentos sobre la propagacién del calor. Se trasladé a Parfs en 1816,
y en 1822 publicé Teorfa analitica del calor, basdndose en parte en la ley del enfriamiento de

Newton.

A partir de esta teoria desarroll6 la denominada «serie de Fourier», de notable importancia en
el posterior desarrollo del andlisis matemético, y con interesantes aplicaciones a la resolucién
de numerosos problemas de fisica (mds tarde, Dirichlet consiguié una demostracién rigurosa

de diversos teoremas que Fourier habia planteado). Dej6 inacabado su trabajo sobre resolucién
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de ecuaciones, que se publicé en 1831 y que contenfa una demostraciéon de su teorema sobre

el calculo de las raices de una ecuacién algebraica.

Leonhard Euler (Basilea, Suiza, 1707 - San Petersburgo, 1783) Matemético suizo. Las facul-
tades que desde temprana edad demostré para las matemédticas pronto le ganaron la estima
del patriarca de los Bernoulli, Johann, uno de los mas eminentes matemaéticos de su tiempo y
profesor de Euler en la Universidad de Basilea. Tras graduarse en dicha institucién en 1723,
cuatro anos méds tarde fue invitado personalmente por Catalina I para convertirse en asocia-
do de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, donde coincidié con otro miembro de la
familia Bernoulli, Daniel, a quien en 1733 relevé en la cdtedra de matemsdticas. A causa de su
extrema dedicacion al trabajo, dos anos més tarde perdié la visién del ojo derecho, hecho que

no afecté ni a la calidad ni al nimero de sus hallazgos.

Hasta 1741, ano en que por invitacién de Federico II el Grande se trasladé a la Academia
de Berlin, refin los métodos y las formas del célculo integral (no sélo gracias a resultados
novedosos, sino también a un cambio en los habituales métodos de demostracién geométricos,
que sustituyé por métodos algebraicos), que convirtié en una herramienta de facil aplicacién
a problemas de fisica. Con ello configuré en buena parte las matemadticas aplicadas de la
centuria siguiente (a las que contribuiria luego con otros resultados destacados en el campo
de la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales), ademds de desarrollar la teoria de las
funciones trigonométricas y logaritmicas (introduciendo de paso la notacién e para definir la

base de los logaritmos naturales).

En 1748 publicé la obra Introductio in analysim infinitorum, en la que expuso el concepto
de funcién en el marco del andlisis matemédtico, campo en el que asi mismo contribuyé de
forma decisiva con resultados como el teorema sobre las funciones homogéneas y la teorfa
de la convergencia. En el dmbito de la geometria desarrollé conceptos béasicos como los del
ortocentro, el circuncentro y el baricentro de un tridngulo, y revolucioné el tratamiento de

las funciones trigonométricas al adoptar ratios numéricos y relacionarlos con los nimeros
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complejos mediante la denominada identidad de Euler; a él se debe la moderna tendencia a

representar cuestiones matemadticas y fisicas en términos aritméticos.

En el terreno del dlgebra obtuvo asi mismo resultados destacados, como el de la reduccién
de una ecuacién cibica a una bicuadrada y el de la determinacién de la constante que lleva
su nombre. A lo largo de sus innumerables obras, tratados y publicaciones introdujo gran
nimero de nuevas técnicas y contribuyé sustancialmente a la moderna notacién matemética
de conceptos como funcién, suma de los divisores de un nimero y expresién del nimero
imaginario raiz de menos uno. También se ocupé de la teoria de nimeros, campo en el cual

su mayor aportacion fue la ley de la reciprocidad cuadrética, enunciada en 1783.

A raiz de ciertas tensiones con su patrén Federico el Grande, regresé nuevamente a Rusia
en 1766, donde al poco de llegar perdié la visién del otro ojo. A pesar de ello, su memoria
privilegiada y su prodigiosa capacidad para el tratamiento computacional de los problemas
le permitieron continuar su actividad cientifica; asi, entre 1768 y 1772 escribi6 sus Lettres a
une princesse d’Allemagne, en las que expuso concisa y claramente los principios basicos de

la mecdnica, la éptica, la actistica y la astrofisica de su tiempo.

De sus trabajos sobre mecédnica destacan, entre los dedicados a la mecédnica de fluidos, la
formulacién de las ecuaciones que rigen su movimiento y su estudio sobre la presién de una
corriente liquida, y, en relaciéon a la mecdnica celeste, el desarrollo de una solucién parcial al
problema de los tres cuerpos -resultado de su interés por perfeccionar la teoria del movimiento
lunar-, asi como la determinacién precisa del centro de las érbitas elipticas planetarias, que
identificé con el centro de la masa solar. Tras su muerte, se inicié un ambicioso proyecto para
publicar la totalidad de su obra cientifica, compuesta por més de ochocientos tratados, lo cual

lo convierte en el matemético méds prolifico de la historia.

Jean le Rond D’Alembert (Paris, 1717 - id., 1783) Fisico, matemadtico y filésofo francés, desta-
cada figura de la Ilustracién. Hijo natural de Madame de Tencin y el caballero Destouches,
un general de artillerfa, fue abandonado en las escalinatas de la capilla de Saint Jean-Le-

Rond, contigua a Notre-Dame de Paris, circunstancia a la que debe su nombre. Jean le Rond
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D’Alembert (retrato de Maurice de La Tour)

Jean le Rond d’Alembert
Confiado a los cuidados de la esposa de un vidriero, a la que consideré siempre como su ver-

dadera madre, recibié una pequena renta de su padre que le permitié sufragar sus estudios
de derecho y teologia, pronto abandonados en favor de las matemadticas. Sus precoces publi-
caciones sobre célculo integral le valieron el ingreso en la Academia de las Ciencias de Parfs

cuando tan sélo contaba veinticuatro anos.

Entre 1743 y 1754 public6 sus obras cientificas mds importantes, la primera de las cuales fue
el famoso Tratado de dindmica (1743), en el que expuso la mecdnica de los cuerpos rigidos
basdndose en el principio que lleva su nombre y que establece la existencia de equilibrio entre
las acciones y las reacciones internas de un sistema rigido. La aplicacién de dicho principio a
los fluidos dio pie a su Tratado del equilibrio y movimiento de los fluidos (1744), y desarroll6
aquellos aspectos de la cuestiéon que hacfan referencia al movimiento del aire en la Théorie
générale des vents (1745); en este tltimo trabajo se enfrent6 con la demostracién del llamado

teorema fundamental del dlgebra, para el cual hall6 una demostracién parcial.

En 1747 aplicé el cédlculo diferencial al andlisis del problema fisico de la cuerda vibrante,
lo cual le condujo a la resolucién de una ecuacién diferencial en derivadas parciales para la
que encontr6 una solucién. En las Investigaciones sobre la precesion de los equinoccios (1749)
establecio las ecuaciones del movimiento de la Tierra en torno a su centro de gravedad y abordé
el problema de los tres cuerpos (relaciones entre las fuerzas y los movimientos correspondientes

del Sol, la Tierra y la Luna).

En 1754 fue elegido miembro de la Académie Francaise, de la que se convirtié en secretario
perpetuo en 1772. Junto con Denis Diderot, D’ Alembert asumio la direccién de la Enciclopedia,
contribuyendo a ella con el famoso Discurso preliminar; en él expuso su visién de la historia
de la cultura como desarrollo del conocimiento humano, de modo que, en el estudio de dicha

historia, el hombre habia de conocerse a si mismo y hallar una guia para su accién futura.
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Redacté también casi por completo los articulos de matematicas, asf como buena parte de los
filoséficos, amén de numerosos articulos dedicados a la fisica y a otras materias; su articulo

Geneve, inspirado por Voltaire, provoco las protestas de Rousseau.

El pensamiento de D’Alembert combina muchos de los elementos del empirismo y el racionalis-
mo de los ilustrados. Consideré la filosofia como la unificadora de los diversos saberes, sistema
racional de las relaciones entre principios y fenémenos, viendo en estos tltimos el funda-
mento del conocimiento. Su racionalismo lo llevé a luchar contra toda creencia en una reali-
dad trascendente, mitica o religiosa, que consideraba oscurantista; y su empirismo lo llevé a
oponerse a cualquier principio metafisico que eludiera el contraste mediante la experiencia.
Adversario, en este sentido, de la religién, la consideré como un instrumento para regular las

costumbres del pueblo y propugné un catecismo laico cuyo fin supremo fuera la utilidad social.

Familia Bernoulli. Familia de matematicos y cientificos suizos en la que sobresalieron Jakob
Bernoulli (Basilea, Suiza, 1654 - 1705), Johann Bernoulli (Basilea, 1667 - 1748) y Daniel
Bernoulli (Groninga, Holanda, 1700 - Basilea, 1782). Jakob Bernoulli, el iniciador de la dilatada
saga de los Bernoulli, naci6 en el seno de una familia de comerciantes procedentes de los Paises
Bajos. Tras licenciarse en teologia y haber estudiado mateméticas y astronomia contra la
voluntad familiar, entre 1677 y 1682 viaj6 a Francia (donde se familiarizé con el pensamiento

de Descartes), los Paises Bajos e Inglaterra.

Jakob y Johann Bernoull
De regreso en Suiza, desde 1683 ensené mecdnica en Basilea y en secreto introdujo en el estudio

de las matemadticas a su hermano Johann Bernoulli, a quien su padre habia destinado a la
medicina. En 1687 se hizo cargo de la cdtedra de matemaéticas en la Universidad de Basilea.
Con su hermano, estudié las aportaciones de Leibniz al célculo infinitesimal, el cual aplicé al
estudio de la catenaria (la curva que forma una cadena suspendida por sus extremos), y en

1690 introdujo el término de integral en su sentido moderno.

Al ano siguiente, Johann Bernoulli solucioné el problema de la catenaria, lo cual le valié

situarse entre los matemadticos de primera linea de la época; de los dos hermanos, Johann
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Bernoulli fue el mds intuitivo y el que con mayor soltura manejaba el formulismo matematico,
mientras que Jakob era de inteligencia mds lenta pero mas penetrante. Ambos compartieron
un exagerado afdn por ver reconocidos sus méritos, e incluso mantuvieron frecuentes disputas
de prioridad entre ellos y con otros autores. Johann inicié en el cédlculo infinitesimal creado
por Leibniz al marqués Guillaume de ’'Hopital, quien aprovechdé las lecciones para publicar el

primer libro de texto sobre el tema.

En 1695, Johann Bernoulli decidi6 aceptar el ofrecimiento de ocupar una catedra de matemati-
cas en Groninga, perdidas las esperanzas de obtener plaza en Basilea en vida de su hermano
Jakob, y resentido con él por la actitud condescendiente con que lo trataba. En 1697, Johann
dio una brillante solucién al problema de la braquistécrona, que él mismo habia planteado el
ano anterior. Jakob analizé también la cuestién y aporté su propia solucién, mucho menos
elegante, pero que lo condujo a las puertas de una nueva disciplina, el cédlculo de variaciones,

en cuyo ambito propuso a su vez el llamado problema isoperimétrico.

Johann subestimé la complejidad del tema, que resolvié de forma incompleta; las despiadadas
criticas que por ello le dedicé su hermano supusieron el inicio del abierto enfrentamiento
entre ambos. Johann regresé a Basilea como sucesor de Jakob a la muerte de éste, debido
a la cual quedd incompleta e inédita su gran obra sobre el cdlculo de probabilidades, el Ars
conjectandi, publicada en 1713 por su sobrino Nikolaus, hijo de Johann y hermano mayor de

Daniel Bernoulli.

Daniel Bernoull

Daniel Bernoulli, que se doctoré en medicina en Basilea (1721) con una tesis sobre la res-

piracién, fue nombrado en 1725 profesor de matemsticas en la Academia de San Petersburgo;
se traslad6 a Rusia en compania de su hermano Nikolaus, quien fallecié al ano siguiente de
su llegada. En San Petersburgo conté, desde 1727, con la colaboracién de Leonhard Euler,
discipulo de su padre y de su tio Jakob. Euler le sucedié en la Academia de San Petersbur-
go cuando, en 1732, Daniel Bernoulli regresé a Basilea como catedritico de anatomia y de

boténica.

Autor de notables contribuciones a la teoria de las ecuaciones diferenciales, el tercer Bernoulli
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destacé sobre todo por su estudio de la mecédnica de fluidos; su obra principal, Hydrodynamica,
se publicé en 1738, aunque ya la habia concluido en 1734. Contiene la idea de lo que mds
tarde se conocié como teorema de Bernoulli, asi como los fundamentos de la moderna teoria
cinética de los gases. Desde 1750 hasta 1776 ocup6 la cdatedra de fisica en Basilea; se distinguié
por ilustrar sus clases con interesantisimos experimentos que le valieron grandes éxitos de

audiencia.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diiren, actual Alemania, 1805 - Gotinga, id., 1859) Mateméti-
co alemédn. Cursé sus estudios en Paris, relaciondndose con matematicos como Fourier. Tras
graduarse, fue profesor en las universidades de Breslau (1826-1828), Berlin (1828-1855) y

Gotinga, en donde ocupé la cdtedra dejada por Carl Friedrich Gauss tras su muerte.

S
Peter Gav Lejeune Dirichlet

Sus aportaciones mds relevantes se centraron en el campo de la teoria de los nimeros, prestando
especial atencién al estudio de las series, y desarroll6 la teorfa de las series de Joseph Fourier.
Consiguié una demostracion particular del problema de Pierre de Fermat, aplicé las funciones
analiticas al cdlculo de problemas aritméticos y establecié criterios de convergencia para las
series. En el campo del andlisis matemaético perfeccioné la definicién y concepto de funcién,
y en mecdanica tedrica se centrd en el estudio del equilibrio de sistemas y en el concepto de

potencial newtoniano.

Georg Friedrich Bernhard Riemann; Breselenz, actual Alemania, 1826 - Selasca, Italia, 1866)
Matematico alemén. Su padre era pastor luterano, y su primera ambicién fue la de seguir sus
pasos. Ingreso en el liceo de Hannover, donde estudié hebreo y traté de probar la certeza del
libro del Génesis por medio de razonamientos matematicos. En 1846 ingresé en la Universidad
de Gotinga, que abandoné un ano después para trasladarse a la de Berlin y estudiar bajo

la tutela de, entre otros, Jakob Steiner, Carl Gustav Jacob Jacobi y Peter Gustav Lejeune
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Dirichlet, que ejercié una gran influencia sobre él.

Su carrera se interrumpié por la revoluciéon de 1848, durante la cual sirvié al rey de Prusia.
En 1851 se doctoré en Gotinga con una tesis que fue muy elogiada por Carl Friedrich Gauss.
En ella Riemann estudi6 la teorfa de las variables complejas y, en particular, lo que hoy se
denominan superficies de Riemann, e introdujo en la misma los métodos topolégicos.Las obras
de Bernhard Riemann, pese a su nimero reducido, tienen todas un valor fundamental. En su
corta vida contribuyé a muchisimas ramas de las matemaéticas: integrales de Riemann, aprox-
imacién de Riemann, método de Riemann para series trigonométricas, matrices de Riemann
de la teorfa de funciones abelianas, funciones zeta de Riemann, hipétesis de Riemann, teore-
ma de Riemann-Roch, lema de Riemann-Lebesgue, integrales de Riemann-Liouville de orden

fraccional.

Pese a la importancia de todas estas contribuciones, la més conocida aportacién de Bernhard
Riemann fue su geometria no euclidiana, basada en una axiomaética distinta de la propuesta
por Euclides, y expuesta detalladamente en su célebre memoria Sobre las hipétesis que sirven
de fundamento a la geometria (1867). Esta geometria se sigue si se considera la superficie de
una esfera y se restringen las figuras a esa superficie. Medio siglo més tarde, Albert Einstein
demostrd, en virtud de su modelo de espacio-tiempo relativista, que la geometria de Riemann
ofrece una representacion mas exacta del universo que la de Euclides. El exceso de trabajo
miné su fragil organismo, y en sus tltimos anos pasé largas temporadas en Italia, donde
buscaba la curacién de una grave afeccién pulmonar. Murié de tuberculosis antes de cumplir

los cuarenta anos.

Paul David Gustav du Bois-Reymond (Berlin, 2 de diciembre de 1831 - Friburgo, 7 de abril
de 1889) fue un matemético alemén, hermano de Emil du Bois-Reymond. Su tesis se referfa
al equilibrio mecdnico de los fluidos. Trabajé en la teorfa de funciones y en fisica matematica.
Sus intereses inclufan la teorfa de Sturm-Liouville, ecuaciones integrales, cdlculo variacional

y serie de Fourier. En este tltimo campo, en 1873 pudo construir una funcién continua cuyas
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series de Fourier no son convergentes. Su lema define una condicién suficiente para garantizar

que una funcién desaparezca casi en todas partes.

Du Bois-Reymond también establecié que una serie trigonométrica que converge a una funcién
continua en cada punto es la serie de Fourier de esta funcién. También descubrié un método
de prueba que més tarde se conocié como el argumento de la diagonal de Cantor.1 Su nombre
también se asocia con el lema fundamental del calculo de las variaciones de las que probd una

versién refinada basada en la de Joseph-Louis Lagrange.
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