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3. RESUMEN

Esta tesis muestra la relacién natural existente entre la teoria del célculo diferencial e
integral en una y varias variables y el cdlculo de drea y volumen de las principales figuras ge-
ométricas cartesianas y polares que se desarrollan en los cursos usuales del drea disciplinar
de cédlculo y andlisis matemético. Se establecen las férmulas de dreas y volumen mediante la
aplicacién de la integraciéon en una y varias variables, estableciendo las demostraciones de
los principales teoremas matemaéticos referentes al cdlculo de dreas y volumen, que muchas
veces no son desarrollados en los cursos o clases ordinarias, por diversos motivos organiza-
tivos curriculares o porque no se contemplan en los programas analiticos de asignaturas del
nivel universitario. Para las demostraciones de las férmulas de cédlculo de dreas y volimenes
se utilizan distintos sistemas de coordenadas: cartesianas, polares, cilindricas y esféricas.
Las férmulas de dreas y volumen de cuerpos geométricos sélidos se obtendrdan a través
de la aplicacién del cdlculo integral en una y varias variables y la geometria. El objetivo
principal es demostrar dichos teoremas y mostrar que la teorfa Matemética desarrollada en
estos niveles, estdn fundamentada tedrica y analiticamente por métodos y procedimientos
l6gicos, que permiten desarrollar otras formas de demostraciones mateméticas. Se estudi-
an y se enfatizan en los teoremas de dreas y volimenes de figuras geométricas planas y
sélidos de revolucion. Se muestran diversas estrategias de demostracion, de manera que su
construccién resulte apropiada para los docentes del nivel educativo universitario. Se hace
énfasis en la necesidad de la deduccién del método constructivo, mediante la aplicacién
de diferentes teoremas geométricos para producir una combinacién de técnicas demostra-
tivas que garanticen una correcta demostracién Matemadtica. La lista de estos teoremas
constituye un compendio que puede ser utilizada por docentes del drea de Matematica en
la educacién universitaria de nuestro pafs. También se programé todos los algoritmos rel-
ativos al cdlculo de dreas y volimenes mediante el paradigma de programacion funcional

utilizando el lenguaje de programacién de alto nivel Python.

Palabras claves: Calculo, Geometria, Area, Volumen, Método Constructivo.
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4. ABSTRACT

This thesis shows the natural relationship between the theory of differential and inte-
gral calculus in one and several variables and the calculation of area and volume of the
main Cartesian and polar geometric figures that are developed in the usual courses of the
disciplinary area of mathematical calculation and analysis. . The area and volume for-
mulas are established through the application of integration in one and several variables,
establishing the demonstrations of the main mathematical theorems referring to the calcu-
lation of areas and volume, which are often not developed in ordinary courses or classes, for
various curricular organizational reasons or because they are not contemplated in the ana-
lytical programs of subjects at the university level. For the demonstrations of the formulas
for calculating areas and volumes, different coordinate systems are used: Cartesian, polar,
cylindrical and spherical. The formulas for areas and volume of solid geometric bodies will
be obtained through the application of integral calculus in one and several variables and
geometry. The main objective is to demonstrate these theorems and show that the mathe-
matical theory developed at these levels is theoretically and analytically based on logical
methods and procedures, which allow the development of other forms of mathematical
demonstrations. The theorems of areas and volumes of plane geometric figures and solids
of revolution are studied and emphasized. Various demonstration strategies are shown,
so that their construction is appropriate for teachers at the university educational level.
Emphasis is placed on the need for the deduction of the constructive method, through the
application of different geometric theorems to produce a combination of demonstrative
techniques that guarantee a correct mathematical demonstration. The list of these theo-
rems constitutes a compendium that can be used by teachers in the area of mathematics
in university education in our country. All the algorithms related to the calculation of
areas and volumes were also programmed through the functional programming paradigm

using the high-level programming language Python.

Keywords: Calculation, Geometry, Area, Volume, Construction Method.
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5. CAPITULO 1: GENERALIDADES

5.1. Introduccién

En la vida real existen diversas clases de problemas que surgen en la teoria de la
Matemédtica y uno de los principales, constituye la busqueda de férmulas de cédlculo de
dreas y volumenes de figuras geométricas regulares. Normalmente estas férmulas estdn
demostradas matematicamente por medio de la teorfa geométrica. En esta tesis, se pre-
sentan dichas demostraciones por medio del cédlculo integral en una y varias variables.
Todo el andamiaje matematico para sus respectivas demostraciones descansa en la teorfa
del Célculo Integral y sus métodos de integracion, incluyendo el cambio de coordenadas

cartesianas, polares, cilindricas y esféricas.

Los teoremas presentados en esta tesis, estdn referidos a la organizacién légica de
los contenidos del célculo integral en una y varias variables, que se desarrollan en los
contenidos de los cursos universitarios de las universidades nacionales, correspondiente a la
disciplina de Célculo y Anélisis Matematico, especificamente en la Carrera de Matemadtica
y Fisica-Matematica, que ofrece la Universidad Nacional Auténéma de Nicaragua, UNAN-
Managua, y las respectivas Facultades Multidisiciplinarias de Matagalpa, Jinotepe, Estelf

y Chontales.

La aplicabilidad y el correcto uso de estos teoremas, constituyen un gran desafio para
la teorfa Matemadtica, sin embargo, se considera importante senalar que la justificacién
tedrica de sus demostraciones es aiin mds importante, ya que permite ampliar el horizonte
légico y abstracto de la Matemadtica, todo esto mediante la aplicacién de la teorfa del

célculo diferencial e integral en una y varias variables.

Desde un punto de vista tedrico como préactico de las matemdticas aplicadas, muchas
ramas de las ciencias ponen de manifiesto un alto nivel de interés tedrico en el desarrollo
de la Matemética y especialmente en las construcciones de algoritmos y métodos com-

putacionales para resolver integrales analiticas por medio de aproximaciones numéricas.

En la actualidad, el estudio de las construcciones demostrativas en la ensenanza y

aprendizaje de las férmulas de dreas y volimenes, es un campo bastante explorado por la



Matematica y cada dfa, la preocupacién es més arraigada, debido a la imperante necesidad
de demostrar dichos teoremas de una manera que permita un aprendizaje significativo por
parte de los estudiantes. Por otro lado, cada dia, son mds creciente las investigaciones

referidas a la bisqueda de nuevas formas de demostraciones matematicas.
Entre los principales valores métodolégicos de la tesis, se pueden mencionar :

1. Diseno de nuevas estrategias de demostraciones matemaéticas, mediante la conju-

gacién de la teoria del cédlculo diferencial e integral en una y varias variables.

2. Aplicaciéon de diferentes técnicas o procesos lgicos para una correcta demostracién

Matemaética.

3. Evidenciar la importancia de la bisqueda de nuevos enfoques de paradigmas demostra-

tivos.

El capitulo 1, se refiere a generalidades de la tesis desarrollada, entre ellos, la introduc-
cién, planteamiento del problema, antecedentes, justificacién y objetivos a alcanzar con el
presente trabajo de investigaciéon. En ellos se plasma la importancia y relevancia social de
la investigacién, implicaciones pricticas, valor tedrico, utilidad metodoldgica y viabilidad

de la investigacion.

El capitulo 2, muestra el estado del arte referido al proceso de investigacién desarro-
llado, con el objetivo de mostrar la amplitud de las diversas formas demostrativas para la
obtencién de las férmulas de dreas y volimenes de figuras geométricas y de esta manera
poder dirigir nuestro estudio a la continuacién de los conocimientos que se han alcanzado.
También se enfatiza en la necesidad de establecer nuevas formas demostrativas empleando
diferentes técnicas que combine la teorfa del cdlculo diferencial e integral en una y varias

variables.

El capitulo 3, se refiere al desarrollo de las demostraciones de los sélidos platonicos, a
saber: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro, presentando las principales
propiedades analiticas desde el punto de vista geométrico. Se demuestran dichos teoremas
de manera geométricas, enfatizando en la propiedad de que la suma de las partes es el

total del drea, El objetivo es mostrar la amplitud de las diversas técnicas demostrativas y



dirigir nuestro esfuerzo a otros niveles demostrativos en proposiciones que requieren mas

justificacién en su desarrollo matemaético.

El capitulo 4, desarrolla el cdlculo de drea y volumen de figuras geométricas regulares
mediante el uso de integracién en una variable. Se utilizan diversas técnicas y métodos de

integracién y estas se combinan para obtener el resultado deseado.

El capitulo 5, desarrolla el célculo de drea y volumen de figuras geométricas regulares
mediante el uso de integraciéon en dos variables. Estas demostraciones son una general-
izacién del capitulo anterior y se obtienen los mismos resultados, pero con la novedad de

haber utilizado integracién doble.

El capitulo 6, desarrolla el cédlculo de drea de las principales figuras en coordenadas
polares, entre ellas: cardiodes, lemniscata y rosas, para todos los casos, se muestran diversas
variantes utilizando las funciones senos y cosenos. Todas ellas son desarrolladas mediante

la integral en una variable.

El capitulo 7, desarrolla la longitud de curvas, entre ellas: circunferencia, cardiode y
astroide. Para todos los casos, se muestran diversas variantes de célculo de las longitudes

de dichas curvas. Todas ellas son desarrolladas utilizando la integral en una variable.

El capitulo 8, muestra el uso de la integral triple para el cdlculo de volimenes de los
sélidos clésicos, a saber: cono, cilindro, esfera, pirdmide y cubo. Se emplea las coordenadas
polares, cilindricas y esféricas para la obtencién de diversas variantes demostrativas (uti-
lizacién de diversos métodos, regiones de integracién y sistemas de coordenadas) para las

diferentes férmulas de volumenes.

El capitulo 9 presenta el anélisis y discusion de los resultados, sintetizando la cantidad
de teoremas demostrados en cada uno de los capitulos desarrollados, asi como, narrando
la teorfa Matematica utilizada para la obtencién de las férmulas de dreas y volimenes de

las figuras geométricas.

Es necesario aclarar que todas las demostraciones desarrolladas por técnicas de inte-

gracién en una y varias variables constituyen el corazén del trabajo investigativo.



5.2. Planteamiento del Problema

La demostracién de las férmulas de dreas y voliimenes figuran entre los problemas méds
importantes en la construccién del desarrollo matemaético. Desde el inicio de la humanidad
ha sido una preocupacién constante el hallazgo de férmulas de dreas y volimenes de figuras
regulares, sin embargo, el desarrollo del cdlculo integral ha permitido obtener diversas
variantes de obtencién de dreas bajo y entre curvas, més atn, el cdlculo de volimenes de
sélidos geométricos. El uso de integraciéon permite calcular el drea de poligonos geométricos

irregulares, aqui descansa el poder de esta teorfa.

El estudio de estrategias demostrativas en las construcciones de las férmulas de dreas
y volimenes, mediante el cédlculo diferencial e integral en una y varias variables es cada
dia mds importante, ya que es necesario construir procedimientos tedricos que faciliten su
asimilacién cognitiva, por otro lado, su nivel de aplicabilidad es cada vez mé&s imperante

en la resoluciéon de problemas de la vida real.

La facilidad de aplicar férmulas de dreas y volimenes es imperativo en la resolucion
de problemas de la Matemdtica Aplicada y cada dia, son més las investigaciones referidas
a la bisqueda de nuevas estrategias de construccién y de nuevos hallazgos de teorias
matemadticas que permitan relacionar el calculo diferencial e integral con la geometria

euclidiana.

Otra necesidad apremiante en esta drea ha sido la de determinar procesos algoritmicos
6ptimos que permitan simular y aproximar de manera numérica y confiable los resulta-
dos de dichas férmulas de dreas y volimenes. En la actualidad existen diversos métodos
numéricos para aproximar diferentes tipos de integrales indefinidas, definidas e impropias,
en una y varias variables. Entre estos métodos numéricos se pueden mencionar la familia
numérica de Newton-Cotes que permite calcular integrales de cualquier tipo. Existen for-
mas cerradas y abiertas de las férmulas de Newton-Cotes. Las formas cerradas son aquellas
donde se conocen los datos al inicio y al final de los limites de integracion. Las férmulas
abiertas tienen limites de integracion que se extienden mads alla del intervalo de los datos,

se utilizan para resolver integrales impropias y ecuaciones diferenciales.

Por otro lado, la biisqueda de otros procesos numéricos que puedan ser codificados en

algin lenguaje de programacion de alto nivel y el hallazgo de nuevas formas demostrativas

4



mediante el cdlculo diferencial e integral en una y varias variables, nos lleva a la siguiente

interrogante de investigacién:

., Cémo combinar la teorfa del célculo diferencial e integral en una y varias variables
para mejorar los procesos demostrativos y optimizar las procesos l6gicos en las demostra-
ciones matemadticas de aquellos teoremas relativos al célculo de dreas y voltimenes que son

estudiados en la educacién universitaria de nuestro pafs?



5.3. Antecedentes

Se efectué una revisiéon bibliografica sobre los métodos demostrativos del célculo de
drea y volumen, mediante el uso de la combinacion del célculo diferencial e integral en una
y varias variables, la cual consistié en analizar la metodologia y resultados obtenidos en
diversos articulos publicados en internet. Esto permitié obtener una visién general sobre
las diferentes variantes existentes sobre las formas demostrativas de las férmulas de dreas

y volimenes de figuras geométricas regulares.

En el repositorio de la UNAN-Managua, no se encuentra ninguna tesis de grados o post-
grado referida al cdlculo de dreas y volimenes por medio de integracién en una y varias
variables, sin embargo, se encuentran diversas tesis referidas a la aplicabilidad de estrate-
gias didacticas usando la teorfa de integraciéon. De igual manera, no se encontré ninguna
tesis referida a nuestro objeto de estudio en las diversas coordinaciones de matemaéticas

de las Facultades Regionales Multidisciplinarias de Matagalpa, Esteli, Carazo y Juigalpa.

A nivel internacional, se tiene la tesis titulada «Empleo de Software Libre de Grafi-
cacién para el tema de Sélidos de Revolucién», Martinez (2018). Esta tesis fue elaborada
en la Universidad San Luis de Potosi, Mexico y aborda la ensenanza de los tépicos de

sélidos de manera tradicional en comparacién con la utilizacién del software GeoGebra.

Por otro lado, la tesis titulada «Guia diddctica para mejorar la ensenanza de la inte-
gracién miiltiple aplicada al cdlculo de drea y volumen de sélidos con apoyo de recursos
educativos», Aucapina (2020). Trabajo de titulacién previo a la obtencién del titulo de Li-
cenciado en Ciencias de la Educacién en Matematicas y Fisica, elaborada en la Universidad
de Cuenca, Ecuador y dicho trabajo estd encaminado a la construccién de una gufa acom-
panada de recursos diddcticos para mejorar la ensenanza de los contenidos matematicos

de la integracién multiple en dreas y voliimenes.

La tesis titulada «Caélculo de dreas de figuras planas y el volumen de algunos soli-
dos a partir de la teoria del aprendizaje significativo en estudiantes de grado noveno del
colegio San Bartolomé, en la Universidad de Bucaramanga, Colombia», Cédrdenas y Ja-
come (2010). Esta tesis describe un estudio de investigacién cualitativa con metodologia
investigacién-accion, relacionado al cdlculo de dreas de figuras planas y el volumen de

algunos sélidos a partir de la teorfa del aprendizaje significativo en estudiantes.



Finalmente, la tesis titulada «Procesos Infinitos Inherentes a la Integral Definida>,
Cuida (2016). Esta tesis fue elaborada en la Universidad de Valladolid, Espafia y estd

centrada en la comprensién de procesos infinitos asociados a la integral definida.

Ante los cambios de la sociedad, como producto de reformas de planes de estudios y
reformas curriculares que se desarrollan en nuestro pafs; obliga a que el sector educativo
desarrolle una serie de estrategias que le permita la bisqueda constante de la mejora en la
calidad educativa. De esta manera, las instancias educativas requerirdn una nueva forma
de trabajo, organizacién y funcionamiento, (Secretaria de Educacién Publica de México,

SEP, 2010).

En estos tiempos en que la ensenanza actual tiene un enfoque centrado en el apren-
dizaje, la investigacion y la préactica reflexiva; la toma de decisiones, el trabajo en equipo
y la responsabilidad compartida, los docentes tienen el deber, en su compromiso social, de

convertirse en agentes de cambios y comprometidos con la educacién (Europea, C. 2004).



5.4. Justificacion

La investigacién constituye un puente tedrico entre la teorfa del célculo diferencial e

integral en una y varias variables, tanto a nivel del plano como del espacio.

La conveniencia del trabajo es mostrar diferentes formas o procesos demostrativos para
el célculo de drea y volimenes, a través del cdlculo diferencial e integral en una y varias

variables, mediante la combinacién de técnicas y métodos de integracion.

La relevancia y su impacto social estard reflejada en poder estimular la creatividad
Matemética para desarrollar nuevas formas del pensamiento respecto a las formas de
demostraciones matematicas e incidir en la posibilidad de emplear dichas formulaciones

en el proceso de ensenanza - aprendizaje de la Matematica.

La implicacién préactica del trabajo consiste en la posibilidad de poder argumentar y

utilizar estos resultados en la solucién de problemas aplicados a la vida cotidiana.

El valor tedrico del presente trabajo consiste en ofrecer diversas variantes tedricas y
métodos matematicos del cédlculo diferencial e integral en una y varias variables para las
demostraciones de las férmulas de dreas y volimenes de poligonos y figuras geométricas

regulares.

La utilidad metodolégica se puede manifestar en el uso de diversas estrategias y técnicas
tedricas que permitan aplicar y demostrar dichas férmulas de cédlculo de drea y voltimenes.
Esto se puede evidenciar mediante un proceso de transformacién y adaptaciéon de estos

procesos logicos y abstractos.

Por tanto, este trabajo beneficiard a estudiantes, docentes e investigadores que se
interesen en los diferentes métodos de demostraciones matematicas y en sus diversas formas

metodoldgicas demostrativas.



5.5. Objetivos

5.5.1. Objetivo General

Presentar diversas demostraciones directas de las férmulas del cdlculo de drea y volu-
men de cuerpos geométricos regulares, mediante técnicas del cdlculo diferencial e integral

en una y varias variables.

5.5.2. Objetivos Especificos

1. Demostrar mediante el cdlculo diferencial e integral en una y varias variables, las

férmulas de de dreas y volumenes de figuras geométricas.

2. Combinar diversos métodos de integracién en la demostracién de los teoremas referi-

dos a dreas y volumenes de figuras geométricas.



6.

CAPITULO II: ESTADO DEL ARTE

La metodologia empleada en este trabajo siguié las siguientes pasos:

1. Se han revisado diversas bibliografias y articulos de investigacién sobre el cdlculo de

drea y volumenes de figuras geométricas en diferentes coordenadas, donde intervienen
diferentes y mmiltiples combinaciones de teorias matematicas, con énfasis en la com-
binacién de la teorfa del cdlculo diferencial e integral en una y varias variables. Esto
permitié analizar la metodologfa y obtener una visién general las demostraciones

directas de dichas férmulas.

Se estudiaron los procedimientos matematicos ligados al cdlculo diferencial e integral
en una y varias variables para determinar las diferentes aplicaciones a la teoria

geométrica de dreas y voltimenes.

Generacion de diversos procedimientos matemdticos para la obtencion de férmulas

geométricas de dreas y volimenes.

Programacion en el lenguaje de alto nivel Python de todas las férmulas de dreas y

voliimenes desarrollados en el trabajo.

Por otro lado, los trabajos consultados interrelacionan teorfas mateméticas combinadas

para el estudio de drea y volumen, entrelazando dreas del célculo diferencial e integral, con-

siderando varios sistemas de coordenadas, entre ellas: rectangulares, cilindricas y esféricas.

La construccién analiticas de los resultados obtenidos estédn basado en dichos conceptos,

propiedades y teoremas, que una vez combinados, permiten obtener dichas férmulas.

Todos los trabajos consultados proclaman que la geometria es una de las ciencias mas

antiguas, ligadas fundamentalmente al conocimiento general de las longitudes, dreas y

volimenes. La civilizacién babilénica fue una de las primeras culturas en incorporar el

estudio de la geometria, incorporando el sistema sexagesimal, descubriendo una férmula

para calcular el drea del trapecio rectangulo.
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“En el antiguo Egipto estaba muy desarrollada, segiin los textos de Herodoto, Estrabon
y Diodoro Siculo. Euclides, en el siglo III a. C. configuré la geometria en forma axiomatica
y constructiva, tratamiento que establecié una norma a seguir durante muchos siglos la

Geometria Euclidiana descrita en los elementos”, (Baldor, 2001).

El estudio de la astronomia y la cartograffa, tratando de determinar las posiciones de
estrellas y planetas en la esfera celeste, sirvié de fuente importante en la resolucién de prob-
lemas geométricos durante mas de un milenio. René Descartes desarrollé simultdneamente
el dlgebra de ecuaciones y la geometria analftica, marcando una nueva etapa, donde las fig-
uras geométricas, tales como las curvas planas, podrian ser representadas analiticamente,

con funciones y ecuaciones.

De esta manera, la geometria es una rama de las Matemadticas que estudia la forma
de medir las relaciones entre puntos, lineas, dngulos, planos, figuras, y la manera cémo
se miden, teniendo en cuenta los cuerpos matematicos que existen mediante ilustraciones
al igual que las conjeturas, axiomas, razonamientos y teoremas entre otros conocimientos
matemadticos pueden manifestarse en un lenguaje formal propio de los sistemas sensatos

de la légica matematica, (Camelo, 2020).

La Geometria es la parte de las Matematicas que experimenta la abstraccién del espacio
en términos de las propiedades y medidas de las figuras geométricas, pudiéndose decir que
es el estudio de los “nimeros y simbolos”, idealizaciones del espacio: puntos, rectas, planos,

poligonos, poliedros, curvas y superficies, (Camelo, 2020).

Abriéndose campo para ser usada en diferentes espacios que permiten la comprensién de
procesos de aprendizaje de los conceptos que encierra la misma, con el uso de la geometria

se pretende reconocer la importancia de las aplicaciones que tiene en la vida cotidiana.

La geometria tiene su aplicacién practica en muchas asignaturas y carreras como lo
es en fisica, mecdnica, cartografia, astronomia, ndutica, topografia, balistica, entre otras,
también da soporte tedrico a ideas como el sistema global que nos permite ubicaciones
exactas en el espacio, también estd presente en la combinacién con el andlisis matemético

y sobre todo con las ecuaciones diferenciales, (Camelo, 2020).

En la experiencia, la geometria sirve para solucionar problemas concretos en el mundo

de lo visible. Entre sus utilidades se encuentran la justificaciéon teérica en la medida de

11



superficie y volumen de muchos cuerpos fisicos. Tambien, en el lenguaje verbal se utiliza al
tratar de comunicarse con otras personas: cuando se habla acerca de la forma de un objeto,

una ubicacién, cuando se explican propiedades e incluso una terminologia, (Camelo, 2020).

Todo esto permite argumentar la posibilidad de desarrollar nuevas formas de demostracién
mediante la aplicacién de la combinacion de las teorfas del célculo diferencial e integral en
una y varias variables, obteniendo distintos procedimientos matematicos que involucren

varias teorfas de la Matemadtica Aplicada, incluyendo tépicos de mateméticas numeéricas.

Se analizan varios métodos demostrativos, permitiendo incorporar estrategias para este
tipo de demostraciones y hacer que la aplicabilidad de estas férmulas de dreas y volimenes

constituya un significado propio para el aprendizaje de los estudiantes.

En los diversos trabajos consultados sobre este tipo de demostraciones tienen gran
relevancia la aplicabilidad del cdlculo integral en una y varias variables, ya que sus técnicas,

procesos, y métodos son aplicables a la Matematica Aplicada.

Haciendo referencia al contexto de la investigacion, el cual estd concebido como un
proceso de bisqueda del conocimiento caracterizada por la creatividad, innovacién de
ideas y métodos utilizados, la perspectiva es demostrar mediante distintas variantes, las

férmulas de dreas y volumenes de poligonos y cuerpos geométricos regulares.

La aplicabilidad de estas férmulas en diferentes contextos reales permiten el continuo
avance para estudiar diferentes campos, de los cuales se obtienen algunos beneficios, que
en la mayoria de los casos es interpretado como la produccién cientifica, la cual sin duda
alguna es transformada y mostrada como verdades relativas por la dependencia de las
formas demostrativas que se descubren y el modo en que estas influyen en el desarrollo

matematico.

Por dltimo, las exigencias para mostrar resultados objetivos depende mucho de la
efectividad, eficiencia y optimizacién de dichos métodos demostrativos, los cuales estdn
sujetos a las técnicas, estrategias y procedimientos matematicos que se aplicardn durante

el desarrollo del estudio en cuestion.
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7. CAPITULO III: SOLIDOS PLATONICOS

Los sélidos platénicos son cinco cuerpos geométricos que comparten un conjunto de
caracteristicas geométricas similares. También reciben el nombre de sélidos perfectos,
poliedros platénicos y de cuerpos césmicos entre otros. Los sélidos platénicos son poliedros
regulares y convexos. Son el tetraedro, el cubo (o hexaedro), el octaedro, el dodecaedro y

el icosaedro. (Quesada, 2006)

Figura 1. Tetraedro. (Quesada, 2006)
Propiedades bésicas comunes de los sélidos plétonicos: (Romanach y Toboso, 2016)
1. Todas las caras son poligonos regulares iguales.
2. Todos los dngulos (diedros) son iguales.

3. Todas las aristas tienen la misma longitud.

4. En todos los vértices concurren el mismo niimero de caras y de aristas.

7.1. Tetraedro

De acuerdo con (Guirao, 2020) las principales caracteristicas del Tetraedro son:

Posee 4 caras que son tridngulos equildteros, 4 vértices, 6 aristas y los déngulos diedros

miden 70,53°

Teorema 1 FEl drea del Tetraedro es

A =32
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donde [ es el lado (Quesada, 2006).

Figura 2. Tetraedro. (Quesada, 2006)

Demostracion 1 El tetraedro es un poligono geométrico formado por 4 tridngulos equi-

ldteros, cuya drea estard conformada por las sumas de las mismas, es decir
A - 4A1

donde Ay es el drea de una de las caras que conforman el Tetraedro, luego el drea de

un trangulo equildtero es
3
Al = —\ZL_ZQ

entonces, sustituyendo y simplificando, obtenemos

A = 4(£12>
4

A = 312

Teorema 2 El volumen del Tetraedro es

v Y2
12

donde [ es el lado del tetraedro (Quesada, 2006).

Demostraciéon 2 FEl volumen lo podemos expresar por

_Ath
3

Vv

donde A, representa el drea de la base y h la altura del tetraedro, ademds, el drea de

un tridngulo equildtero es

Ab = \/T§a2

Para calcular la altura del tetraedro, recordemos que el ortocentro o punto donde se

1
cortan las alturas de un tridngulo dista 3 de su longitud hasta el lado opuesto, es decir,

14



a
gp que equivale a un cateto del tridngulo rectdngulo Este valor lo escribimos en funcion

de la arista y obtenemos, que el valor del cateto menor es

1
Om = g(lp

13
-3\ 2 )°
V3
?CL

y la hipotenusa, vale

hip = ?a

entonces, la altura por teorema de Pitdgora es

SR
2 6

2
h2:§a2
2
hzia

Ath
Vo= =3
L1V (V2
= 3l77) 5
V:Lia?’

7.2. Hexaedro o Cubo

Las principales caracteristicas del Hexaedro o Cubo son: (CEIP, 2016)

Posee 6 caras que son cuadrados, 8 vértices, 12 aristas y sus angulos diedros miden 90°

Teorema 3 El drea del Cubo es
A =62
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donde [ es el lado del cubo (Romd, 2003).

m
Figura 3. Tetraedro. (Quesada, 2006)
Demostraciéon 3 FEl drea de un cuadrado de lado | estd dado por
A =1

como son 6 caras cuadradas, entonces, el drea total es

A:6A1
A = 6°

Teorema 4 FEl volumen del Hexaedro o Cubo es
A="P
donde 1 es el lado del cubo (Romd, 2003).
Demostracién 4 El volumen del hexaedro es
V=A,xh

donde A, representa el drea de la base y h la altura del cubo, la base del cubo es un

cuadrado y su drea es

Ay =12
luego, la altura es
h=1
entonces, su volumen es
Vo= I’xl
Vv =B
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7.3. Octaedro

Las principales caracteristicas del Octaedro son: (CEIP, 2016)
Posee 8 caras que son tridngulos equilédteros, 6 vértices, 12 aristas y sus dngulos diedros

miden 109,47°

Teorema 5 FEl drea del Octaedro es

A = 2v/312

donde [ es el lado (Quesada, 2006).

Figura 4. Tetraedro. (Quesada, 2006)

Demostraciéon 5 FEl drea de un tridngulo equildtero de lado | estd dado por

como son 8 caras triangulares, entonces, sustituyendo y simplificando, se tiene que el

drea total es

A = 8A,
V3,

A = 8<Tl

A = 232

Teorema 6 El volumen del Octaedro es

V2
V==
3

l3

donde [ es el lado del Octaedro (Quesada, 2006).
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Demostraciéon 6 El octaedro equivale a tener 2 pirdmides cuadradas unidas por su base,

ademds, el volumen de una pirdmide cuadrada (V) es

h x a?
V. —
P 3

2

donde a* es el apotema y h la altura respectivamente de la piramide. Por lo tanto, el

doble de volumen de una pirdmide cuadrada es lo mismo que el volumen de un octaedro

Vo), es decir

Vo = 2V,

h x a?
V, - 2( ‘ )

pero sabiendo que la altura de la pirdmide, por el teorema de Pitdgora, se expresa por

= a*+ <E>2

2
— Zcﬂ
h = ?a

luego sustituyendo y simplificando, se tiene

Vo = 2V

p

h x a?
V, = 2( ‘ )

V3
Vo = 2| 2——

VO:—a

7.4. Dodecaedro

Las principales caracteristicas del Dodecaedro son: (CEIP, 2016)

Posee 12 caras que son pentdgonos regulares, 20 vértices, 30 aristas y sus dangulos

diedros miden 116,56°
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Teorema 7 FEl drea del Dodecaedro es
A = 20,645 [?

donde 1 es el lado (Romd, 2003).

Figura 5. Tetraedro. (Quesada, 2006)

Demostraciéon 7 El drea de un pentdgono reqular de lado | estd dado por

B 5la,

Ay 5

donde | es la longitud del lado y a, la apotema, como son 12 caras pentagonales,

entonces, el drea total es

A = 124,

A = 12 (5&)
2

l l l
a

() 2 () T8
2

como la apotema estd dada por

luego, sustituyendo y simplificando, el drea total es

l

o ———~
A - 19 2 tan (36°)
2
2
A = 12L
4 tan (36°)
)
- (3—2 ) p
( tan (36°))
= 20,645 [?
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Teorema 8 FEl volumen del Dodecaedro es
V =766
donde [ es el lado del dodecaedro (Romda, 2003).

Demostraciéon 8 FEl dodecaedro se descompone en 12 pirdmides

Figura 6. Tetraedro. (Quesada, 2006)

y el volumen de cada piramide estd dada por

Aph
e

ademds, el drea de la base lo constituye un pentdgono reqular, cuya drea estd dada por

_%_SZCLP

A
T 2
donde P = 5l, y sabiendo que el apotema del pentdgono es

l
“» = Stan (36°)

luego sustituyendo estos valores en la formula del volumen de la pirdmide, se tiene

l

e —
52tan(36°)
Vp = 27
2
512
Ve = 4 tan (36°)

ahora debemos de encontrar el valor de la altura de la piramide (h), donde el apotema

de la cara (A,.) de una de la pirdmide es
ape = 1,309 1
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luego, aplicando el teorema de Pitdgora, obtenemos

h2+(ap)2 = (%C)2

h = (ap6)2_(ap)2
h = \/(1,3091)2—<m>
h = 11131

luego el volumen total del dodecaedro es

Ah
Vp = 12 (%)

vo = 12 (3 (2
b 3 \4tan (36°) =
Vp = 12(0,638581 [%)

Vp = 7,661

7.5. Icosaedro

Las principales caracteristicas del Dodecaedro son: (Quesada, 2006)

Posee 20 caras que son tridngulos equildteros, 12 vértices, 30 aristas y sus dangulos

diedros miden 138,19°

Teorema 9 FEl drea del Icosaedro es
A =531
donde 1 es el lado del icosaedro (Romanach € Toboso, 2016)

Demostracion 9 FEl drea de un tridngulo equildtero de lado | estd dado por

como son 20 caras triangulares, entonces, el drea total es

A = 204,

A = 20 (ﬁﬂ)
4

A = 5312
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Teorema 10 El volumen del Icosaedro es

V=218

donde 1 es el lado del icosaedro (Romariach y Toboso, 2016)

Figura 7. Tetraedro. (Quesada, 2006)

Demostraciéon 10 Tomemos una cara del icosaedro, el segmento entre el centro de la

cara y el punto medio de la arista es el apotema (ay)

f 3

Figura 8, Cara del Icosaedro. (Quesada, 2006)

= 120°, luego el dngulo superior del tridngulo rectangulo es

el dngulo superior es

60° (por ser bisectriz), luego el angulo basal es

tan30° = %
2

1 [}

a, = iltan?)O

luego, el area de un poligono reqular (Ag) es

P xa
Ap = 5 4
1
3l x =ltan 30°
Ap = 2
2
A, — 312‘5111300
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el dngulo entre dos caras de un icosaedro es 138,19°

EL
138
h
Figura 9. Angulos. (Quezada, 2006)
luego
a
tan20,9° = -*
an 20, A
a
h P
tan 20,9°
ademas
a, = - tan30°
sustituyendo
[
—tan 30°
ho— 2
tan 20,9°
I [tan 30°
~ 2tan20,9°
entonces el volumen de la piramide (Vp) es
1
VP - gAbh
1 /30 tan 30° [ tan 30°
Vp = =
3 4 2 tan 20,9°
tan?30°
P = Stan 20,9°
y el volumen del icosaedro es
_ (% tan? 30° 3
8tan 20,9°

= 2187
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8. CAPITULOIV:INTEGRAL EN UNA VARIABLE

8.1. Areas

En este capitulo se estaran utilizando las férmulas referenciada por Leithold (1999)

para el drea bajo una curva
b
A= / f(z) dx

y para el caso del drea acotada por dos curvas, se tiene
b
A= [ i@ - g ) ds

8.1.1. Rectangulo

Teorema 11 FEl drea del rectdngulo es iqual al producto de la base por la altura, es decir
A =bh
donde b es la base y h es la altura, (Barnett, 1991).

Demostracién 11 Dibujando un rectdngulo de base b y altura a en el plano R?, se tiene

(0,h)

(b,0)

Figura 10. Rectangulo. (Orozco, 2022)
se tiene que realizando la integracion respecto al eje x, tenemos

b
A:/hdx
0

= haly

= bh
ahora, realizando la integracion respecto al eje y, se tiene

h
A:/bdy
0

= bylh
— bh
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Notar que independientemente de cual eje hemos tomado y de la posicion de la figura

en el plano R?, siempre obtenemos que el drea del rectdngulo es

A =bh

8.1.2. Triangulo

Teorema 12 FEl drea de un tridngulo es igual al semiproducto de la base por la altura, es

decir

1
A= —bh
2

donde b es la base y h es la altura, (Barnett, 1991).

Demostracién 12 Consideremos el triangulo con los puntos (b,0) y (0, h) que interceptan

al eje x y eje y respectivamente

(0,h)

| (b,0)

Figura 11. Triangulo. (Orozco, 2022)

calculando la pendiente de la recta entre los puntos (0,h) y (b,0), se tiene

_ Y-y _h=0_ A

ZL’Q—SL’l—O—b— b

m

y aplicando la ecuacion punto pendiente y tomando el punto (b,0), obtenemos

y—y = m(z— o)
h

y—0 = —3(95—5)
h

y = —gl’—i-h

integrando respecto al eje x, tenemos

b
A = /(—ﬁx—i—h) dz
0 b
b b
= —ﬁ/:cdijh/ dx
b Jo 0
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b

h o
= 57 + hx

h
ELCPE S
ST

h
— —Zbtbh
Zb+

1
= 3 (bh)

0

St hubiéramos integrado respecto al eje y, se tendria que despejar x en funcion de y y

la ecuacion de la curva seria

b
= ——y+b
x hy—l—

b
A = —— b d
[ (ree) o
b h h
:——/ydy—l—b/ dy
h Jo 0

_ _i 2_|_b "
= th )

b 2

= —gh’ +bh
b

— ——h+bh
S+

= L 0n)

y la integral toma la forma

0

Notar que independiente de cual eje hemos tomado y de la posicion de la figura en el

plano R?, siempre obtenemos que el drea del tridngulo es

A= (bh)

N | —

8.1.3. Tridangulo Equildtero

Teorema 13 FEl drea de un tridngulo equildtero es

4= V3p
4

donde 1 es el lado del triangulo (Barnett, 1991).
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Demostracién 13 Tracemos un tridngulo equildtero sobre el plano R?, con los puntos

[ [ 3
(—5,0) , (5,0) Y (O, §l> que se reflejan en la figura dada

Figura 12. Trigngulo Equilatero. (Orozco, 2022)

luego, necesitamos encontrar las ecuaciones de las rectas para poder integrar sobre dichas
[ 3
regiones, para la recta ubicada entre los puntos (—§,O> Y (0, §l> se tiene que la

pendiente es

Y2 —
m =
To — X1
3
V3,
0 —
+2

m = V3

l
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (—5, 0) es

y—vyo = m(x— )
y—0 = \/§(az+é)

y = \ﬁﬁ%—?l

[ 3
De forma similar, para la recta ubicada entre los puntos (5, O) Y <0, §l> se tiene

que la pendiente es

_ Y2 — U1
To — T1
3
V3, .,
m = 2 7
0— —
2
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m=—va

l
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (5, O) es

Y—%Y% = m(ff—ﬂfo)

y—0 = —\/5(3:—%)
y = —\/@—I—?l

Finalmente, integrando respecto al eje x y dividiendo la region de integracion en dos

regiones definida en los intervalos (—5, 0) Y <O, 5) respectivamente, se tiene

A == A1+A2

- 0 V3 1/2 V3
A = /—1/2 (\/gx + 7[) dx +/0 <—\/§:B + 71) dx

1 1
A = g\/§l2 + g\/§12

V35
A_Tl

Otra Variante:

De acuerdo a la figura del tridngulo equildtero y por ser una figura simétrica respecto

al eje y, podemos realizar el andlisis en la region determinada por los puntos (5,0) Y

3
(0, \/T—Z , con el objeto de determinar la ecuacion de dicha recta que une dichos puntos,

luego la pendiente es

Y2 — Y1
m =
To — X1
3
V3,
00— —
2
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[
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (5, 0) es

Y—% = m(ﬁ—xo)

y—0 = —Jﬁ(az—é)
y = —\/3_x+\/7§l

[
Integrando respecto al eje x en el intervalo <O, §> y multiplicando por 2 dicha region,

A = 2/”2 (—\/§x+§1) da

1/2 1/2
A = 2[ —\/gxdx—l—/ ?ldz]
0 0

se tiene

1/2 1/2
A = 2[—\/3/ xdm+\/7§/ ldx]
0 0

12
A = —\/§x2+\/§lx‘

0
4 = “ngz

l 3
Otra seqgunda variante consiste en haber considerado los puntos (—5, O) Y (0, %l) ,

para determinar la ecuacion de dicha recta, calculando su pendiente es

Y2 — Y1
m =
To — X1
3
NEI
0 _
+2

m = V3

l
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (—5, O) es

y—yo = m(x—x)
y—0 = \/§(x+%>

y = \/3:1:+\/7§l
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l
Integrando respecto al eje x en el intervalo (—5, 0) y multiplicando por 2 dicha region,

A = 2/0 (\/§m+?z>daz
—1/2

0

A = 2[ \/_:de—l—/ —3ldx
—1/2 |

2 2

se tiene

1/2 l/2
A = 2[\/5/ xda:+—3
0

2 Jo

12
A = \/§m2+\/§la:‘0

A = V3p
4

Nuevamente, se puede notar que se pueden mostrar diversas variantes del cdlculo de
drea del triangulo equildtero, independientemente de las regiones y limites de integracion.

En todos los casos, se obtiene siempre el mismo resultado.

8.1.4. Triangulo Isésceles Rectangulo
Teorema 14 FEl drea de un tridngulo isdsceles rectdngulo es
1
A=
2
donde 1 es la magnitud del lado igual en el tridngulo isdsceles rectdngulo (Barnett,

1991).

Demostracion 14 Consideremos un triangulo isdsceles de lado iqual | y siendo sus pun-
tos (1,0) y (0.1) de intercepcion con los ejes x e y respectivamente. De acuerdo a la figura
dada

(0,7)

(1,0)

Figura 13. Tridngulo Isésceles. (Orozco, 2022)
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obtenemos que la pendiente que une dichos puntos es

0—1
m=-——=-1

[-0

por la ecuacion punto pendiente y considerando el punto (1,0), se tiene

y—0 = —1(z—1)

y = l—=x

entonces, al integrar respecto al eje x en el intervalo (0,1), obtenemos

A = /Ola—x) dx

x
= lr——
2 0
1
= ]2
2

St hubiéramos integrado respecto al eje y, se tendria que despejar x en funcion de y y
la ecuacion de la curva seria

r=1—y

al integrar respecto al eje x en el intervalo (0,1), obtenemos

A = /Ol(l—y) dy

21

y
= y-L
L

0

— 1l2

Notar que independiente de cual eje hemos tomado y de la posicion de la figura en el

plano R?, siempre obtenemos que el drea del tridngulo isdsceles es

1
A= §l2
8.1.5. Cuadrado
Teorema 15 FEl drea del cuadrado es
A=1?

donde [ es el lado del cuadrado (Barnett, 1991).
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Demostraciéon 15 Consideremos un cuadrado de lado | como el que estd dado en la figura

(0,0

(1,0)

Figura 14. Cuadrado. (Orozco, 2022)

integrando respecto al eje x en el intervalo (0,1), su drea es

!
A:/ldx
0

A:lx|é
A = [

de manera similar, si hubiéramos integrado respecto al eje y, se tendria

I
A:/ldy
0

A = Iy}
A = 2

de aqui, se deduce que independientemente del tipo de integracion respecto al eje x o

del eje y, el valor de su drea es

A=
8.1.6. Rombo
Teorema 16 FEl drea de un rombo es
A:de
2

donde d y D son las diagonales menores y mayores respectivamente (Barnett, 1991).

D D d d
Demostraciéon 16 Consideremos los puntos (0, —5) , (0, 5) , <§,O> , (—5,0) que

constituyen los vértices del rombo de acuerdo a la figura dada
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Figura 15. Rombo. (Orozco, 2022)

entonces necesitamos encontrar las ecuaciones de las rectas para poder integrar sobre dichas

regiones, para la recta ubicada entre los puntos <—§,O> Yy (0, —) se tiene que la pen-

2
diente es
Y2 — U1
m =
T2 — X1
D
— -0
m = 2 ]
0+ —
+2
D
m = —
d

d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (—5, 0) es

Y—% = m(x—ﬂfo)
D d

D D

Yy = E:C-l-;

. . d D ,
De manera similar, para la recta ubicada entre los puntos 3> 0] y (0O, 5 se tiene

que la pendiente es

Y2 — Y1
m =
To — Iq
D 0
0— —
2
D
m = ——:
d
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d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (5, 0) es

Y—Y = m(m—xo)
D d
=0 = 5 (e3)
_ DD
Yy = Tty

luego, podemos integrar sobre las dos regiones en el eje x definida por los intervalos

d d
(—5,0) Y <O, 5) y obtener

A - A1+A2

O /D D 2 /D D
A = 2 o4+ = 2 S
/d/2(d$~l—2)d$+ /0 ( d$+2>dx

0 p ) d/2 a2
A = 2/ —xdx+2/ —dx—Q/ —xd$+2/ —dx
—dj2 d —d/2 2 o d 0o 2

0 /2

D D
A = EQZZ—FDZB + —=2>+ Dz

—d/2 0

1
A = ~dD+-dD
TR

dx D
2

A:

Otra variante demostrativa, consiste en integrar sobre las curvas definidas por los pun-

d D
tos (——,O) Y (O, —5) , calculando su pendiente se tiene

2
Y2 —
m =
To — Iq
D
—= -0
mo = 2—d
0 —
+2
D
m = ——:
d
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d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (—5, 0) €s

y—y = m(z— o)
y—0 = —Q(x—kc—l)
d 2

B D D

y= Tyt

d D
De manera similar, para la recta ubicada entre los puntos <§, O> Yy (0, —5) se tiene

que la pendiente es

Y2 —
m =
To — Iq
D 0
m = 2 d
0— —
2
D
m = —
d

d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (5, 0) es

Yy—Y = m($—$o)
D d
-0 = 7(e-3)
D D
by = 37 3

luego, podemos integrar sobre las dos regiones en el eje x definida por los intervalos

d d
(—5,0) Y (0, §> y obtener

A = A+ A

0 /2
A = 2/ —<—2x—2)d1’+2/ —<2m—2>dx
_d/2 d 2 0 d 2
O /D D W2/ D D
A = 2 4= 2 a4+ =
/d/2(dat+2)dx—l— /0 ( d:v+2)d:v
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0 D 0 D d/2 D d/2D
A = 2/ —a:dm+2/ —dx—Z/ —mdm—|—2/ —dzx
a2 d —d2 2 o d 0 2

0 /2
D
+ —=2°+ Dz

A = Q:C2+D.CL' 7

d

—d/2 0

1
A = ~dD+-dD
17T

dx D
2

A:

Podemos notar que esta nueva variante de integracion produce el mismo resultado para

el drea del rombo, es decir

8.1.7. Romboide

Teorema 17 El drea de un romboide estd dado
A =bh
donde b y h son la base y altura del romboide respectivamente (Barnett, 1991)

Demostracién 17 Tracemos un romboide definido por los puntos (0,0), (b,0), (a,h), (a+ b, h)

y de acuerdo a la grifica, se tiene

(a;h) (a+b,h)

I
a b

Figura 16. Romboide. (Orozco, 2022)

para la ecuacion 1 definida por los puntos (0,0) y (a,h), tiene por pendiente

Y2 —
m =
To — T
 h—0
- a—0
_h
N a
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luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (0,0) es

Y—% = m(x—xo)
h
-0 = —(x—0
Y a(x )
h
y = -

a
Para la ecuacion 2 (recta paralela al eje x), tenemos que
y=nh

y para ecuacion 3, definida por los puntos (b,0) y (a + b, h) se tiene que la pendiente

€S
Y2 —
m =
To — T
h—0
m = ——
a+b—0>
h
m = —
a

luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (b,0) es

Y—Y = m(x—wo)
h
-0 = —(z—-0b
Y a(x )
h hb
y = —r— —
a a

luego, el drea del romboide es la suma de dreas de tres regiones, es decir

A = A+ A+ A

ah b a+b h bh
A = /—xdx—l—/hd:c—l—/ <—:c——>da:
0o @ a b a a

a h bh a+b
+ hx|z + -2 — —=z
a

A = ﬁxQ
a a

0 b

1 1
A = §ah+bh—ah+§ah
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8.1.8. Circulo
Teorema 18 EI drea de un circulo de radio r estd dada por
A= mr?
(Barnett, 1991).

Demostraciéon 18 Consideremos una circunferencia de radio v centrada en el origen,

dada por la siguiente figura

Figura 17. Circun ferencia. (Orozco, 2022)

la ecuacion cartesiana o rectangular de la circunferencia estd dada por

al despejar la variable y en funcion de x, obtenemos que

y=Vr2— a2

integrando para el primer cuadrante sobre el eje x,
Ay :/ V2 —a? dx
0
ahora, utilizando el método de sustitucion trigonométrica y derivando respecto a x y 0,

z = rsinf

dr = rcosf df

sustituyendo en la integral dada, tenemos

A = /\/r2—r28in29rc089d9
0

A = /\/TQ(l—SiIlZQ) rcosf df
0

A = /(TCOS@) rcos df

0

A = 7’2/ cos® 9 db
0
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Haciendo un cambio de limite de integracion, donde x = rsin @, se tiene que si

luego utilizando la identidad trigonométrica

1+ cos 20
2

cos? 6 =

y sustituyendo en la integral anterior y cambiando los limites de integracion, tenemos

que

/2
A = T2/ 1+ cos20 do
0 2
r2 w/2
A = 5/ (14 cos26) do
0

r2 /2 w/2
A = — / d9+/ cos 260 dO
2 0 0
/2
O >

luego, el drea total es 4 wveces el drea del primer cuadrante, es decir

4 = = 9|“/2+lsin(29)
o\ T T

A = Zar?

AN

A = 4A

1
A = 4 (Z—lﬂ'T2>
A = mr?

8.1.9. Circulo Unitario

Teorema 19 FEl drea de un circulo unitario estd dada por
A=
(Barnett, 1991).
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Demostraciéon 19 En el caso de una circunferencia unitaria, es decir, de radio r =1, e

integrando para el primer cuadrante sobre el eje x, es decir, en el intervalo (0, 1) obtenemos

1
Alz/ V1—22dx
0
aplicando el método de sustitucion trigonométrica

Tz = sinf

dr = cos6 db

entonces, al sustituir en la integral anterior, tenemos

1
A = /\/1—x2dm
O1
= /\/1—sin290059d9
0

Haciendo un cambio de limite de integracion, donde x = sinf, se tiene que si

r =1, 0= T
2
1 20
luego, utilizando la identidad trigonométrica cos® 6 = —1—(:% y los nuevos limites
de integracion y finalmente sustituyendo en la integral
/2
A = / cos? 0 db
0
/2] 20
_ / + cos &0
0 2
1 w/2 1 w/2
= —/ d9+—/ cos 260 df
2 Jo 2 Jo

w/2

1 1

0
al multiplicar por 4, obtenemos el drea total del circulo unitario, es decir,

A:4Z—17T

A=

Teorema 20 FEl drea de un circulo con centro en el polo y radio a, cuya ecuacion esr = a,
estd dado por

A = ma?

40



Demostraciéon 20 Sabemos que el drea de una region en coordenadas polares estd dada

por

1 [ N
A=s [ ror

y una circunferencia con centro en el polo y radio a, tiene por ecuacion r = f (0) = a,

haciendo recorrer 0 en el intervalo [0,27] se tiene

1 [ )
A = 5/0 RO

127r2
Azﬁ/orde

1 21
A = =d%0

2 0
A = 7wa?

Otra variante es haber calculado el drea entre 0 y m y después multiplicar por 2, y el

resultado obtenido seria

Teorema 21 FEI drea de un circulo de radio a estd dado por
A=ma

Demostracién 21 La demostracion se hard por medio de las ecuaciones paramétricas de

la circunferencia

r = rcost , y=rsint , 0<t<27

dr = —rsint , dy=rcost
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entonces usando la variante de drea definida por la integral de linea del Teorema de

Green, se tiene
1
A=— % xdy — ydx
2Jc

sustituyendo las ecuaciones paramétricas y sus respectivas derivadas se tiene

1 2T
A = §/ ((r cost) (r cost) — (rsint) (—rsint)) dt
0
1 2m ) . o
= 3 r (cos t + sin t) dt
0
= 7r?

8.1.10. Corona Circular

Teorema 22 Fl drea de una Corona Circular estd dado por

A= (R )

donde R y r son los radios mayor y menor respectivamente (Barnett, 1991).

Demostracién 22 La demostracion se hard desde el punto de vista de coordenadas po-

lares y de acuerdo a la grifica

Figura 18. Corona Circular. (Orozco, 2022)

se obtiene que

R = f(0)
r o= g(0)
0 < #<2r

luego, su drea estaria dada por

A:
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entonces

A =

Que en forma verbal se pudiera interpretar como el producto del nimero w por la

diferencia del radio mayor y menor respectivamente.
8.1.11. Cono
Teorema 23 El drea total del cono es
A=mr(r+g)
donde r y g son el radio y generatriz del mismo (Barnett, 1991).

Demostracién 23 Consideremos el triangulo definido por los puntos (0,0), (r,0) y (0, h)

dada por la siguiente grifica

(r,0)
Figura 19. Cono. (Orozco, 2022)

El drea total del cono serd la suma de la drea de la base y el drea lateral. Sabemos que el

drea de la base es

Necesitamos calcular el drea lateral, para esto, sean los puntos (0,h) y (r,0), su pen-

diente estd definida por
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luego la ecuacion punto pendiente es

h
y—0 = —;(f—r)
y = —ﬁx+h
r

Vamos a integrar respecto al eje y, entonces al despejar x en funcion de y,obtenemos

l’Z%(h—y)

ahora al aplicar la férmula de drea para una superficie de revolucion

A = 2n / df(y) V14 (f () dy
A = 27r/0h<%(h—y) 1—|—<—%>2>dy

4 1
A = 27r/ <%(h—y)ﬁvh2+7’2> dy
0
2 h r
_ AN a2 _
A 7 h —I—T‘/U <7“ hy) dy
2T 5 5 h oy
A = th +7r rdy — Eydy
0 0
2 h
A = —W\/h2+7’2 7“y—Ly2
h 2h” lo
4 = () (W)

h
A = VIR
A = 7rg

De forma similar, si hubiéramos considerado la integracion respecto al eje x, la férmula

del drea de superficie tomariaa la forma

A= [ 1T P

y la funcion a integrar seria

y = ——x+h
,
dy _h
de r
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sustituyendo

2 T
A = ] r2+h2(— 22 4+ hx )
r 0
A = whvr2+h?
A = mrg

De ambos resultados podemos inferir que el drea total del cono es

At == Ab+AL
A, = wr?+7rg

Ay = mr(r+g)

8.1.12. Cilindro

Teorema 24 FEl drea lateral de un cilindro de radio r y altura h estd dada por
A =2nrh

(Leithold, 1991).

Demostracién 24 Consideremos la siguiente grifica definida por los puntos (h,0) y (0, r)

Figura 20. Cilindro. (Orozco, 2022)

En coordenadas cartesiana, consideremos la ecuacion y = f(x) = r y hagdmolas rotar

alrededor del eje x, entonces al aplicar la formula de drea para una superficie de revolucion

A= F @)1+ (7 @)y
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sustituyendo los respectivos limites de integracion y la funcion dada, obtenemos

AL = 27r/0h<r 1+(0)2>dm

A, = 2mra|)

A; = 2mrh

de igual forma, si hubieramos formado un rectingulo de lado r y altura h, con v =

f(y) = h y lo hubiéramos rotados alrededor del eje y,obtendriamos al aplicar la férmula

de drea para una superficie de revolucion

AL

- 27r/f 1+ (f )da

= 27r/ <h 1+ (0 >dx
v (0)

= 2rha|,

= 2mrh

Para ambos casos, el drea total del cilindro es

8.1.13. Elipse

Teorema 25 FEl drea de una elipse con eje mayor a y eje menor b es

(Leithold, 1999).

Demostracién 25 Consideremos la siguiente grifica definida por los puntos (a,0)

en el primer cuadrante

Ay = 24, + A
A, = 27r® + 2nrh
Ay = 27mr(r+h)

A= mab

\—l/(a,m

Figura 21. Elipse. (Orozco, 2022)

y (0.b)
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la ecuacion de la elipse con centro el origen y eje mayor el eje x, estd dada por

$2 y2
¥+b—2:1,a>b

despejando la variable y, obtenemos

b
y:—</a2—:c2

a

luego integrando con respecto al eje x la parte ubicada en el primer cuadrante y multi-

plicando por 4, se tiene
A = 4/a2\/a2—az2 dx
0
A = 4§/a\/a2—x2 dx
0
luego, utlizando sustitucion trigonométrica

z = asind

dr = acosf db

luego, sustituyendo e integrando, obtenemos

4 a

A = —b/ Va2 —a2sin?0 acosf db
a Jo
4h [* 5

A = — \/a2(1—sm 0) acosf db
a Jo

4b [
A = E/ va?cos?0 acosf do
0

4 a
A = —baQ/ cos2 6 db
0

a

haciendo un cambio de limite de integracion

SR

xr =0, 0
0

r = a ,
y utilizando la identidad trigonométrica del cos? 0, se tiene

A = de

2

a

4b 2/”/2 1+ cos 20
_a —
0

1 1 w/2
A = 4dab 59 + ZsinQQ

A = mab

0
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Teorema 26 FEl drea de una elipse con eje mayor a y eje menor b es
A =mab
Demostraciéon 26 Las ecuaciones paramétricas de la elipse son
r=acost , y=bsint , 0<t<27

aplicando la formula de drea de la variante del teorema de Green

1

A:—%xdy—yda:
2Je

sustituyendo las ecuaciones paramétricas y sus respectivas derivadas, obtenemos

1 2w
A = 5/ ((acost) (bcost) — (bsint) (—asint)) dt
1 027r
A = 5/ ab (cos®t + sin®t) dt
0
A = mab

es decir, el drea de una elipse es el produco del nimero m por las magnitudes de los

ejes mayor y menor respectivamente.

8.2. Volumen
8.2.1. Esfera

Teorema 27 El volumen de una esfera estd dada por

4
V= §7T7“3

donde r es el radio de la esfera (Baldor, 2004).

Demostraciéon 27 De acuerdo a la figura

Figura 22. Esfera. (Orozco, 2022)
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se tiene que haciendo girar una semicircunferencia de ecuacion y = \/r? — x? alrededor
del eje = ( eje de revolucion ) y aplicando la férmula del volumen por el método del disco,

se tiene

Vo= [P

V = W/T[ T2—:L'2]2dx

-

V = W/T (r2—x2)dx

T

V = W(/ 7“2d:17—/ ZEQdQZ)

3

Vo= nlrz- L
W{m 3}T

vV = —ar’

Nota: Si de la formula del volumen de la esfera

4
V= §7T7”3

aplicdsemos la derivada del volumen respecto al radio r, se tiene

= 472

dr

la cual es la féormula del drea de la esfera de radio r, es decir

A = 47r?

8.2.2. Cono

Teorema 28 FEl volumen de un cono estd dado por

1
V= §7rhr2

donde v y h son el radio y altura del cono (Baldor, 2004).
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Demostracién 28 Consideremos el triangulo definido por los puntos (0,0), (r,0) y (0, h)

dada por la siguiente grifica

(0,h)

| (r,0)

Figura 23. Cono. (Orozco, 2022)

El volumen del cono lo obtenemos haciendo girar un tridngulo de base r y altura

h alrededor del eje y, de esta manera, la pendiente definida por los puntos (0,h) y (r,0) es

Y2 —
m =

To — Iq

h—0
m =

0—r

h
m = ——

T

de donde, utilizando la ecuacion punto pendiente y el punto (r,0), obtenemos la ecuacion
h

0 = —Z(p—
Y (@ =)
h
y = =5 (x—r)
despejando x de la ecuacion anterior,
hr —ry
Tr =
h

la cual al ser integrada respecto al eje y mediante la formula del disco

VZW/ab[f(x)]zdx

donde sustituyendo la funcion y los limites de integracion, tenemos que
h 2
hr —yr
V = d
h 2
hr —
V =« / ( r yr) dy
0 h

"o 1,y 2,
V = 7r/ (7“ —i-ﬁry —Ery)dy
0

h

1 1
V o= 7riy+ Wﬁy?’ — ﬁr2y2

0
1
VvV = §7Th7“2
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8.2.3. Cilindro

Teorema 29 FEl volumen de un cilindro recto estd dado por
V =mr’h
donde r y h es el radio y altura respectivamente (Baldor, 2004).

Demostracién 29 Consideremos la siguiente grifica definida por los puntos (h,0) y (0,r)

Figura 24. Cilindro. (Orozco, 2022)

De forma similar, obtenemos el volumen de un cilindro circular recto, considerando la
rotacion de un rectangulo de altura h y base r, nuevamente aplicando el método del disco,

se tiene

Vo= w/o (f ()2 dy

h
= 7'('/ r2dy
0

V = mr’h

Observemos que al derivar el volumen respecto a r, se obtiene

ﬂ = A; =27rh
dr

que corresponde al drea lateral del cilindro circular recto. Notemos que el drea lateral

estd dada por

AL = 27rh

y el drea total por

Atotal = AL + 2Abase
= 27rh+ 2 (7rr2)

= 2mr(h+r)
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9. CAPITULO V: INTEGRALES DOBLES

9.1. Area

A lo largo de este capitulo vamos a considerar la siguiente definicién de integral doble

referenciada por (Leithold, 1999)

Vo= iﬁll_l)[);f(ui,vi) NA

Vo= /R/f(:v,y)dA
b d

v [ty iy (1)
d b

Vo= / f(z,y) dx dy (2)

Pero si f (x,y) = 1, entonces, la medida A del 4rea de la regién R se expresa como una

A:/R/dxdy:/R/dydx

integral doble y obtenemos

9.1.1. Rectangulo
Teorema 30 FEl drea del rectingulo es igual al producto de la base por la altura, es decir
A=bh
donde b es la base y h es la altura (Barnett, 1991).

Demostraciéon 30 Consideremos los limites de integracion de acuerdo al esquema de la
figura dada, es decir, con respecto al eje x estd dado por el intervalo (h,0) y con respecto

al eje y, por el intervalo (0,h)

(0,h)

(b,0)

Figura 25. Rectangulo. (Orozco, 2022)
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es decir

hoob
A= / / dxdy
o Jo

al resolver la integral mdas interna, tenemos que
’ b
/ de = z|y=">
0

h
A—/ b dy = by|} = bh
0

Otra variante seria aplicar el Teorema de Fubbini, entonces el drea puede ser calculada

b ph
A= / / dydx
o Jo

al resolver la integral mdas interna, tenemos que
" h
/ dy=vyly ="h
0

b
A:/ h dx = hx|) = bh
0

luego

por

luego

en ambos casos, el orden de las integrales iteradas produce el mismo valor para su drea.

Teorema 31 FEl drea de un tridngulo es igual al semiproducto de la base por la altura, es
decir

Azlbh
2

donde b es la base y h es la altura del tridngulo

Demostracion 31 Consideremos la siguiente grifica definida en el primer cuadrante por
los puntos (b,0) y (0,h)

(0,h)

| (6,0)

Figura 26. Triangulo. (Orozco, 2022)

h
cuya recta tiene por pendiente 3 y cuya ecuacion de la recta es

h
y:—ga:—l—h
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integrando respecto al eje x en el intervalo (0,b) y respecto al eje y por el intervalo

b p—Rath
A= / / dy dx
0o Jo

luego, al integrar la integral mads interna

h
_Ex—"_h —E.’L'—‘rh
/ dy = [ylo®
0

(O, —%:c + h) , se tiene

entonces

bh b
A = —/ -z + h dx
o b 0
L b
A = ——2*+ha
2b 0
h
A = ——b+bh
2 Tt
h
A = —=b+0bh
5 +
A = bh

9.1.2. Tridngulo

Teorema 32 FEl drea de un tridngulo es igual al semiproducto de la base por la altura, es

decir

1
A=—
2bh

donde b es la base y h la altura respectivamente (Baldor, 2004).

Demostraciéon 32 Consideremos la siguiente grifica definida en el primer cuadrante por

los puntos (b,0) y (0, h)

(0,h)

| (b,0)

Figura 27. Triangulo. (Orozco, 2022)
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Tomando los limites de integracion respecto a cada uno de los ejes, se tiene

b %:c
A= / / dydx
0o Jo

integrando la integral mds interna (respecto al eje y), obtenemos

i

finalmente, al integrar respecto al eje x

b
h h
A: — = — 2
/o <bx> ST

9.1.3. Triangulo Equilatero

|

T

hg h
dy =yl§g = 37

Teorema 33 El drea de un tridngulo equildtero es

a- Y3
4

donde [ es el lado del triangulo (Barnett, 1991).

l
Demostracion 33 Consideremos la siguiente grdfica definidas por los puntos (—5, ) , (—, 0

V3
%)

Figura 28. Triangulo Equildtero. (Orozco, 2022)
al igual que para el caso de una variable, consideremos la ecuacion de la recta definida por
[ 3
los puntos (—5,()) Y (O,%l)

y:\/§x+§l

integrando respecto a ambos ejes, obtenemos

o \/@Jr%l
A= / / dy dx
-1/2Jo
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luego

VARG V3z+¥31
dy = [ylo
0
3
_ \/3x+§z

entonces

l/2

A = /0 <\/3_x+§l> da

A = f+/ —ld
—1/2

1/2 2

—1/2 l/2

Al = ?132—{'\/75[1’
—1/2
1
Al = g\/§l2

l
de manera similar, se tiene que para la otra ecuacion definida por los puntos (5, 0)
3
Y (0, §l> se tiene

integrando respecto a ambos ejes

12 p—3a+Y30
= / / dy dz
o Jo

= —\/§$+?l

luego
VA —V3a+1
dy = [ ’0
0
3
= —\/3x+§l
entonces

Ay = /01/2< \/§+\/—_z)
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1/2 1/2
Ay = —/ \/§:L‘—|—/ igl dx
0 0 2
1/2 1/2
Agz—\/§/ x+£/ | dx
0 2 0

1/2
A2 = —?ﬁ—i—?lm
0
1
AQ - g\/§l2

En consecuencia, el drea total es la suma de las dreas de ambas regiones, es decir
A = Al -+ A2
1 1
A = oV VB

A= Y

9.1.4. Tridngulo Isésceles Rectangulo

Teorema 34 FEl drea de un tridngulo isésceles rectangulo es

1
A=ZP
2

donde | es la magnitud del lado igual en el tridngulo isdsceles rectangulo (Baldor, 2004).

Demostraciéon 34 Consideremos un triangulo isdsceles de lado igual [, siendo sus puntos
(1,0) y (0.1) de intercepcion con los ejes x ey respectivamente. De acuerdo a la figura dada

(0,7)

(1,0)

Figura 29. Triangulo Isésceles. (Orozco, 2022)

tenemos que al integrar sobre ambos ejes, se obtiene

l l—z
A= / / dy dx
0o Jo

luego, la integral mds interna es

l—x
/ By = W5
0

= |-z
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entonces

I
A = /(l—a:') dx
0
I
0

I
A = /ldx—/xdx
0

1 l

A = lz—=2°
2 o
1
A = 2P-2P?
l 2[
A = 22

9.1.5. Cuadrado

Teorema 35 El drea del cuadrado es
A=1
donde [ es el lado del cuadrado (Barnett, 1991).

Demostracién 35 Consideremos la siguiente grdfica definida por los puntos (1,0) y (0,1)

(0,0)

(1,0)

Figura 30. Cuadrado. (Orozco, 2022)

Utilizando integrales dobles, se tiene que

1l
A:// dy dx
0o Jo

luego, la integral mds interna es
: !
/ dy = |yl
0

=1

entonces, al integrar respecto al eje x, obtenemos

!
A:/ldx
0
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!
A:l/dx
0

A = x|
A = P

Otra variante consiste en haber integrado respecto al eje y, es decir

I pl
A:// dz dy
0 Jo

luego, la integral mas interna es
: !
/ dr = [z,
0

entonces, al integrar respecto al eje y, obtenemos

!
A:/ldy
0
!
A:l/dy
0

A = Iy
A = 2

Esto nos indica que realizando la integracion a través del eje x o eje y, el resultado

siempre es el mismo.

9.1.6. Rombo

Teorema 36 FEl drea de un rombo es

donde D y d son la diagonal mayor y menor respectivamente (Baldor, 2004)

D D d d
Demostraciéon 36 Consideremos los puntos (0, —5) , (0, 5) , <§,O> , (—5,0) que

constituyen los vértices del rombo de acuerdo a la figura dada
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Figura 31. Rombo. (Orozco, 2022)

Calcularemos las otras ecuaciones de las rectas que estdn por debajo del eje x, es decir,
d D
maciaremos por la recta que estd definida por los puntos (—5, 0) Y (0, —5) , entonces

su pendiente es

Y2—U
m =
To — T
D
—=Z -0
0 —
+2
D
m = ——-:
d

d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (—5, 0) es

Y—Y = m(l'—mo)
D d
10 = -2 (o42)
B D D
A L)

d D
De forma similar, para la recta ubicada entre los puntos (5, 0) Y (0, —5> se tiene

que la pendiente es

Y2 — Y1
m =
To — Iq
O+D
)
2
D
m = —
d
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d
luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (5, 0) es

y—yo = m(z— )

D d

—0 = = _Z

0 = (o)
D D
(R R
d D D D D
integrando en las regiones, definida por los intervalos (—5, 0) Y (—Ex — 5 El‘ + 5) obtenemos
A - Al -+ AQ

0 Dot Ll dj2 Datl
A = / / dy dx+/ / dy dx
—d/2 ,7m,7 0 %mf

Resolviendo la primera integral

Nl|s]

D D
qrty D, D
/ dy = y|52x_22
_D, D d 2
d 2
D n D n D . D
d 2 d 2
5 D n D
= —X _
d 2

luego

0
A = =2 —|—D:13] g
1 1
1
Al - ZdD

De manera similar, para la otra parte de integracion, obtenemos

/2
Ay = / / . dy dx
=3
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al resolver la integral interna

D, D
—grt5 72x+2
dy = ylp! p°

arT2

D, D
d 2
b D D D
R T
_ (DD
- a' "
luego
d/2 D D
Ay = 2( —— —
2 /0 ( dx—i— 2) dx
d/2 D d/2 D
Ay = 2/ ——xdx+2/ — dx
0 d 0 2
D |42
Ay = =4 4 Dzl
d g
1 1
Ay = —=dD+ =dD
2 4d —|—2d
1
Ay = —=dD
luego, el drea total es
A = A1+A2
A = 1olD—i-lalD
4 4
A dx D
2

9.1.7. Romboide
Teorema 37 El drea de un romboide estd dado
A ="0bh
donde b y h son la base y altura del romboide respectivamente (Barnett, 1991).

Demostracién 37 Tracemos un romboide definido por los puntos (0,0), (b,0), (a,h), (a+ b, h)

y de acuerdo a la grifica, se tiene

(a;h) (a+b,h)

I
Figura 32. Romboide. (Orozco, 2022)
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para la ecuacion 1 definida por los puntos (0,0) y (a,h), tiene por pendiente

Y2 — W1
m =
To — Iq
 h=0
 a—0
_h
N a

luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (0,0) es

Yy—%Y = m(@“—ﬂﬁo)
h
-0 = —(x—-0
Y a(x )
h
y = —
a

Para la ecuacion 2 (paralela al eje x), tenemos que

y=~h

y para ecuacion 3, dada por los puntos (b,0) y (a+ b, h) se tiene que la pendiente es

Yo — W
m =
To — Iq
h—0
m = —
a+b—0>
h
m = -
a

luego, la ecuacion punto pendiente en el punto (b,0) es

Y—%Y = m(@“—ﬂio)
h
-0 = —(z-0b
Y a(x )
h hb
y = —r— —
a a

luego, el drea del romboide es la suma de las tres regiones

A = A+ A+ A

a pr(h/a)x b rh a+b p(h/a)x—(bh)/a
A = / / dydx + / / dydx + / / dydx
0 0 a JO b 0
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Para la primer integral

a rh/ax
/ / dydx
0 0

(h/a)x h
/ dy = y|{"" = —a
0 a

“h 1
/ —x dx = = (ah)
0 2

a

b ph
// dydx
a 0
h h
/dy=y|o=h
0

b
/ h dx = hz|’ = bh — ah

a+b p(h/a)x—(bh)/a
/ / dydx
b 0
la integral mds interna

(h/a)—(bh)/a ]
/ dy = gl = 2 (b~ )
0 a

tenemos que

luego

Para la sequnda integral
la integral mas interna
finalmente

Para la tercera integral

finalmente

a

a+b1 1
—/ —h(b—2x) dx = —ah
b 2

Al sumar estos resultados, se tiene

(h/a)x a+b p(h/a)x—(bh)/a
A = / / dyd:t’—i—/ / dydx—i—/ / dydx
0

A = 2 (ah) + bh — ah + ah

A = bh
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9.1.8. Circulo

Teorema 38 EI drea de un circulo de radio r estd dada por
A = 7r?
(Baldor, 2004)

Demostraciéon 38 La ecuacion cartesiana o rectangular de la circunferencia estd dada

por

al despejar la variable y en funcion de x, obtenemos que

y=Vr2— g2

Grdficamente se tiene

Figura 33. Circunferencia. (Orozco, 2022)

Los limites de integracion con respecto a cada uno de los ejes estdn dados por

—-r<z<r

P E<y< /P

Al aplicar integrales dobles, se tiene

A = //dydx
R
=

A —/ / dy | dx
o \J vz

Al calcular la integral mds interna

N
/ dy = 2vVr? — 22
Ve
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luego

A:/ 2vr?2 — x2dx

procedemos a realizar un cambio de variable

(
z=rsinf

dr = rcosf db

T=-r, h=_"
2

r=r I
2

luego, el drea total es

A = /2 (2 r2—r2sin29) rcos df

3
A = 27’2/icos29 df
2
A = 212 (E)
2

Teorema 39 EI drea de un circulo de radio r estd dada por
A= 7r?

Demostraciéon 39 La ecuacion del circulo en coordenadas polares estd dado por

y su drea en coordenadas polares es

A = é/f(@) dr do
A - /O%/OTTdrdQ

2 2w
A:T—/de
2 Jo

4 — 272
2
A = mr?
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Teorema 40 FEl drea de un circulo de radio v estd dada por

7TT2

Demostracién 40 Para facilitar los cdlculos pasamos de coordenadas cartesianas (x,y)

a polares (r,0) empleando el jacobiano r para el cambio de variable,
xr = rcost
y = rsinf
calculemos el Jacobiano (determinante de las derivadas parciales)
Oxr Ox
— r Q0
J (r,0) 9 9
or 00
cos) —rsinf

sinf rcosf

J(r,0) = rcos®f+rsin®d
J(r,0) = r(cos®6+sin®0)
J(r,0) = r

luego al sustituir los limites de integracion y el valor del Jacobiano, tenemos

T 2m
A:// dxdy:// r df dr
c o Jo

entonces, al calcular la integral mds interna

27
/ der = 7“(9|g7r
0

= 27r

finalmente, la integral exterior es

A = /27T7’d7‘
0

— 2‘7"
= 7y,

= qr?

67



9.1.9.

Circulo Unitario

Teorema 41 FEl drea de un circulo de radio unitario estd dada por

(Baldor, 2004).

A=rm

Demostraciéon 41 Como la circunferencia es unitaria, el valor de r =1 y los limites de

mntegracion serdn

—1<z<1

—V1—-22<y<+1—22

al aplicar la férmula de la integral doble y los respectivos limites de integracion, se tiene

A = //dydx
R

1 Vi—z?

A = / </ dy) dx
-1 —/1—22
1

A = / <2\/1—5L‘2> dx
-1

Haciendo el cambio de variable

luego, el drea total es

(

r =sinf
dxz = cosf df
r=-1, [ —
7r2
r=1, 0=—
2

\

A = /i <2 1—sin29)0089d9
2
3
A = Q/FCOSQQdQ
2
4 - 2/2 <1—|—cos29> "
o 2
2
A —

/i (14 cos26) db
T2
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o3
3

A = Wd@—l—/icos%d@
-2 —2

A = 740

A =7

9.1.10. Cilindro

Teorema 42 FEl drea lateral de un cilindro de radio r y altura h estd dada por
A =2nrh
(Barnett, 1991).

Demostracién 42 En coordenadas cilindricas, una parametrizacion estd dada por

x = rcost

y = rsinf

z = u
donde la region de integracion es

0 < 6<2m

0 < z<h

calculemos el Jacobiano (determinante de las derivadas parciales)

0r Or
J(r60) = 35 gz
ar 90

cosf) —rsinf

sind rcosf
J(r,0) = rcos®f+rsin®0
J(r,0) = r(cos®6+sin®0)
J(r,0) = r

luego al sustituir los limites de integracion y el valor del Jacobiano, tenemos

h 2w
// dxdy:// r db dz
R 0o Jo
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luego la integral mds interna

2m
/ rdd = 10"
0

= 27r
finalmente

h
/27r dz = 27T7’Z|g
0

= 2nrh

En consecuencia, el drea total del cilindro

At - 2Ab + Al
A, = 27r? +27rh
At = 27r (7’ + h)

9.1.11. Sector Circular

Teorema 43 El drea de un sector circular estd dada por
1
A= —0R?
2
donde R es el radio y 0 el angulo del sector circular (Baldor, 2004).

Demostraciéon 43 El cdilculo del drea de un sector circular lo podemos obtener mediante
el empleo de integrales dobles, en la figura siguiente, tenemos un sector circular de radio

R y dngulo «

% / \\‘I'|

Figura 34. Sector Circular. (Orozco, 2022)

de aqui, utilizando el Jacobiano, se tiene

Az//rdrd@
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entonces

arq R
A = |:—7“2:| dr df
2 1o
1 [,
A = = R* df
2 Jo
1
A = —0R?
2R

9.1.12. Esfera
Teorema 44 Fl drea de una esfera estd dada por
V = 4mr?
donde 1 es el radio de la esfera (Baldor, 2004).

Demostraciéon 44 La ecuacion cartesiana o rectangular de la esfera estd dada por

x2+y2+z2:a2

al hacer
fley) =va?—a?—y?

obtenemos la ecuacion de la semi-esfera. Al calcular sus derivadas parciales, obtenemos

—X
fa(z,y) =
( ) /02—$2—y2
—y
fy(zy) =
y (7,9) Zo

sin embargo, f. (x,y) y f,(z,y) no estin definidas en el circulo x>+ y* = a?, ademds el

drea de la superficie estd dada por

// VU @) + 1y (o) + 1 do dy

entonces, al utilizar las derivadas parciales y la férmula anterior, obtenemos

dx dy

I s
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al usar ahora coordenadas polares y el Jacobiano, la expresion anterior toma la forma

b 2w
a
A = lim —————r dr df
b—a— /0 /0 \/@2 — 7’2

A = 2ma lim

[
— dr
o Jo Va2 =12

b
A = 27a lim [—\/@2—7"2}

b—r— 0
A = 2ma blirq (\/ﬁ —Va? — b2)
A = 2mr?

al multiplicar por 2, obtenemos el drea total de la esfera, el cual equivale a
A = dnr?

Es decir, el drea de la superficie de una esfera es cuatro veces el drea de su seccion transver-
sal, es decir, el drea de superficie de una esfera de radio a es cuatro veces el drea del circulo

que la genera. Este fue uno de los grandes descubrimientos de Arquimedes en el siglo III

a.C.
Teorema 45 Fl drea de una esfera estd dada por
V = 4mr?
donde r es el radio de la esfera.

Demostraciéon 45 La ecuacion de la esfera en coordenada cartesiana o rectangular es

2?2 +y2+2% = R, utilizando coordenadas esféricas y parametrizando dicha curva, obtenemos

xr = rsinfcos¢
y = rsinfsin¢
z = rcosf

donde la region de integracion estd dada por

o o
IN N
o S
A A
A

o
IN
)
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calculemos el Jacobiano

21
) ) Yy
J(r,0,¢9) = o 90 9o

or 00 0¢

sinffcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing

= | sinflsing rcosfsing rsinfcoso

cos —rsinf 0

= r?siné

Para calcular el drea, calcularemos el recinto recorrido por la parametrizacion conr = R.

Calculamos la integral haciendo el cambio de variable con el jacobiano, entonces

T 2m
// dxdy = / / r?sin@ do df
S o Jo

ahora, al calcular la integral mas interna se tiene

2m
/ r?’sinf d¢p = r?sin 9¢‘§W
0

= 2mr?sinf
luego
/7r 2mr?sinf df = —2mr? cos 9}3
0 = 4nr?
9.1.13. Cubo
Teorema 46 FEl drea del cubo estd dada por
V = 6a?

donde a es el lado del cubo (Barnett, 1991).

Demostracion 46 Cada cara del cubo es un cuadrado, luego su drea es

A:6//dyda:
o Jo
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entonces, la integral mds interna es

finalmente

9.1.14. Elipse
Teorema 47 FEl drea de una elipse con eje mayor a y eje menor b es
A = rab
(Barnett, 1991).

Demostracién 47 Consideremos la siguiente grifica definida por los puntos (a,0) y (0.b)

\J—/(a,m

Figura 35. Elipse. (Orozco, 2022)

2 2
+ Yo , a > b, despejando la variable

a? b2

en el primer cuadrante

La ecuacion de la elipse estd dada por
y,obtenemos

b
y=+—-va®—2?
a

luego integrando la parte ubicada en el primer cuadrante y multiplicando por 2, se tiene

a p2vVaZ—z2
A=2 / / dy dz
0 J—b\/a2=32
integrando la integral mds interna

b

b /a2 42

a d o g a2 —z2
y = yl* W22

_3./a2_l,2 a

b
= 2-Va?— 22
a
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ahora
“ b
A = 2/ 2—va? — x? dx
0 a
4 [
A = — va? —x2 dx
a Jo
utlizando sustitucion trigonométrica

Tz = asind

dr = acosf db

luego

4h [*

A = —/ Va2 —a2sin?0 acosf db
a Jo
4b [ 5

A = — \/aQ(l—sm 0) acosf db
a Jo

4b [
A = ;/ va?cos?8 acosf do
0

4 a
A = —baQ/ cos2 6 db
0

a

haciendo un cambio de limite de integracion

Ny @

z = 0

0
r = a , 0

y utililzando la identidad trigonométrica del cos® 0, se tiene

A:

4_1)@2/”/2 14 cos 260 "
0

a 2
/2

1 1 .
A = 4ab§9+zsm2«9

0
A = mab

9.1.15. Prisma Rectangular
Teorema 48 FEl drea de un prisma rectangular es
A =2 (ab+ ac+ bc)

donde a, b, c son las magnitudes de los lados (Baldor, 2004).
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Demostraciéon 48 De acuerdo a la figura

Figura 36. Prisma Rectangular. (Orozco, 2022)

y por integrales dobles (para el recténgulo definido por la region [0, a] y [0,0])

a b a b
2//dyda7:2/ (/dy) dx
o Jo 0 0
k b
/ dy =yl
0

luego

pero

a b a
2/ (/dy) dx—Q/bdx
0 0 0

= 2ab

de igual manera (para el rectdngulo definido por la region [0,a] y [0,c])

2//dzdx:2/ (/dz) dx
o Jo 0 0
/dz = 2|,
0

luego

pero

2/ (/dz)dx:2/cdx
0 0 0

= 2ac

finalmente (para el rectdngulo definido por la region [0,b] y [0,c]|)

b c b c
2//dzdy—2/ (/dz) dy
o Jo 0 0
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luego
/ dz = z|g
0

pero

b c b
2//dzdy:2/cdx
0o Jo 0

= 2bc

en consecuencia, el drea total del prisma rectangular es

a b a c b c
A = 2//dydw+2//dzdx+2//dzdy
0 0 0 0 0 0

A = 2ab+ 2ac+ 2bc
A = 2(ab+ ac+ be)

9.2. Volumen
9.2.1. Esfera

Teorema 49 (Volumen de la esfera por integrales dobles)
El volumen de una esfera estd dada por

4
V= §7TT‘3

donde 1 es el radio de la esfera (Baldor, 2004).

Demostraciéon 49 Sabemos que la ecuacion cartesiana o rectangular de la esfera estd
dada por
? +y*+ 2" = R?
al despejar la variable z, obtenemos

z=+/R?— 12 — 2

Como se estd considerando la semiesfera positva, se multiplicard por 2, para obtener

el volumen completo de la misma, es decir

V:2/ VR?— 22 —y? dx dy
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utilizando coordenadas polares (z* + y* = r?) y el Jacobiano (r drdf), se tiene que

Vo= 2//\/mrdrd9
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10. CAPITULO VI: AREAS EN COORDENADAS
POLARES

10.1. Cardiode

El cardiode es una figura polar muy conocida y tiene la forma de un corazén, su

ecuacién estd dada por algunas de estas expresiones

a=+ acosf

a+tasinf

Teorema 50 El drea del cardiode de la forma r = a + acosf, donde a € R estd dado por

A= gﬂaQ

(Bers, 1972)

Demostraciéon 50 El drea de una figura polar estd dada por

B
A=s [ wor

. . . . . . s .
al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 0 < 5 5¢ tiene

1 ™
A = 25/ (a+acosf)’ df
0

A = / (a200829+2a2c056’+a2) df
0

A = /a2c0829d9+/ (2a20059) d9+/ a® do
0 0 0

1
A = §7ra2+0+7ra2
3 5

= §7TCZ

Otra variante es haber considerado tomar el limite de forma completa, es decir 0 <

0 < 2w, también obtendriamos

1 27
A:—/ (a+acosh)’ db
2 Jo
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1 21
A = 5/ (a200829—|—2a2c089+a2) df
1 ’ 27 27 27
A = —(/ a200829d0+/ (2@20089) d9+/ a? d@)
2 \Jo 0 0
1
A = 5(7m2—|—0+27m2)
A = gﬂaz

Podemos notar que independientemente de la eleccion de los limites de integracion el

valor del drea es igual.

Teorema 51 FEl drea del cardiode de la forma r = a + asinf, donde a € R estd dado por

A= —7a?

2
(Bers, 1972)

Demostraciéon 51 El drea de una figura polar estd dada por

B
A=s [ wor

. . .. . . . 7T m .
al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que —5 <0< 5 5¢ tiene

1 w/2 )
A = 2—/ (a+asinf)” db

2 —m/2
w/2
A = / (aQSin26’+2a28in6+a2) do
—7/2
w/2 w/2 w/2
A = / a®sin® @ d9+/ (2a®sin 6) d9+/ a® df
—7/2 —7/2 —7/2
1
A = §7TCL2—|—O+7T(12
3
A = §7TCL2

Otra variante es haber considerado tomar el limite de forma completa, es decir 0 <

0 < 2w, es decir

1 27
A = -/ (a + asinf)® do
2 Jo
1 27
A = 5/ (azsin29+2a2sin9+a2) do
0
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1 271 27 21
A = = (/ a’sin’ # d@—i—/ (2a281n9) d9+/ a? d@)
2 \Jo 0 0
1
A = 3 (7ra2 + 0+ 27?@2)
A = §7Ta2
2

Podemos notar que independientemente de la eleccion de los limites de integracion el

valor del drea es igual.

10.2. Lemniscata

Teorema 52 FEl drea de la lemniscata de la forma r* = a®cos (20), donde a € R estd
dado por
A= d?
(Leithold, 1999)

Demostraciéon 52 El drea de una figura polar estd dada por

1

B
A=s [ wor

. . ., . . . ™ .
al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 6 < — se tiene

4
1 w/4
A = 4 5/ a® cos (26) df
0

w/4
A = 2a2/ cos (20) do
0

A = 2a2lsin (26) "
T2

0

A = a°

Otra variante es haber considerado el valor del dngulo 0, entre —

1 w/4
A = 2 —/ a? cos (20) db
2 —7/4

w/4
A = a2/ cos (260) df

—7/4

cual

w/4

1
A = a2§ sin (26)

—7/4
A = 4

81



Podemos notar que independientemente de la eleccion de los limites de integracion el

valor del drea es igual.

Teorema 53 El drea de la lemniscata de la forma r? = a?sin (20), donde a € R estd
dado por
A=ad?

Demostraciéon 53 El drea de una figura polar estd dada por

1

B8
AZE/Q (f (0))* do

. . . . . ™ .
al aplicar integracion en la férmula anterior y considerando que 0 < 0 < — se tiene

-2
1 /2
A = 2 —/ a”sin (260) do
2 Jo

/2
A = a2/ sin (20) do
0

/2

1
A = —a2§ cos (20)

0
A = a?

T
Otra variante es haber considerado el valor del dngulo 0, entre 0 < 0 < T con lo cual

1 /4
A =4 —/ a’sin (260) do
2 Jo

w/4
A = 2ad? / sin (26) df
0

se obtiene

w/4
0

A = —d’cos(20)|
A = a®

Podemos notar que independientemente de la eleccion de los limites de integracion el

valor del drea es igual.

10.3. Rosa

Teorema 54 El drea de la Tosa de la forma r = acos (k) , donde a € R y k € N par estd
dado por
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(Piskunov, 1980)

Demostraciéon 54 El drea de una figura polar estd dada por

I 9
A=5 [ (f(9))" a0
al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 0 < 27 se tiene
1 2
A = —/ a® cos® (k0) do
2 Jo

2T
4 - lag/ (1+0032k6) &0
2 /s 2

1 2m
A = —a2/ (1 + cos2kd) df
0

4
A = 1a29+isin(2/§9) -
4 8k 0
A = ga2

Teorema 55 El drea de la rosa de la forma r = acos (kf), donde a € R y k € N impar

estd dado por
T 2

A:Za

Demostraciéon 55 El drea de una figura polar estd dada por

I 2
A= [ @) @
al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 0 < 7 se tiene
1

A = —/ a® cos® (k) do
2.Jo

4 - 1a2/ (1+cos,2k:9) "
2" J, 2

1 ™
A = —a2/ (14 cos2k6) df
0

4
1 1 T
A = Za29 - % sin (2k6) 0
A = %aQ
Teorema 56 El drea de la rosa de la forma r = asin (k0), donde a € R y k € N par esta
dado por
A=Tg2
2
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Demostraciéon 56 El drea de una figura polar estd dada por

B
A=s [ wor

al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 0 < 27 se tiene

1 27
A = —/ a®sin® (k0) do
2 Jo

27 _
A = 1a2/ (10—05%9) do
2 0 2

1 27
A = —a2/ (1 — cos2k0) do
0

4
1 1 27
A = ZaQQ ~ % sin (2k0) )

Teorema 57 El drea de la rosa de la forma r = asin (kf), donde a € R y k € N impar

estd dado por
A= =d*
2

Demostraciéon 57 El drea de una figura polar estd dada por

B8
A=§L<ﬂm o

al aplicar integracion en la formula anterior y considerando que 0 < 0 < 7 se tiene

A = l/ a®sin? (k0) do
2.Jo

4 - laZ/ <1—cos2k6’> "
2%, 2

1 s
A = —a2/ (1 — cos2k0) do
4 Jo
1 1 "
A = ~a*) — —sin(2
4@9 ok sin ( k@)o
= %(],2
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11. CAPITULO VII: LONGITUD DE CURVAS

11.1. Circunferencia

Teorema 58 La longitud de la circunferencia de centro el origen y radio r, con ecuaciones

paramétricas v = rcost , y =rsint es
L =2nr
(Anton, 1997)
Demostraciéon 58 Sabemos que las ecuaciones paramétricas de la circunferencia son
r=rcost, y=rsint
y sus derivadas respectivas respecto a t son
dr = —rsint; dy = rcost

aplicando la férmula de la longitud de una curva dada por ecuaciones paramétricas, se

L= /ab \ (dz)? + (dy)?dt

tiene

luego

2m
L = / \/(—rsint)2+(rcost)2dt
0

27
L = / Vr2sint? + r2 cos t2dt
0

2m
L = / /72 (sin 2 + cos 12)dt
0

27
L:/\/ﬁdt
027r
L—T/ dt
0
L = 27nr

Teorema 59 La longitud de la circunferencia de centro el origen y radio unitario, con

ecuaciones paramétricas x = cost , y = sint es
L =2m
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Demostraciéon 59 Sabemos que las ecuaciones paramétricas de la circunferencia unitaria
son

x =cost , y=-sint

y sus derivadas respectivas son

dx = —sint; dy = cost
aplicando la formula de la longitud de una curva para ecuaciones paramétricas, se tiene

b

L= / J(do)? + (dy)2dt

luego
2w
L = / \/ (dz)? + (dy)*dt
0

27
L = / \/(— sint)? + (cost)’dt
0
27

- [
0

= 27

Otra cosa importante es que podemos notar que derivando el drea de la circunferencia

respecto al radio, obtenemos la longitud de la misma, es decir:

A = mr?
dA
% = 271'7"
L = 27ur

Teorema 60 La longitud de la circunferencia de centro el origen y radio r, con ecuacion

22+ y? =12 es

L =2nr

Demostracién 60 La longitud de arco de una curva definida por la ecuacion y = f(x)

b 2
L:/ 1—1—(@) dx
“ \/ dx

estd dada por
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luego

24yt = 2
2zdx +2ydy = 0
dy @
de Y

sustituyendo en la formula dada e integrando en el intervalo —r < x <r

r 2
L = / ,/1+<—5> dx
L y
r 2 2
L = / S e
S\

pero recordemos que x% 4+ y? = r? entonces y? = r?> — x? de aqui

r \/ﬁ

L = ,r——ﬂ—aﬁdx
" r
L = 2 ——dx
/o Jr2 _ 12

Al aplicar una propiedad de integracion

Tf(x) dxz?/orf(z) dx

obtenemos
T /T2 T r
L:/ —dx:2/ —dx
—r VT2 — 22 0o Vr2—a?
al utilizar la sustitucion trigonométrica r = rsinf, junto con su derivada dxr =

rcosf df, y al realizar un cambio de limite, se tiene

L = rcosf df

2/~7r/2 r
o ViT=iTsmo

2/#/2 r
0 4 /r? (1 — sin? 9)
m/2
L = 27“/ do
0

L = 2r6’|g/2

L = rcosf do

= 7r
ahora, multipliquemos por 2, para obtener la longitud total de la circunferencia
L =2nr
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Teorema 61 La longitud de la circunferencia de centro el origen y radio r, con ecuacion
4yt =1r?es

L =2nr

Demostracién 61 La longitud de arco de una curva definida por la ecuacion x = f (y)

estd dada por

luego
2yt = o2
2zdx +2ydy = 0
dr Y
dy

sustituyendo en la féormula dada e integrando en el intervalo —r < y <r
r 2
L = / Vit (-2) ay
r T
r 2 . 2
L = / \/ L —zy dy
r x
pero recordemos que x% 4+ y? = r? entonces 22 = r? — y? de aqui
T 1.2 + 2
L = / \/ 5 Y dy
y x
" r
_r Tt —vy
" r
4 / Ty
0 /12— 2

al utilizar la sustitucion trigonométrica y = rsinf , dy = rcosf df, haciendo un

I =

cambio de limite de integracion, se tiene

L = rcosf do

4/T !
0o Vr2—1r2sinf

/2
L = 47’/ do
0

L = 467
L = 2nr
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Teorema 62 La longitud de la circunferencia de centro el origen y radio r, es
L =2nr

Demostracion 62 Usaremos una integral curvilinea para calcular la longitud de la cir-

cunferencia, consideremos la region parametrizada por
C (0) = (rcosf, rsind)

luego

C'(0) = (—rsiné, rcosh)

ahora, tomando la norma de este vector, se tiene

IC' @ = \/(~rsin)? + (rcos )’
= \/TQSin29—|-T2COS29
= \/7"2 (sin® 6 + cos? 6)
N

= r

la integral curvilinea es, con f (C(0)) =1

L_jffds

L - 74 £ Ccoc o)

11.2. Cardiode

Teorema 63 La longitud de la cardiode r = a + a cosf estd dada por
L =8a

(Lang, 1990)
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Demostraciéon 63 La longitud de una curva dada en coordenada polar estd dada por

o

considerando la ecuacion de la cardiode, derivando y sustituyendo en la integral anterior

se tiene

L = 2/ \/(a+a0089)2+(—asin0)2d0
0

L = 2/ Va2 + 242 cos 0 + a2 cos? 0 + a2 sin? 0d
0

L = 2/ \/a2+2a20089+a2cos29+a2sin20d0
0

L = 2/ \/a2+2a2cosﬁ+a2(cos2t9+sin2t9)d0
0

L = 2/ V242 cos 0 + 2a2df
0

L = 2\/§a/ VcosO + 1d6

L = / \/200822610

L = 2(\/5) a/o cosgdG

= &8asin —

0
L = 8a

Teorema 64 La longitud de la cardiode r = a + asinf estd dada por
L =282
Demostraciéon 64 La longitud de una curva dada en coordenada polar estd dada por

B dr\?
e 2 _—
L /a “T +(d0) df

considerando la ecuacion de la cardiode, derivando y sustituyendo en la integral anterior

se tiene

L = 2/ \/(a+asin9)2+(a0089)2d9
0

L = 2/ \/a2—1—2a251n9+a281n29+a200829d¢9
0
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L = 2/ \/a2+2a2sin9+a2 (sin® 6 + cos? 6)db
0

L = 2/ V2a2 + 2a2 sin 0dh
0

L = 2/ Vv 2a? (1 +sind)df
0

L = 2\/5@/ v 1 + sin 0d6
0
L = 8\/5@

11.3. Astroide

Teorema 65 La longitud del astroide dada en ecuaciones paramétricas v = acos> 6, y =
asin® 0 estd dada por

L =6a

(Leithold, 1999)

Demostraciéon 65 Sabemos que derivando las ecuaciones paramétricas dadas respecto a

0 obtenemos

dr = —3acos®fsinb

dy = 3asin®fcosf

ademds la longitud de una curva por ecuaciones paramétricas estd dada por

- [V @r @ a

entonces, calcularemos la longitud de la curva en el primer cuadrante y multiplicaremos

por 4 para tener la longitud total

w/2 5
L = / \/ —3acos? fsin h)* + + (3asin®6@ cosd)” db

L = / \/9a2 cos? 0sin? 0 + 9a2 sin* 0 cos? 0 df
0

/2
L = 4 / \/QOL2 cos? 0 sin? (0052 0 + sin® 9) do
0

/2
L = 4/ \/9a2c082951n29 do
0
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w/2
L = 4/ 3acosfsinf do
0
w/2
L = 12a/ cosfsinf db
0
haciendo un cambio de variable

u = sinf

du = cos0 dbf

luego
w/2
L = 12a/ cosfsinb db
0

w/2
L = 12a/ u du
0

12
L = —au?
2
L = 6asin29{g/2
= 6a

Otra variante consiste en aplicar un cambio de limite de integracion, sabiendo que las

ecuaciones

u = sinf
du = cos0 db
se pueden transformar por
0 =0 , u=0
0 = T , u=1
2

luego la integral se puede expresar por

1
L = 12a/udu
0

12

L = —au?
2

= 6aul,
L = 6a
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12. CAPITULO VIII: VOLUMEN (INTEGRALES
TRIPLES)

En este capitulo vamos a considerar las férmulas referenciadas por (Leithold, 1999)

respecto a la integral triple como

vV = lim Zf(ui,v,-,wi) AZV
i=1

I1A]—=0

Vo= //R/f(w,y,Z) av
vV = /ab/cd/eff(:c,y,z) dy dx dz (3)

Pero si f (z,y,z) = 1, entonces, la medida del volumen V' sobre la regién R se expresa

como una integral triple y obtenemos

Vo= //R/dv
Vo= //R/da:dydz

notemos que el diferencial de volumen dV se puede expresar por las siguientes formas

dV = dx dy dz
dV = dx dz dy
dV = dydxr dz
dV = dx dz dx
AV = dzdz dy
dV = dx dz dy

es decir, para el caso de 3 variables se tiene 3! de expresar el diferencial de volumen.

12.1. Prisma Rectangular

Teorema 66 FEl volumen de un prisma rectangular estd dado por
V = abc
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donde a,b, c son las dimensiones del prisma (Baldor, 2004).

Demostraciéon 66 De acuerdo a la figura

Figura 37. Prisma Rectangular. (Orozco, 2022)
y por integrales triples, el volumen del prisma rectangular se puede expresar por

a b c
V:/// dz dy dx
o Jo Jo

luego, la integral mas interna es
/ dz = z|g
0
de igual manera, la integral intermedia es
’ b
[ ew = o
0

finalmente, la integral exterior es

/ be der = bex|;
0

= abc
en consecuencia, el volumen del prisma rectangular es
V = abc

es decir, el producto de sus tres dimensiones (alto, largo y ancho).
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12.2. Cubo

Teorema 67 FEl volumen de un cubo estd dado por
V =ad
donde a es la arista del cubo (Barnett, 1991).

Demostraciéon 67 De acuerdo a la figura

a

Figura 38. Cubo. (Orozco, 2022)
y por integrales triples, el volumen del cubo es

V:/// dx dy dz
o Jo Jo

luego, la integral mds interna
a
a
/ dr = x|,
0

de igual manera, la integral intermedia

/ ady = ayly
0

finalmente, la integral exterior

a
a
/ a’> dz = a22|0
0

= a3

en consecuencia, el volumen del cubo es el producto de sus tres dimensiones (las cuales

son todas iguales, ya que sus caras son cuadrados), es decir

V = axaxa

vV = o
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12.3. Esfera

Teorema 68 El volumen de una esfera estd dada por
V= gm"?’
donde 1 es el radio de la esfera (Baldor, 2004).

Demostraciéon 68 Las ecuaciones esféricas en el espacio tridimensional estdn dadas por

r = rsin¢cosf
y = rsingsinf
Z = Trcoso

calculemos el Jacobiano (determinante de las derivadas parciales)

5 52
Y ) Y
J(r,¢,0) = o 96 00
ar 0¢ 00
singcosf rcos¢sinf —rsin¢sind
J(r,0,6) = | singsinf rcos¢sinfd rsin@sinf
cos ¢ —7rsin¢ 0

desarrollando el determinante por la tercer columna se tiene

wr .
J(r¢,0) = (—rsinfsing)| sing 1 cos ¢sin
€os ¢ —rsin¢

— (rcosfsin §) singcost rcosfcosg

cos ¢ —rsin ¢
J(r,¢,0) = (—rsingsing) (—r sin® ¢ sin @ — rsin  cos? gb)
— (rcos@sin ¢) (—rsin® ¢ cos§ — r cos® ¢ cos 6)

J(r,¢,0) = r’sing

luego

de dy dz = r*sin¢ dr d¢ df
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T R 21
/// dxdydz:/ / / r?sin¢ df dr do
v o Jo Jo

ahora
2 9
/ r’sing df = (7“2 sin ¢) 6|OW
0
= 2mr’sin¢
luego
R P3|
/ 2rr?sing dr = 27sing—
0 3 1o
3
= 9rsind—
7 sin ¢ 5
finalmente

™ 3
V = /27rsinq§R— do
0 3

™

3
V = —2#% coS ¢

0

4
V = §7TR3

12.4. Piramide
Teorema 69 FEl volumen de una pirdmide estd dada por
1
V =-Ah
341
donde Ay, h,son el drea de la base y la altura respectivamente (Barnett, 1991).

Demostraciéon 69 FEstableceremos los limites de integracion para cada uno de los ejes del

espacio
5(-7) < e=5(0-7)
2 n) = =9 h
b z b z
__ _2) < < Z _Z
2(1 h) = y—2(1 h>
0 < z<h
entonces
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entonces

- 20-7)- (40-9)
- 307309
- o(-3)

Finalmente
h 2
Vo= /062<1—%> dz
h
Vo= /062(1—2%+ZZ) dz
1
V = ngh
12.5. Cono

Teorema 70 El volumen del cono estd dada por

1
V= gszh

donde R, h,son el radio y la altura respectivamente (Barnett, 1991).

Demostracién 70 Utilizando coordenadas polares para poder parametrizar correctamente

la base circular, obtenemos

0 < <27
z
0 < r< (1--)
= s h
0 < z<h
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luego hacemos el cambio de variable a polares con Jacobiano r

h rR(1-%) for
/// dxdydz:// / r df dr dz
1% o Jo 0

entonces
27
/ rdd = rof
0
= 27r
luego
R(1-%) :
/ Vorr dr = 7rr2|é%<1_ﬁ)
0
2
- (i-5)
Finalmente
h 2\ 2
V = TR? (1——) dz
0 h
h 2
z oz
Vo= RP(1-22+2) 4
/o g ( h+h2) :
1
V = g’ﬂ'RZh

12.6. Cilindro

Teorema 71 El volumen del cilindro estd dada por
V = 1R*h
donde R, h,son el radio y la altura respectivamente (Barnett, 1991).

Demostracion 71 Utilizaremos los siguientes limites de integracion

0 < 6<2r
0 < r<
0 < z

luego hacemos el cambio de variable a polares con Jacobiano r

h R 2
/// dxdydz:/// r df dr dz
v o Jo Jo
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entonces

2T
/ rdfd = rof
0

= 27r

luego
R R
/ 2nr dr = WTQ}O
0
= 7wR?
Finalmente
h
V = / TR? dz
0
V = WRQZ‘Z
V = wR%h
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13. CAPITULO IX: ANALISIS Y DISCUSION DE
RESULTADOS

Los resultados obtenidos sobre el cédlculo de dreas y volimenes de figuras geométricas

Son:

1. Para el capitulo III: Sélidos Platénicos, se demostraron 5 férmulas de édreas y 5
férmulas de volimenes, totalizando un total de 10 resultados por medios netamente

geométricos.

Se utilizaron resultados referente al drea del tridngulo equildtero y del poligono
regular, ademds de algunas propiedades geométricas relativas al calculo de drea y

volimenes de poligonos regulares.

2. Para el capitulo IV: Integral en una variable, se demostraron 16 férmulas de dreas
y 3 férmulas de volumenes, totalizando un total de 19 resultados por medio de la

integracién en una variable.

Se aplicaron propiedades de la integral definida, asi como cambio de variable en
coordenadas polares, también se manifesté la utilizacién de distintos métodos de
integracién, entre ellos: integracién por partes, sustituciones trigonométricas e inte-
grales trigonométricas. Vale senalar que para el caso de la circunferencia y la elipse
se demostraron de varias formas las férmulas de dreas. Se utilizaron diversas equiva-

lencias trigonométricas de manera que los resultados fueran maés féciles de trabajar.

3. Para el capitulo V: Integrales dobles, se demostraron 19 férmulas de dreas y 1 férmula
de volumen, totalizando un total de 20 resultados por medio de la integracién en dos

variables.

Se emplearon diversas propiedades de la integral doble, asi como cambio de variable
en coordenadas cilindricas y esféricas, también se manifest6 la aplicacién de la inte-

gracion iterada y diversos métodos de integracion, entre ellos: integraciéon por partes,
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sustituciones trigonométricas e integrales trigonométricas. Se senala que para el ca-
so de la circunferencia y la esfera, se obtuvieron diversas formas de demostraciones.
También se utilizaron diversas equivalencias trigonométricas, entre ellas las relativas

al cos? 6.

. Para el capitulo VI: Areas en Coordenadas Polares, se obtuvieron 8 resultados fun-
damentales, 2 para la cardiode, 2 para las lemniscata y 4 para las rosas, totalizando

8 férmulas de dreas, todas ellas desarrolladas por integraciéon en una variable.

. Para el capitulo VII: Longitud de Curvas, se obtuvieron 8 resultados fundamentales,
5 para la circunferencia, 2 para las cardiodes y 1 para el astroide, totalizando 8
férmulas de longitud de curvas, todas ellas desarrolladas por integraciéon en una

variable.

. Para el capitulo VIII: Integrales triples, se demostraron 6 férmulas de volumen, todas
ellas desarrolladas por integracién en tres variables. Estas corresponden a los cuerpos

geométricos : Prisma Rectangular, Cubo, Esfera, Pirdamide, Cono y Cilindro.

Se utilizaron diversas propiedades de la integral triple, asi como cambio de variable
en coordenadas cilindricas y esféricas, también se manifest6 la aplicacién de la inte-
gracioén iterada y diversos métodos de integracion, entre ellos: integracion por partes,

sustituciones trigonométricas e integrales trigonométricas.
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14. CONCLUSIONES

Luego de haber realizado el anélisis detallado de la informacién recabada en torno a
la investigacion se llegé a las conclusiones siguientes de acuerdo al orden de los propdsitos

previstos:

Con relacién al objetivo especifico 1: Inferir diversas estrategias de demostraciones
utilizando el cédlculo diferencial e integral en una y varias variables, referido al cédlculo de

dreas y volumenes de figuras geométricas.

1. Aplicacién de propiedades fundamentales de integracién en el desarrollo constructivo

de una férmula de drea o volumen.

2. Formulacién de argumentos explicativos y légicos que permiten la narrativa de la

demostracion Matemadtica.

3. Aplicacién de procesos de integracién en las demostraciones de dichas férmulas de

dreas o volumenes.

4. Procesos de deduccion e induccién en los raciocinios del pensamiento l6gico matemaéti-

CO.

5. Uso de simbologfa y de procesos analiticos en la construccién de las demostraciones.

Con relacién al objetivo especifico 2:. Combinar diversos métodos de integracién en la

construccién de los teoremas referidos a dreas y volimenes de figuras geométricas.

1. Vinculacién de diferentes métodos de integracién para el desarrollo del teorema.

2. Demostrar un teorema de drea o volumen mediante diversas teorias de integracion

en una y varias variables.

3. Generalizacion de procesos abstractos que permitan inducir o deducir ciertas rela-

ciones propias de los objetos matematicos.

4. Disponibilidad de los conocimientos matematicos en el desarrollo demostrativo de

un teorema.
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5. Capacidad de poder discernir y elegir procesos o métodos demostrativos de acuerdo

a la naturaleza del problema.

6. Posibilidad de poder aplicar diferentes técnicas matemaéticas para la solucién de un

determinado problema.
En esta fase conclusiva se puede afirmar:
1. El presente trabajo de investigacion contiene

a) 5 férmulas de dreas demostrada por medio de la geometria euclidea.

b) 5 férmulas de volimenes demostrada por medio de la geometria euclidea.

d) 10 férmulas de volimenes por medio de integracién en una y varias variables.

)
)
¢) 35 férmulas de dreas por medio de la integracién en una y varias variables.
)
e)

8 férmulas de dreas en coordenadas polares por medio de integracién en una

variable.

f) 8 férmulas de longitud de curvas por medio de integracién en una variable.

2. En consecuencia, se demostré 71 férmulas de dreas, voliimenes y longitud de curvas,
todas ellas desarrolladas por integracién en una, dos y tres variables y utilizando

diversos tipos de coordenadas: cartesianas, cilindricas y esféricas.
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15. RECOMENDACIONES

En relacion al trabajo de investigacién se proponen las siguientes recomendaciones:

1. Propiciar en los futuros doctorandos la necesidad de realizar investigaciones en las

diferentes disciplinas de las Matematicas.

2. Promover la utilizacién del cdlculo diferencial e integral en las demostraciones de
férmulas de dreas y volimenes en los salones de clases de pregrado y de grado en las

aulas universitarias.

3. Promover en las carreras de grado universitario, especificamente en Matemética, la

publicacion de resultados investigativos de la especialidad de Matemadtica.

4. Estimular la apertura de nuevas lineas y dreas de investigacion.
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17. ANEXOS

17.1. Area

1. Area del Recténgulo

A =0bh
2. Area del Tridngulo
Azt
2
3. Area del Tridngulo Equildtero
4o V3p
4

4. Area del Trigngulo Isésceles Rectangulo

1
A= =2
2
5. Area del Cuadrado
A=
6. Area del Rombo
A:de
2
7. Area del Romboide
A =Dbh
8. Area del Circulo
A = 71r?
9. Area del Circulo Unitario
A=
10. Area de la Corona Circular
A=n (R 1)
11. Area total del Cono
A=nr(r+g)
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12. Area lateral de un Cilindro

A=2nrh
13. Area de la Elipse
A = mab
14. Area del Sector Circular
1
A=—0R?
2
15. Area del Trapecio
. (b1 + b2) h
2
17.2. Volumen
1. Volumen Esfera
4
V = g’/T?“3
2. Volumen Cilindro Circular Recto
V =mrih
3. Volumen del Cono Circular Recto
1
V= gm"?h
4. Volumen del Cubo
V=10
5. Volumen Pirdmide
1
V==-Ah
3/

6. Volumen del Prisma Rectangular

V = largo x ancho x alto
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17.3. Programacién Python

"

Created on Thu Oct 20 15:53:18 2022
@author: Ingrid Judith Orozco Martinez
"

import math

from time import sleep

print()

print(MENU PRINCIPAL)

print()

def mostrar _menu(opciones):
print(’Seleccione una opcién:’)
print()
for clave in (opciones):

print(f’ {clave}) {opciones[clave][0]}")

def leer _opcion(opciones):
print()
while (a := input(’Deme su Opcién: ’)) not in opciones:
print(’Opcién incorrecta, vuelva a intentarlo.”)

return a

def ejecutar _opcion(opcion, opciones):

opciones|opcion][1]()

def generar menu(opciones, opcion _salida):
opcion = None
while opcion != opcion salida:
mostrar _menu(opciones)
opcion = leer _opcion(opciones)
ejecutar _opcion(opcion, opciones)

print()
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def menu_ principal():
opciones = {

ok

o

'3

: ("Area del Rectangulo’, rectangulo),
: ("Area del Triangulo’, triangulo),
: ("Area del Triangulo Equilatero’, triangulo_equi),
: ("Area del Tridngulo Isosceles Rectangulo @', triangulo_Isoc),
’5%: ("Area del Cuadrado :’, cuadrado),
: ("Area del Rombo :’, rombo),

: ("Area del Romboide :’, romboide),

: ("Area de la Circunferencia :’, circunferencia),

: ("Area de la Corona Circular :’, corona_ circular),
’10’: (’Area del Cono :’, cono),
"11’: (’Area lateral del Cilindro ’, cilindro_Lat_Tot),
'12’: (’Area Elipse ', elipse),
’13’: ("Volumen de la Esfera :’; esfera),
'14’: ("Volumen del Cono :’, conov),
15
16’
17
18’
19’

"Volumen del Cilindro :’, cilindrov),
"Area Sector Circular :’, sector_circular),
"Area Cardiode :’; cardiode),

"Area Lemniscata :’, lemniscata),

"Area Rosas :’, rosa),

o1
-
3
"

"Longitud Cardiode :’, long cardiode),
"Longitud Astroide :’, long_astroide),

H(
H(
H(
(
H(
’20”: ("Longitud Circunferencia :’, long_ circ),
H(
(
: ("Volumen Prisma :’, prisma),
H(

’Salir’, salir)

}
generar _menu(opciones, '24)

def rectangulo():

print()
print(’Datos del Recténgulo’)
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b=float(input('Deme la base : ))
a=float(input('Deme la altura : ’))

print()

print("El area es : ’, a*b, > unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def triangulo():
print()
print(’Datos del Tridngulo’)
b=float(input(’'Deme la base : ’))
a=float(input('Deme la altura : ’))
print()
print('El area es : ’,0.5%a*b, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def triangulo equi():
print()
print('Datos del Tridngulo Equilatero’)
I=float(input(’Deme el lado : "))
print()
print("El drea es : ’, math.sqrt(3)/4*1**2, * unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def triangulo Isoc():
print()
print('Datos del Tridgulos Isésceles’)
I=float(input(’Deme el lado : "))
print()
print(El drea es : ’, 0.5*1**2, * unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass
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def cuadrado():
print()
print(’Datos del Cuadrado’)
1=float(input("Deme el lado : ’))
print()
print(El drea es : 7, 1**2, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def rombo():
print()
print(’Datos del Rombo’)
D=float(input('Deme la diagonal mayor : ’))
d=float(input(’'Deme la diagonal menor : ’))
print()
print(’El drea es : ’, 0.5*D*d, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def romboide():
print()
print('Datos del Romboide’)
b=float (input(’'Deme la base : "))
a=float(input('Deme la altura : ’))
print()
print(’El drea es : ’, b

sleep(3)

*a, > unidades cuadradas’)

pass

def circunferencia():
print()
print(’Datos de la Circunferencia’)

r=float(input('Deme el radio de la circunferencia : ’))

print()
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**2, 7 unidades cuadradas’)

print("El drea es : ', math.pi*r
sleep(3)

pass

def corona_ circular():
print()
print('Datos de la Corona Circular’)
R=float(input(’Deme el radio mayor : ’))
r=float(input("Deme el radio menor : ’))
print()
print('El drea es : ’, math.pi*(R**2-r**2), ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def cono():
print()
print(’Datos del Cono’)
r=float(input("Deme el radio : ’))
g=float(input(’"Deme la generatriz : ’))
print()
print('El drea es : ’, math.pi*r*(r+g), > unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def cilindro Lat_Tot():
print()
print('Datos del Cilindro’)
r=float(input(’Deme el radio : ’))
h=float(input('Deme la altura : ’))
print()
print("El drea lateral es : ', 2*math.pi*r*h, > unidades cuadradas’)
print('El drea Total es : ’, 2*math.pi*r*(r+h), ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass
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def elipse():
print()
print('Datos de la Elipse’)
a=float(input("Deme eje mayor : "))
b=float (input(’'Deme eje menor : ’))
print()
print('El drea es : ’, math.pi*a*b, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def esfera():
print()
print('Datos de la Esfera’)
r=float(input('Deme el radio : ’))
print()
print("El Volumen es : ’; math.pi*4/3*r**3, > unidades ctibicas’)
sleep(3)

pass

def conov():
print()
print('Datos del Cono’)
r=float(input(’Deme el radio : ’))
h=float(input('Deme la altura : ’))
print()
print("El Volumen es : ’, 1/3*math.pi*h*r**2, ’ unidades cibicas’)
sleep(3)

pass

def cilindrov():
print()
print(’Datos del Cilindro’)
r=float(input(’Deme el radio : ’))
h=float(input('Deme la altura : ’))
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print()
print("El Volumen es : ’; math.pi*r**2*h, ’ unidades cibicas’)
sleep(3)

pass

def sector _circular():
print()
print(’Datos del Sector Circular’)
ang=float (input(’'Deme el angulo : ’))
r=float(input("Deme el radio : ’))
print()
print('El drea es : 7, 1/2*ang*r**2, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def cardiode():
print()
print(’Datos del Cardiode’)
a=float(input("Deme el valor de a : "))
print()
print('El drea es : ’, 3/2*math.pi*a**2, > unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def lemniscatal():
print()
print('Datos de la lemniscata’)
a=float(input("Deme el valor de a : "))
print()
print(’El drea es : 7, a**2, ’ unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass
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def rosa():
print()
print(’Datos de la Rosa’)
a=float(input("Deme el valor de a : ’))
print()
print(’El drea es : ’, math.pi/2*a**2, > unidades cuadradas’)
sleep(3)

pass

def long _circe():
print()
print(’Datos de la Circunferencia’)
r=float(input('Deme el radio2 : "))
print()
print(’La longitud es :
sleep(3)

pass

', 2*math.pi*r, ’ unidades’)

def long cardiode():
print()
print(’Datos del Cardiode’)
a=float(input("Deme el valor de a : "))
print()
print('La longitud es : ’, 8*a, ’ unidades’)
sleep(3)

pass

def long astroide():
print()
print('Datos del Astroide’)
a=float(input("Deme el valor de a : "))
print()
print('La longitud es : ’, 6*a, ’ unidades’)

sleep(3)
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def prisma():
print()
print('Datos del Prisma’)
a=float(input("Deme el valor de a : ’))
b=float(input(’'Deme el valor de a : ’))
c=float(input(’'Deme el valor de a : ’))
print()
print("El volumen del Prisma es : ’, a*b*c, > unidades ciibicas’)
sleep(3)

pass

def salir():
print(’Adiés, Saliendo del Sistema’)

if name ==’ main

menu_principal()
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