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Capitulo 1

DIAGNOSTICO DE LA
INVESTIGACION

1.1. Introduccion

El desarrollo alcanzado por la humanidad ha sido, en gran medida, a la busqueda
de alternativas de soluciéon a los problemas que surgen en las diferentes actividades
humanas, btisqueda que se lleva a cabo a través de investigaciones que permiten ampliar
los conocimientos y abrir posibilidades de estudio en diversas areas de las ciencias

sociales, naturales y exactas.

Segun Manterola, C y Otzen, T. (2013) "la investigacion tiene como principales
objetivos, la generaciéon de conocimiento, a través de la produccion de nuevas ideas; y
la solucién de problemas practicos". Muchos de estos problemas aquejan a la sociedad
y son las Ciencias Sociales las que tratan de resolverlos. Entre ellas, destaca la Ciencia
de la Educaciéon como pilar fundamental en el desarrollo de cualquier nacién y cuyas
investigaciones se realizan en base a los intereses propios de los educadores. Asi que,
investigar en educacion, es una accidén que se vuelve mas apremiamente si se realiza

para reflexionar sobre nuestras practicas diarias como formadores docentes.
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En esta direccion, existen investigaciones encaminadas hacia el campo educativo,
donde su contribucién e impacto resulta ser méas evidente e inmediato, mas atin cuando
estas proponen nuevas estrategias de ensenanza y aprendizaje en las distintas areas
disciplinares para cada nivel educativo, mostradas como respuestas a los diversos retos
y desafios que se enfrentan en este &mbito. Entre ellos: el bajo rendimiento académico,
la desercion estudiantil, la falta de disponibilidad de materiales didéacticos contextua-
lizados, el desinterés de los estudiantes por aprender, la falta de motivacion hacia el
estudio, la selecciéon de los contenidos a ensenar, para qué y como ensenarlos, entre

otros.

En este contexto, debido a su gran complejidad, un aspecto que ha dado mucho
quehacer a los investigadores en educacion matemaética, ha sido el tratamiento didactico
- metodolégico de contenidos mateméticos con el apoyo de materiales manipulables y
visuales; necesarios para contribuir a la calidad del proceso de ensenanza aprendizaje

en esta disciplina.

El nimero de recursos y materiales didacticos usados para la ensenanza y aprendi-
zaje de la matematica ha venido creciendo hasta la actualidad gracias al desarrollo de
la computacién y su integracion en el aula de clases. En Nicaragua esto no es ajeno,
pues las computadoras estan presentes en muchos colegios debido a que el desarrollo
alcanzado demanda apoyarse en ellas, para entre otras funciones, propiciar un ambien-
te idoneo y factible que conlleve a la ejecucion efectiva de cada uno de los roles que

desempenen los componentes del sistema educativo.

Al respecto, Ledn (2007) senala que “la incorporacion de las herramientas tecno-
logicas en la ensenanza de la matematica no es un fendémeno nuevo. En este devenir
historico los mateméticos han utilizado desde las herramientas mas clasicas (regla, com-
pas, abaco, reglas de calculo), hasta las més modernas (las computadoras) para operar
con el contenido matematico. El problema consiste entonces en poder determinar c6mo

utilizar estos recursos tecnolégicos en contextos de aprendizaje” para facilitar
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la adquisicion de conocimientos, habilidades y destrezas en el estudiante en areas como:

algebra, geometria, estadistica, probabilidades, calculo y anélisis matematico.

En geometria esto conlleva al diseno de actividades de aprendizaje que reflejan el
uso de recursos, entre los que se destacan los Softwares de Geometria Dinamica (SGD).
La incorporaciéon de estos en la actividad docente debe ser inmediata, aprovechando
las potencialidades y bondades que ofrecen. A partir de estas, es que se configura el
concepto de Geometria Dindmica, segtn el cual “las construcciones geométricas pueden
ser manipuladas manteniéndose invariantes las relaciones geométricas intrinsecas con

las cuales fueron realizadas”. (Bernard y Ecke, 2002: 5).

Bajo esta premisa, existen trabajos previos (ver Ledn (2007), Soberanes (2013), Ruiz
(2012), Gonzalez (2014), entre otros) donde aparecen actividades disenadas con SGD
orientadas principalmente para primaria y secundaria, pero tnicamente en contenidos
propios de la geometria sintética. A la vez, estos trabajos destacan la importancia de
la geometria como base fundamental en el curriculum en estos niveles, ya que permite
analizar, organizar y sistematizar los conocimientos espaciales que favorecen la com-
prensiéon y admiraciéon por el entorno natural, al igual que estimula en los alumnos la

creatividad y una actitud positiva hacia las matematicas.

La ensenanza de la Geometria no es una tarea facil, pero en lugar de tratar de
enfrentar y superar los obstaculos que emergen de tal proceso; las précticas escolares
actuales en muchos paises simplemente los evitan, excluyendo las partes mas demandan-
tes, y con frecuencia sin nada que las reemplace. Por ejemplo, en Nicaragua el estudio
de las secciones conicas casi ha desaparecido o ha sido marginado en el curriculum de
educacion media y superior, puesto que en los distintos programas de estudio aparece
como topico de la ultima unidad y por falta de tiempo o por no disponer del material

necesario no logra desarrollarse, privando de estos conocimientos a los estudiantes.
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Ante tal situacion, muchos investigadores han propuesto diferentes modelos de en-
senanza y aprendizaje para la geometria, destacandose como rector el propuesto por el
matrimonio Van Hiele, alrededor de los anos 60, el cual ha sufrido adaptaciones has-
ta la actualidad. Este se caracteriza por fijar niveles de razonamiento geométrico de
manera inductiva y resaltar fases de ensenanza que permiten alcanzar dichos niveles.
En este trabajo es retomado este modelo bajo la perspectiva de sus aspectos teoéricos y

practicos.

De todos los argumentos expresados anteriormente, nace el contenido de este tra-
bajo, que consiste en el diseno de actividades de aprendizaje de las secciones conicas
fundamentadas en las fases de ensenianza del modelo de Van Hiele utilizando el ambien-
te de geometria dindmica GeoGebra, con el que se pretende contribuir al tratamiento

didactico y metodologico de tales contenidos propios de la Geometria Analitica Plana.

1.2. Justificacion

A nivel internacional y nacional, es constante dentro de las directrices para la en-
senanza y el aprendizaje de la geometria la orientacion de utilizar las tecnologias de
la informacién y la comunicacién como herramientas mediadoras de dicho proceso. De
igual manera, se especifica en los programas de asignaturas la utilizaciéon de SGD con el
fin de manipular y formular conjeturas sobre propiedades geométricas, ya que es a tra-
vés de los contenidos geométricos que los alumnos se ponen en contacto con los objetos

del mundo real.

En Nicaragua la ensenanza de la Geometria Analitica ha sido acompanada por textos
(como Geometria Moderna de Moise-Downs, Geometria Bésica y Geometria Analitica
Descriptiva de Carlos Walsh, Geometria Analitica de Charles Lehmann y fasciculos
elaborados a partir de estos textos) que reflejan un tratamiento riguroso meramente
algebraico y que se concretan en la presentacion de conceptos, propiedades y teoremas,

formulas y su aplicacion a través del discurso magistral del profesor como principal
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medio didactico, lo cudl no da lugar a que el estudiante tome un papel activo en la
construccion del conocimiento geométrico, ni fomenta la creatividad y ni el aprendizaje

significativo, a como lo senalan Baez e Iglesias (2007); Paredes, Iglesias y Ortiz (2007).

Dentro de los contenidos estudiados en Geometria Analitica se destacan las secciones
cOnicas como parte fundamental en la formaciéon matematica de todo profesional, por
esta razon estan contemplados en los curriculos nacionales de los niveles de bachillerato
y universitario. En este sentido, los planes de estudio recomiendan la utilizacién de
softwares para un mejor aprovechamiento de los recursos tecnologicos. Sin embargo,
es notorio que existe desconocimiento o dificultad en la comprension de las secciones
conicas y en el uso adecuado de los recursos tecnologicos disponibles que facilitan su

comprension.

En relacion a este hecho, diversos trabajos (Ruiz (2012), Blanca (2012), Sobera-
nes (2013)) hacen referencia a la influencia mediadora que tiene la tecnologia entre
el conocimiento geométrico y el estudiante. Muchos de estos presentan actividades de
aprendizaje para contenidos de la geometria sintética incorporando algin SGD, pero
no se encontré alguno que tratara especificamente las secciones conicas. Esto evidencia
la necesidad existente de un material bien estructurado didéctica y metodolégicamente,
donde se incluya el rigor matemaético y la utilizacion de SGD en la configuracion de ac-
tividades de aprendizaje de estos topicos para contribuir al mejoramiento de la calidad
de dicho proceso y de esta manera, ofrecerle al estudiante un encuentro entre el sujeto

y el medio para que surja el conocimiento (Gamboa, 2007).

A nivel internacional, se han realizado diversas investigaciones relacionadas con el
uso de Software de Geometria Dindmica (SGD) en el proceso de ensenanza aprendizaje
de la geometria. A continuacion, se destacan las que brindan aportes valiosos y que

constituyen los fundamentos de este trabajo.

Una importante contribucion en este tema la realiza Leon (2007) en su tesis de doc-

torado, al abordar la tematica de la ensenanza y aprendizaje de la geometria en el nivel
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primario con un enfoque dindamico, mediante una concepciéon que aporta importantes
elementos tedricos que deben ser considerados en cualquier trabajo, en este caso son
tomados los elementos heuristicos por su importancia en el aprendizaje de la geometria
en todos los niveles. La referencia explicita a los SGD se realiza con respecto a medios
como el geoplano con ligas y el geoplano electronico, que también son softwares que
dinamizan el aprendizaje, ademas se considera el papel cuadriculado como herramienta

de aprendizaje.

Ruiz (2012) hace referencia al analisis del desarrollo de competencias geométricas
y didacticas mediante el software de geometria dinamica GeoGebra en la formacion
inicial del profesorado de primaria. En este trabajo se aborda el GeoGebra como una
herramienta ttil para el desarrollo de estas competencias en todo tipo de alumnado,
incluido el que no tiene grandes conocimientos tecnologicos. Esto puede explicarse por
el caracter intuitivo del software y porque la intervencion llevada a cabo con él ha sido
suficiente para llegar a convertirse en un verdadero instrumento para los alumnos (en

el sentido de la teoria de la instrumentacion).

Gonzales y Osorio (2012) presentan una propuesta de actividades para el aprendizaje
de la geometria del triangulo en ambientes de geometria dindmica a nivel de bachillerato,
caracterizadas por la siguiente estructuracion: planteamiento, construccion, exploracion,
explicitacion, justificacion de las propiedades y conclusion. Todo esto con el objetivo de

fundamentar el proceso de construccién de demostraciones en entornos de este tipo.

Blanca (2012) en su tesis Integracion de tecnologia informdtica en topicos selectos de
geometria analitica elabora una serie de recorridos didécticos para el profesor, estructu-
rados con base en materiales disennados para el aprendizaje de los alumnos, incorporando

una simulacion de los laboratorios propuestos fundamentada en los trabajos de Levy

(1997).

Soberanes (2013) en su tesis "Geometria dindmica como herramienta de apoyo para

el docente en algunos temas de geometria de bachillerato de la UAQ" elabora una guia
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didéactica para el docente de mateméaticas de dicha universidad, estableciendo como es-
trategia didactica la utilizacion de un software de geometria dindmica, concretamente
Cabri Geometre, en la elaboracion de las actividades planeadas bajo los niveles cognos-

citivos del modelo de Van Hiele que se esperan observar en los estudiantes.

Gonzélez (2014) en su trabajo de investigacion "La utilizacion de Software de Geo-
metria Dindmica en la ensenanza y aprendizaje de la Geometria Sintética Plana" pro-
pone una concepcion didéactica para la utilizacion de SGD en el proceso de ensenianza
aprendizaje de esta disciplina en la formacién inicial del profesorado de matemética,
estudio que contiene la ampliacion de la definicion de softarea y aporta una clasificacion
por niveles de las tareas docentes que utilizan estos tipos de softwares, de acuerdo con

la profundidad con que se manipulan las herramientas disponibles.

Todos estos trabajos de investigacion convergen en la inmediata necesidad de di-
versificar situaciones de aprendizaje de la Geometria, que incluyan la incorporacion del
uso de SGD y la explicacion paso a paso de cada una de las actividades propuestas
para tal fin, pero no en contenidos propios de la geometria analitica plana. Por ello, se

considera necesaria la existencia de este documento.

Por otra parte, con respecto al modelo de ensenanza y aprendizaje a emplear en
Geometria, el de Van Hiele es el mas adoptado por especialistas en esta rama, pues
brinda las fases de ensenianza que ayudan a mejorar la calidad de los razonamientos que

los estudiantes van adquiriendo en el desarrollo de los contenidos geométricos.

De aqui surge la necesidad de disenar actividades de aprendizaje de las secciones
conicas, fundamentadas en las fases de ensenanza del modelo de Van Hiele utilizando
el ambiente de geometria dinamica GeoGebra como herramienta invaluable para la en-
senanza y el aprendizaje de contenidos geométricos, ya que es dificil conseguir que los
alumnos interioricen la geometria analitica dandoles definiciones, propiedades y teore-

mas para que ellos las memoricen. Como docentes se hace necesario utilizar nuestra
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creatividad e imaginaciéon para poder llevar los recursos tecnolégicos al salon de clases

y de esta manera potenciar el desarrollo integral de nuestros alumnos.

El aporte tedrico y metodolégico radica en la ampliacion de actividades de
aprendizaje de las secciones conicas, sustentadas en la adaptacion de los niveles de
razonamiento y fases de ensefianza del modelo de Van Hiele al software de geometria
dinamica, GeoGebra, que permitan desarrollar en el estudiante la capacidad de busque-
da y formulacion de resultados geométricos a través de la manipulacion y visualizacion

de las herramientas que ofrece el entorno dinamico del software.

Su relevancia practica la constituye el conjunto de actividades de aprendizaje, con
las que se pretende ubicar al estudiante como artifice de su propio aprendizaje a través
de la manipulacion y visualizaciéon de entes geométricos y al docente como coparticipe

en cada una de las actividades diseniadas.

En cuanto a la relevancia social se pretende con estas actividades sufragar los
grandes retos y desafios que enfrenta el proceso de ensenanza aprendizaje de la geome-

tria analitica plana en las condiciones de la realidad actual nicaragiiense.

Desde el punto de vista tecnolégico se incorpora el SGD GeoGebra como recurso
mediador entre el conocimiento y el estudiante, pues le permitira a este desarrollar sus

habilidades y realizar conjeturas a través de la manipulacion y visualizaciéon concreta.

1.3. Preguntas de investigacion

Bajo los aspectos mencionados anteriormente, este trabajo esta centrado principal-

mente en dar respuesta a las siguientes interrogantes:

1. ;Cual es el estado actual en que se encuentra el proceso de ensenanza aprendizaje
de la geometria analitica plana a nivel de bachillerato y en la formacién inicial de

profesores de matemética en Nicaragua?
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2. ;Qué referentes teéricos-metodolégicos fundamentan el uso de los SGD en el pro-

ceso de ensenanza aprendizaje de la geometria analitica?

3. ;Como disenar actividades de aprendizajes con los temas referidos a las seccio-
nes codnicas fundamentadas en las fases de ensenanza de Van Hiele utilizando el

ambiente de geometria dinamica GeoGebra?

1.4. Proépositos

General

Elaborar una propuesta didactica-metodologica que contemple actividades de aprendi-
zaje para el proceso de ensenanza aprendizaje de las secciones conicas, fundamentada
en las fases de ensenanza del modelo de Van Hiele utilizando el ambiente de geometria

dindmica GeoGebra.

Especificos

= Determinar el estado actual en que se encuentra el proceso de ensenanza apren-
dizaje de la geometria analitica plana a nivel de bachillerato y en la formacion

inicial de profesores de matematica en Nicaragua.

» Fundamentar el estudio tedrico realizado sobre el uso de Software de Geometria
Dinamica en el proceso de ensenanza aprendizaje de la geometria y los niveles de

razonamiento y fases de ensenanza del modelo de Van Hiele.

= Disenar actividades de aprendizajes con cada una de las secciones coénicas funda-
mentadas en las fases de ensenianza del modelo de Van Hiele utilizando el software

de geometria dindmica GeoGebra.

= Proporcionar una propuesta que contribuya al mejoramiento del proceso de en-
senanza aprendizaje de la geometria analitica plana y al enriquecimiento biblio-
grafico nacional en el tratamiento didéctico y metodologico de estos contenidos

incorporando SGD.
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1.5. Diseno Metodolégico

El diagnostico realizado esta enmarcado dentro del enfoque naturalista de inves-
tigacion, ya que este es un método empleado para tratar de comprender la naturaleza
del fenémeno en estudio, sin mediciones numéricas, tomando descripciones, puntos de
vista de otros investigadores, entrevistas, etc. y no aceptando en general las hipotesis

como algo indispensable.

La investigacion cualitativa del presente estudio es del tipo fenomenolégico, pues
tiene como base de conocimiento la experiencia subjetiva de los hechos tal y como se
perciben. En este estudio interesa observar y describir lo que sucede en el proceso de

ensenanza y aprendizaje de las secciones conicas, para la mejora inmediata.

La busqueda persistente de respuestas a las preguntas de investigacion planteadas,

condujo a incorporar en este trabajo un componente:

= Exploratorio referente al papel que desempena la Geometria Analitica en el
curriculum oficial de bachillerato y en las carreras de formacién docente de la
UNAN-Managua, tomando en cuenta los contenidos referentes a las secciones co-
nicas estipulados para ensenarse en dichos niveles. Todo esto di6 dos resultados:
una contextualizacion de la ensenanza de la Geometria Analitica y una perspec-
tiva tedrica sobre el uso de los software de geometria dinamica en el proceso de

ensenanza aprendizaje.

= Descriptivo de los niveles de razonamiento y de las fases de ensenanza del modelo
de Van Hiele, como modelo rector de la ensenanza de la geometria, del uso de

Software de Geometria Dindmica y de las caracteristicas propias del Geogebra.
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Los métodos utilizados son los siguientes:

» Analisis documental: para el estudio de los documentos curriculares del Minis-
terio de Educacion y de la carrera de Matematica en lo referente a los contenidos
de Geometria Analitica y de los diferentes documentos que de una u otra manera
estan relacionados con el proceso de ensenanza aprendizaje de esta disciplina, el

modelo de Van Hiele y el uso de Software de Geometria Dinamica.

= Induccién y deduccién: en el diseno de las actividades de aprendizaje, ya que
lo que se persigue en cada una de ellas es llegar a establecer conjeturas sobre
propiedades y teoremas relacionados con las secciones conicas, que se deduciran a
partir de la manipulacién y visualizacion de construcciones geométricas que ofrece

el entorno dinédmico GeoGebra.

Los instrumentos que han permitido dar fundamento a la existencia de este trabajo

son los siguientes:

» Prueba diagnéstica realizada a estudiantes del curso de Geometria I de la
carrera de Fisica - Matematica durante el II semestre del 2017, con el objetivo
de determinar el nivel de conocimiento de los futuros docentes referente a los
contenidos sobre las secciones conicas, estipulados en los programas de estudio de

bachillerato.

Esta prueba estuvo conformada por dos items, uno conceptual y otro procedi-
mental. En el conceptual, se buscod que los estudiantes involucrados definieran los
conceptos de lugar geométrico, excentricidad de una coénica, circunferencia e hi-
pérbola. De estos, inicamente se reflejé la idea geométrica de circunferencia como
una curva plana y cerrada cuyos puntos se encuentran a una misma distancia de

un punto fijo. Los deméas conceptos no fueron definidos por ningiin estudiante.

El item procedimental incluia dos puntos, primero determinar la ecuaciéon de un

lugar geométrico y segundo, el trazado del mismo. En este item, algunos de los
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estudiantes reflejaron el dominio de la formula para la distancia entre dos puntos
del plano al plantear el calculo de la distancia entre un punto cualquiera P(x,y)

y el punto (7,2). Ademas, no hubo trazado alguno.

Entrevista realizada a profesores en formacion, (algunos de los cuales ejercen
docencia directa y que son estudiantes de la carrera de Fisica - Matemaética)
con la finalidad de conocer las experiencias vividas en el proceso de ensenanza y
aprendizaje de la Geometria Analitica, los contenidos que se abordan en el bachi-
llerato y en la universidad, como se abordan dichos contenidos, los documentos
oficiales con los cuales se desarrollan las clases, algunas perspectivas para mejorar
dicho proceso y ademas, el nivel eventual de conocimiento de algunos SGD y su

aplicacion en el aula de clases.

A partir del diagnoéstico, de la literatura consultada, de la experiencia docente del

autor y de los senalamientos anteriores, en relacion al tratamiento didéctico y metodo-

logico de los contenidos de la Geometria Analitica, se pudieron apreciar las dificultades

siguientes:

» Falta de materiales que contemplen los contenidos de Geometria Analitica con un

tratamiento didactico - metodologico mediado con el uso de Software de Geome-
tria Dindmica (SGD), que despierten el interés en el estudiante por aprender y en

el docente por ensenar esta disciplina.

Las caracteristicas de la bibliografia utilizada actualmente para la ensenanza y el
aprendizaje de la Geometria Analitica no conduce a la apropiacion acertada de

los contenidos de esta disciplina por parte del discente.

Los contenidos se desarrollan haciendo uso de medios y recursos didécticos tradi-
cionales y clésicos, propiciando asi una Geometria Analitica estéatica, en contra-
diccion con el concepto de "movilidad"presente en todas las definiciones de las

secclones conicas.
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= Falta de interpretacion y razonamiento geométrico en los estudiantes, habilidades
vitales que se pretenden desarrollar durante la ensenanza y aprendizaje de la

Geometria Analitica.

= El curriculo base de la formacién inicial del futuro profesor de Matematica, no
incluye un curso donde se ensenen contenidos de la geometria analitica plana ni

el uso de SGD, aunque si se recomienda su utilizacion.

Ademés, se puede constatar que, internacionalmente dentro de las barreras para la
implementacion de las TIC se encuentra “...la resistencia (con frecuencia inconscien-
te) de muchos educadores a la intromision de la tecnologia, que amenaza con alterar
drasticamente practicas y costumbres establecidas y veneradas desde hace mucho tiem-
po; v la falta de docentes capacitados para explotar el potencial de las TIC de forma

competente.” (UNESCO, 2006:188).

Esto impone una intensa busqueda de alternativas de soluciones reales y factibles,
que favorezcan un tratamiento didactico y metodolégico de los contenidos de geometria
analitica plana con la incorporacion las TIC, en particular el uso de algin SGD, para su
ensenianza y aprendizaje. Ademés, es notorio que el uso de los recursos tecnologicos ha
abierto grandes posibilidades de obtener conclusiones sobre propiedades geométricas, al
permitir visualizar y manipular entes abstractos que antes solo el especialista en dicha
area podia hacer. Por lo tanto, es primordial ofrecer una geometria analitica donde las
herramientas de construcciones disponibles en los SGD permitan al estudiante construir
su propio conocimiento y al docente ser coparticipe de los logros obtenidos por sus

alumnos.

Todos los planteamientos anteriores evidencian que existen dificultades en el proceso
de ensenanza y aprendizaje de la geometria analitica, especialmente en los contenidos

referidos a las secciones coOnicas.



14 DIAGNOSTICO DE LA INVESTIGACION

1.6. Contextualizacion de la ensenanza de la Geome-

tria Analitica

1.6.1. A nivel escolar

Actualmente, el curriculo basico de Nicaragua esta dado por competencias y consti-
tuye un marco de referencia para todos los componentes del sistema educativo, donde
se concentran los grandes propositos e intencionalidades de la educacién nicaragiien-
se. Un elemento importante que contempla el curriculo son los programas de estudio
organizados en unidades, competencias educativas, indicadores de logros, contenidos y

evaluacion.

El programa de estudio de Educaciéon Secundaria en el drea de matematica corres-
pondiente a los grados décimo y undécimo senala dentro de las competencias de dicho
nivel: el empleo de distintas formas de razonamiento, el método cientifico, la tecnologia,
la comunicacién, la modelacion, la busqueda de patrones como herramientas de apren-
dizaje e investigacion que contribuyen a formular y resolver situaciones concretas de
la vida diaria. La pertinente incorporacion de los SGD facilita su adquision a corto y

mediano plazo.

De acuerdo con el programa vigente de matematica de undécimo grado los tépicos
de las secciones conicas se desarrollan en la unidad VI: Geometria Analitica. Esta co-
mienza con un estudio detallado de la recta como lugar geométrico, sus ecuaciones y
las relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre rectas. Luego, se contintia con
el tratamiento de las secciones conicas centradas en el origen, pero no se llega a estable-
cer propiedades generalizadas sobre estas, se hace énfasis en determinar las ecuaciones
de las conicas conociendo sus elementos pero no se aborda la visualizacién, construc-
cion y razonamiento, procesos cognitivos vitales para el establecimiento de propiedades

geométricas.
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Por otro lado, segtin los entrevistados y la experiencia del autor, esta unidad no se
logra desarrollar completamente por diversos factores, entre los cuales se destacan: el
tiempo asignado para actividades extracurriculares y la poca divulgacion de materia-
les de apoyo al docente que contemplen un tratamiento cientifico metodolégico de los

contenidos referidos.

En general, se puede afirmar que el proceso de ensenanza aprendizaje de la geometria
analitica en este nivel se encuentra en una situacion desfavorable para lograr alcanzar

los indicadores de logros propuestos para estos contenidos.

1.6.2. La geometria analitica en el curriculo de las carreras de

formacién docente de la UNAN - Managua

A nivel nacional, las carreras orientadas hacia la formaciéon docente en matemética
son: Licenciatura de Ciencias de la Educacién con menciéon en Matemaética y Licencia-
tura de Ciencias de la Educacién con menciéon en Fisica — Matemaética. Dentro de las
universidas que las ofertan, se destacan: UNAN-Managua, UNAN-Le6n, Universidad
Catolica “Redemtoris Mater” (UNICA), Universidad Paulo Freire (UPF), Universidad
de las Regiones Autonomas de la Costa Caribe Nicaragiiense (URACCAN) y La Blue-
fields Indian Caribbean University (BICU), todas ellas tienen como objetivo mejorar la
calidad de la ensenanza y aprendizaje de la matematica en todos los niveles de educa-

cion.

Debido a que la problematica de la ensenanza y del aprendizaje de la Matematica en
la Educaciéon Media ha sido generadora de miltiples reflexiones, analisis y discusiones
en relacion a las dificultades de aprendizaje que presentan los estudiantes, la falta
de dominio cientifico — metodolégico de los maestros, poco interés de los docentes en
superarse y poca demanda en la formacién de docentes en esta area del conocimiento,
la UNAN — Managua, a través de la Facultad de Educacion e Idiomas y las Facultades

Regionales Multidisciplinarias de Matagalpa, Esteli, Chontales y Carazo, prepara al
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futuro maestro de Educacion Media en Fisica - Matemaética y /o en Matematica, durante
tres aflos como Profesor de Educacion Media (PEM) y cinco anos para obtener la
licenciatura en los turnos profesionalizacion y /o regular. La carrera que hace mencion,
especificamente, en Matemética es ofertada en las Facultades: Educacion e Idiomas y
FAREM Chontales en los turnos Matutino y Dominical, respectivamente. Estas son las
tnicas contempladas en la oferta académica de la UNAN — Managua que tienen dicho

fin social.

De acuerdo con el Modelo Educativo de la Nueva Transformacion Curricular de la
UNAN — Managua, ambas carreras en su nuevo modelo pedagogico consideran que el
estudiante es el principal artifice de su propio aprendizaje, asumiendo un rol activo y
participativo con responsabilidad en el desarrollo de un aprendizaje significativo. Este
aprendizaje sera producto de un proceso interactivo, de una actividad compartida en la
que los estudiantes interacttian entre ellos, con el profesor y con todos los elementos que
le rodean en el contexto socio - cultural en que se desenvuelve, desarrollando estrategias
que le permitan aprender a ser, aprender a conocer, aprender a hacer, aprender a

convivir, aprender a emprender y aprender a crear.

En este modelo pedagogico el rol del maestro va més alla de ser un transmisor de co-
nocimientos, es coparticipe, mediador, facilitador, emprendedor e innovador del proceso
de ensenanza - aprendizaje, que fomenta el desarrollo de nuevas capacidades, habilida-
des, destrezas, valores, sentimientos y esta en permanente bisqueda de situaciones de
aprendizaje donde se interrelacionan los conocimientos previos de los alumnos con los

nuevos saberes.

Por otro lado, se consideran vigentes diversas areas disciplinares de pedagogia y
psicologia, asi como también, areas disciplinares especificas de matematica, tales como:
Algebra y Geometria, Calculo y Analisis, Estadistica y Probabilidades y Didactica de
la Matemaética, cada una de ellas evidenciadas en las asignaturas de formaciéon general,

bésica y profesionalizante.
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Dentro del area especifica del Algebra y Geometria se destacan las asignaturas Geo-
metria Euclidiana, Geometria Cartesiana, Geometria Lineal del Espacio, Geometria
Computacional y Geometria Diferencial (en la carrera de matematica) y Geometria I
y Geometria II (en la carrera de Fisica — Matemaética). A continuacion se describen de

manera general dichas asignaturas.

La importancia de que las asignaturas: Geometria Euclidiana y Geometria I estén
presentes en los planes de estudios radica, en que ellas abordan con mucho detalle los
principales contenidos de geometria que actualmente un estudiante de bachillerato debe
recibir en la escuela y por esta razon los docentes en formacion muestran mayor interés
y preocupaciéon por el dominio de dichos contenidos, principalmente los que se refieren
a Geometria Analitica, contemplados en el programa de asignatura de Geometria I en

la carrera de Fisica-Matemaética.

En la asignatura Geometria II se abordan contenidos referentes a coordenadas po-
lares en el plano, ecuaciones paramétricas y la estereometria. Aqui el conocimiento es

puesto como una generalizaciéon de temas abordados en Geometria I.

Por otra parte, la Geometria Cartesiana es una asignatura que ayuda al entrena-
miento matematico formal y que ha debido su desarrollo a la inserciéon que ha tenido
en las actividades humanas a lo largo del tiempo, presentando una cuantiosa gama de
posibilidades cientificas y didacticas para el desempeno del futuro profesor de Mate-
mética con un enfoque geométrico - algebraico pues se contemplan tépicos de algebra

lineal desde el punto de vista geométrico.

Con un pronunciado enfoque métrico se muestra la asignatura Geometria Lineal del
Espacio que contribuye al desarrollo de las capacidades y habilidades necesarias para
dominar partes importantes del algebra y la geometria a nivel de educaciéon media y
superior. Ademaés, se presenta una unidad sobre geometria descriptiva donde se sugiere
hacer ejercicios preparatorios de representaciones de objetos espaciales mediante la

técnica de proyecciones ortogonales.
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La incorporacion de los primeros elementos de Geometria Computacional en el pen-
sum del profesorado de matemaética, es una respuesta a la demanda de transformacion
en la ensenanza de la geometria elemental escolar ante la acelerada gestacion de nuevos
objetivos procedimentales que la presente revolucion tecnolégica estd planteando. La
Geometria elemental euclidiana y sus algoritmos asociados, en conjunto con los proce-
dimientos basicos de combinatoria, teoria de grafos y calculo elemental, se juntan para
sufrir un proceso de alambicado en la computadora, donde las entidades numéricas y
geométricas, que alguna vez fueron considerados productos exclusivos de la razéon pura,
rezuman ahora sus mejores propiedades en beneficio del disenio geométrico de figuras

dentro del universo factual de la computadora.

Todas estas asignaturas contribuyen a la forja de capacidades para disenar estrate-
gias didacticas en la ensenanza y aprendizaje de la Geometria, enfocar adecuadamente
la teoria psicopedagodgica en los contenidos de Geometria, formular, organizar, planifi-
car y proponer acciones y propuestas didacticas y metodologicas innovadoras utilizando
la computadora en la verificacion y demostracion de las principales propiedades de las

figuras geométricas.

Un aspecto positivo que se debe resaltar respecto al tratamiento que se da a los
contenidos geométricos es el acercamiento de la ensenanza de temas de la geometria
escolar, sin perder su rigor, pero utilizando el aspecto intuitivo de manera creciente,
en correspondencia con la estructuracion del estudio de la geometria en el nivel medio.
Asi como también, la introduccién explicitamente en los programas de las asignaturas:
Geometria Euclidiana y Geometria I del trabajo con los softwares, para el desarrollo de
las mismas y también en su funcién de preparar a los profesores en formacién para su

posterior aplicacion docente.

Propiamente ambas carreras no tienen ningtun curso con el nombre de geometria
analitica, pero contemplan dentro de los contenidos programaticos de algunas de las
asignaturas descritas, topicos relativos a la geometria analitica, con mayor tratamiento

se hace en la asignatura Geometria I en la carrrera de Fisica - Matemaética.
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A partir de la experiencia docente del autor y del diagnostico realizado, como fac-
tores adversos en el proceso de ensenanza aprendizaje de la Geometria Analitica se

senialan:

= Bajo nivel de entrada en lo que respecta a los conocimientos geométricos analiticos
por parte de los profesores en formacién, como consecuencia de la preparacion

precedente.

= El nivel de conocimientos que tienen los profesores encargados de impartir los

contenidos de Geometria Analitica sobre el uso de los software no es suficiente.

Ambos documentos curriculares senialan en lo que se refiere a las asignaturas Geo-
metria Euclidiana y Geometria I, dentro de las recomendaciones metodolégicas en los
programas de asignatura, el uso de la regla, el transportador y el software GeoGebra,
como buenos recursos para la construccion de figuras de creciente complejidad, dejando

atrés la manipulacién concreta y el establecimiento de conjeturas geométricas.

Es necesario resaltar que pese a estar planteado de manera explicita en los programas
de asignatura el uso de los SGD, no aparece en la bibliografia ni en las recomendaciones
metodolodgicas de cada unidad un planteamiento didéactico acerca de como utilizarlos,
de ahi la importancia de desarrollar un material para la ensenanza y aprendizaje de la

Geometria Analitica usando el software de Geometria Dindmica GeoGebra.

1.7. Software de Geometria Dindmica

Existen tres tendencias en el uso de la tecnologia computacional en educacién que

consisten en:

= Concepcion de la tecnologia como un fin en si misma.

= Uso de la tecnologia de manera técnica para realizar tareas docentes.
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= Incorporar o integrar la tecnologia como un instrumento que permita la apro-
piacion del conocimiento matematico, modificando las précticas en el aula y del

curriculo escolar a fin de hacerla lo mas visible posible (MacFarlane, 2001).

En la ultima tendencia es valido senalar, el desarrollo de softwares tutiles para el
estudio de la geometria, estos son conocidos como procesadores geométricos, dentro de
ellos se encuentran: GeoGebra, Cabri-Geémetre, Sketchpad, GeoLab, Cinderella, entre
otros. A través de los anos se han ido desarrollando cada uno de ellos, incluso algunos
tienen variantes para trabajar con la geometria en el espacio como son el Cabri y el
Geogebra, este tltimo con un desarrollo incipiente en esta vertiente, ademéas muchos de
ellos han trascendido al estudio de otras ramas de la matemética: el Algebra, el estudio
de las funciones, la estadistica, las ecuaciones e incluso del calculo simbolico como son

el Gedmetra en sus versiones a partir de la 4 y el GeoGebra.

Dentro de las caracterizaciones de estos softwares se destacan aquellas realizadas
a la manipulacion dinamica, escencialmente la realizada por Finzer y Jackiw en 1998,

quienes senalan las siguientes caracteristicas principales:

= “Manipulacion directa. Apuntas al vértice del tridngulo y lo arrastras. La distancia
cognitiva entre lo que esta en la pantalla y la matemética detras es minima. No
te sientes inclinado a decir, “estoy moviendo el raton, que arrastra este pequeno
circulo en la pantalla, que cambia las coordenadas del vértice del tridngulo”. Dices:

“estoy arrastrando el vértice del triangulo”.

= Movimiento continuo. El cambio se produce durante el arrastre. Los objetos ma-
tematicos representados en la pantalla permanecen coherentes y enteros en todo
momento. A medida que el vértice del tridngulo se mueve del punto A al punto

B, puedes ver todos los estados intermedios.

= Ambiente inmersivo. Tu experiencia es que estas involucrado con los objetos que

estds manipulando, rodeado por ellos, explorandolos, jugando con ellos. La in-
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terfaz es minimamente intrusiva para que te enfoques en como lograr tus metas

matemaéticas, no en como impulsar la tecnologia”.

Asi pues, los SGD reciben este nombre porque en sus ambientes virtuales se dina-
mizan las representaciones de las figuras geométricas en el sentido de que se pueden
mover y deformar, hacerse més grandes o mas pequenas manteniendo invariante las pro-
piedades geométricas que las caracterizan, esto en contraposicion con el estudio de la
Geometria basado en medios tradicionales, donde las figuras son tangibles, en cartulina,
en papel o cualquier otro material, utilizando diferentes conjuntos de dichos represen-
taciones para poder realizar las comparaciones deseadas sobre ellas, constituyendo en

este caso lo que se ha dado en llamar, en contraposicién, geometria estatica.

Como consecuencia directa de la caracterizacion de este tipo de software es que sus
productos, sean archivos del software o applets que contienen representaciones de figuras
geométricas que contribuyen al proceso de ensenanza aprendizaje de la Geometria, pues
sirven para materializar los entes geométricos que son objeto de estudio, con lo cual
responden a la definicion de Castro (1986) de medio de ensenanza, cuando establece que
los mismos son: “... los componentes del proceso docente - educativo que actiian como
soporte material de los métodos con el propésito de lograr los objetivos planteados.”
(Castro, 1986: 48), y que constituye la definicion que se adopta en este trabajo de
medio de ensenanza y también la caracterizacion de los SGD como medios de ensefianza

aprendizaje.

Al respecto Klingberg (1978 ) escribia: “Como medio de ensefianza se denominan
todos los medios materiales necesitados por el maestro o el alumno para una estructu-
racion o conduccion efectiva y racional del proceso de educaciéon e instruccion a todos
los niveles (...) para todas las asignaturas, para satisfacer las exigencias del plan de
ensenanza’ (Klingberg, 1978: 420) lo cual es una caracteristica esencial de los SGD,
por cuanto sus productos pueden ser utilizados tanto para ensenar como para aprender,

constituyendo esta tltima forma muy valiosa cuando se trata de un aprendizaje donde
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el sujeto debe jugar un papel activo y creador, tanto desde el punto de vista interno

como externo, lo cual se logra mediante la manipulaciéon de los archivos de SGD.

Esto es imprescindible porque “...las transformaciones necesarias en la educaciéon
de estos tiempos debe sustentarse no exclusivamente en la potencialidad técnica de las
NTIC, sino en un nuevo modelo de aprendizaje que tenga en cuenta como se concibe el

b
proceso docente, el papel activo del sujeto como constructor de su conocimiento, y de
la interaccion profesor-alumnos y estudiante-estudiante en el proceso educativo” (Rosa

... let al], 1999: 37 )

Labarrere y Valdivia (1988) destacan la funciéon de los medios de ensenanza para
lograr el cumplimiento del principio audiovisual de la ensenanza y con ello una mayor
solidez de los conocimientos; otro de los principios a tener en cuenta, y que ademas es
una de las caracteristicas de estos SGD, es objetivar los diferentes entes geométricos,
de manera dinamica para poder interactuar con ellos y de esta manera lograr que el
conocimiento transcurra de la contemplaciéon viva a partir de estos entes mateméticos
objetivados en la pantalla de la computadora, al pensamiento abstracto. En tal sentido,
Klingberg(1970) expreso: “Los medios de ensenanza son medios de objetivacion y de
trabajo que estan vinculados a objetos materiales, sirven de apoyo al proceso de ense-
nanza y contribuyen decisivamente al logro de los objetivos” (Klingberg. . . [et al|, 1970:

43)

Se considera necesario hacer algunas reflexiones sobre el caracter de este tipo de
medio para objetivar los entes geométricos y de esa manera lograr la manipulacion
o experimentacion geométrica, pues a diferencia de los medios estéticos, los represen-
tantes de objetos geométricos en el ambiente del software de que se trate, pueden ser
manipulados mediante el arrastre de ciertos puntos, produciendo deformaciones de estos
representantes, que segin hayan sido concebidos pueden o no orientar adecuadamente
el aprendizaje de ciertos contenidos. En este caso existen dos aspectos a tener en cuenta,
qué y como se arrastran diferentes elementos de una figura y como han sido disenados

estos representantes.
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Resulta imprescindible destacar que esa posibilidad de cambiar la forma, posicién
y tamano de los representantes de diferentes objetos geométricos construidos, sin que
cambien sus propiedades esenciales es la manifestacion concreta de la posibilidad de
aplicar el principio heuristico de la movilidad, tan dificil de lograr antes del surgimiento
de los SGD y que estos lo traen integrado a través de la herramienta arrastre. Al respecto
Scher (2002) hace una caracterizacion de las herramientas tradicionales sefialando como
caracteristicas principales las siguientes: son estaticas (cualquier ilustracion dibujada en
papel o en el pizarron se mantiene fija y no puede ser alterada sin algin borrado) y
particulares (cualquier objeto construido representa un ente especifico con una longitud
de lado particular, pero ninguna imagen tnica y estacionaria captura las generalidades
de las definiciones involucradas), a su vez propone dos caracteristicas para herramientas
dinamicas las cuales son muy parecidas a las ya mencionadas: los objetos geométricos
pueden ser movidos y cambiados de forma interactivamente y una tnica imagen en la

pantalla representa una clase completa de objetos geométricos.

En relaciéon con la operacion arrastre, Olivero (2003) destaca las modalidades de:
arrastre errante, arrastre de borde, arrastre guiado, arrastre de lugar mudo, arrastre en
linea, arrastre ligado y examen de arrastre como los tipos de uso que le dan los alumnos

a tal herramienta.

Todo lo anterior permite disenar actividades y ambientes que ayuden a los alumnos
a escrutar situaciones de aprendizajes sin tener que hacer mucho énfasis en procesos
mecanicos. Pero también hay que diferenciar los objetos geométricos y sus represen-
taciones, no solamente por ser dos apreciaciones de un mismo fenémeno, sino por la
influencia que tienen en el proceso de ensenanza aprendizaje de la geometria, puesto
que es imprescindible utilizar ilustraciones en este proceso, ya muchos geémetras, entre
ellos Félix Klein, reconocian la necesidad de utilizar representaciones de figuras geomé-
tricas para su estudio o como expresara Larios citando a Mariotti, 1995 “no es posible
presentar un concepto geométrico sin ejemplos proporcionados, lo que significa dibujar

figuras o mostrar modelos” (Larios, 2006: 364)
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Larios se refiere, ademas, a la necesidad de distinguir entre figuras y dibujos, lo cual
también es tratado por otros autores como (Parzysz, 1988; Laborde y Capponi,1994;
Holzl, 1996; Goldenberg y Cuoco, 1998; Maracci, 2001). A los efectos del uso de SGD,
es importante diferenciar las representaciones de objetos geométricos en el ambiente
del software que pueden ser las que se llaman figuras y las que se denominan dibujos,
las primeras tienen el componente conceptual, pues se construyen de acuerdo con las
propiedades esenciales que caracterizan al objeto geométrico y que se mantienen inva-
riantes por arrastre; los dibujos se realizan por una apreciacién visual que se aproxima
a la imagen abstracta que se tiene del objeto geométrico, pero solo eso, se aproximan,
pues no son estables mediante el arrastre. Ambos tipos de representaciones son ttiles

de acuerdo al fin que se tenga.

El aprendizaje de la geometria, teniendo en cuenta los componentes figural y con-
ceptual, asi como la utilizacion de representaciones graficas estereotipadas, ha sido es-
tudiado por (Larios, 2006), llegandose a la conclusion de que muchos factores inciden en
que los alumnos tengan mas en cuenta uno que otro componente, o que no sean capaces
de aplicar lo conceptual a situaciones concretas, o la influencia que tienen las posiciones
y formas estereotipadas en dicho aprendizaje, lo que genera respuestas incompletas o
elaboradas teniendo en cuenta, no la esencia de los objetos geométricos, sino aspectos
que tienen que ver con la posicion o la forma y no con los aspectos tedricos conceptuales

referidos a los objetos.

De esta manera queda enmarcada entonces la necesidad de analizar enfoques di-
décticos que puedan contribuir a buscar cierta uniformidad en el tratamiento de los
componentes de los objetos geométricos con la utilizacion de SGD, con vistas a lograr
un mejoramiento del proceso de ensenanza aprendizaje de la Geometria, visto desde el
punto de vista de como puede ser la preparacion de los profesores en formacion para que
repercuta en una mejor labor profesional, cuando de ensenar contenidos geométricos se

trata.
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El analisis realizado se considera necesario, ya que en ocasiones cuando se habla
de Geometria Dinamica, algunos pueden pensar en una Geometria con caracteristicas
diferentes a la clasica, y realmente de lo que se trata es de la posibilidad del estudio de
esta Geometria con nuevos medios de ensenanza — aprendizaje que tienen como recurso
el dinamismo, que permite deformar convenientemente los representantes de las figuras
que se construyan en el ambiente del software; en el trabajo estos representantes seran

llamados simplemente figuras.

1.7.1. Caracteristicas esenciales de los SGD

Resultan caracteristicas comunes a los SGD de acuerdo con sus funciones las si-

guientes:

= Todos tienen una barra de herramientas mediante la cual se construyen entes
basicos de la Geometria como son puntos, rectas, semirrectas, segmentos, circun-
ferencias, dngulos, perpendiculares, paralelas, mediatrices, bisectrices, ademas es
posible incursionar en la construccion de conicas, y en algunos casos, de poligonos
regulares, basados en macros o subprogramas que a partir de la longitud del lado

y el nimero de lados los construyen directamente.

= Permiten medir longitudes de segmentos y amplitudes de angulos, pero también
otras magnitudes de figuras planas como son el area y el perimetro, asi como

realizar operaciones algebraicas con estas magnitudes.

= Es posible deformar la figura construida, moviendo mediante el ratén puntos,
segmentos o rectas, dando de esta manera la posibilidad de analizar las propie-
dades geométricas de determinado tipo de figura, pues se cambian el tamano y
posiciéon convenientemente mediante el “arrastre” en la pantalla de los elementos

mencionados.

= Se pueden escribir notas que identifiquen elementos geométricos o que den orien-

taciones sobre las tareas que se quieran realizar con el software.
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» Es factible ocultar /mostrar cualquiera de las construcciones o acciones que apa-

rezcan representadas en la pantalla a partir del accionar con el software.

= En un nivel mas complejo de utilizacion estos softwares tienen herramientas para
realizar una serie de construcciones fundamentales con regla y compas a partir
de las cuales se pueden realizar construcciones como composicion de las mismas.
También permiten realizar las transformaciones geométricas del plano que apare-
cen en los programas escolares como son la simetria axial y central, la traslacion,

la rotacién y la homotecia.

= También es posible trazar lugares geométricos a partir de la definicién correspon-

diente y determinar sus ecuaciones algebraicas, esto es vital en este trabajo.

1.8. Los SGD en el proceso de ensenanza aprendizaje

Al referirse al uso de la tecnologia como herramientas mediadoras del conocimiento
Laborde (2003), refiere, citando a Lagrange ... [et al|, (2001), el papel fundamental
que juega el profesor en el acierto de la integracion de la tecnologia en el proceso de
ensenanza aprendizaje; mas adelante aclara ademas sobre la necesidad de “. . . hacer uso
de la tecnologia para la organizaciéon de buenas condiciones que impulsen el aprendi-
zaje (...) pero esta organizacion debe estar basada en varios anélisis (...) el andlisis
cognitivo de las posibles dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las mate-
maéticas, pero también en la utilizacion de la tecnologia” (Laborde, 2003:1; traduccion
de JG). A su vez Gamboa (2007) afirma que "la tecnologia ayuda en el proceso de
ensenanza aprendizaje de la mateméatica siempre que este proceso sea bien dirigido por

el profesor".

En consecuencia, es el propio profesor quien debe dirigir, planificar y disenar acti-
vidades que impulsen el aprendizaje apoyandose en la tecnologia, pues el avance tec-
nologico, especificamente el surgimiento de diferentes softwares para la ensefianza de la

geometria y su incorporacion en el salon de clases, asi lo demanda.



1.8 Los SGD en el proceso de ensenanza aprendizaje 27

La revisién de multiples trabajos encontrados en muchos blog, y paginas Web, mues-
tra que no hay uniformidad en la forma de utilizar los SGD, pero si referentes de como

son utilizados, los cuales se pasan a analizar a continuacién.

Lo mas general es el objetivo con el que son utilizados, pues se dirige al tratamiento
de dos funciones didacticas: la introduccion de nuevo contenido y la sistematizacion,
esencialmente para la ejercitacion, que se dirige fundamentalmente al tratamiento de
ejercicios con un nivel alto de complejidad y situaciones interesantes dentro de la Geo-

metria.

El otro aspecto, que resulta bastante general, es que las tareas que se presentan con
los diferentes SGD son llamadas ejercicios, situaciones de aprendizaje, talleres, presen-
taciones, practica guiada, problemas, actividades para ser ejecutadas con el software,
lo cual demuestra lo relacionado con la falta de uniformidad, no solo en el nombre, sino

en la concepcion de las mismas.

Hay un amplio diapasén de utilizacion, lo cual estd en correspondencia con las
habilidades que tienen los autores de articulos para trabajar con los diferentes SGD
y ademas con sus paradigmas didacticos. Esto hace que, a como se expres6, no haya
uniformidad, pero si algunas regularidades de uso, sin que esto signifique que no haya
diferentes matices. El analisis se puede establecer de acuerdo con diferentes elementos
como pueden ser: presentacion de los productos de los SGD, libertad para trabajar,
génesis de los conocimientos y habilidades con el software necesarias para trabajar.
Esto para resaltar algunas de las caracteristicas, pues en la practica se combinan y
no se dan aislados estos elementos, pues la forma de presentaciéon como elemento de
analisis, lleva aparejada determinada planificacion de la libertad de acciéon y de las

habilidades necesarias para cumplir la tarea.

En cuanto a la presentacion de los productos de los SGD son trabajados en dos
formas fundamentalmente: archivos con la extension correspondiente al tipo de software,

a los cuales se accede con el software para realizar las tareas que se orientan, las cuales



28 DIAGNOSTICO DE LA INVESTIGACION

aparecen generalmente en un documento escrito aparte; en este caso son fundamentales

las habilidades para trabajar con el software.

La otra forma de presentacién son mediante hojas dinamicas, llamadas applets o
conjuntos de hojas interrelacionadas, en este caso se necesita de un navegador para
abrirlas y de acuerdo a las potencialidades del software ir navegando por las diferentes
opciones que brinda la péagina o el conjunto de paginas. Se conocen experiencias muy
completas como es Escuela 2.0 Proyecto Gauss del Ministerio de Educaciéon, Cultura
y Deportes y del Instituto Nacional de Tecnologias Educativas y de Formacion del
Profesorado de Espana, la cual es casi un libro electrénico interactivo realizado segtin
las posibilidades del GeoGebra, para el tratamiento de diferentes partes del contenido

matematico de los distintos niveles de ensenanza de ese pafis.

De acuerdo con la libertad para trabajar existen algunas formas de presentar las
actividades, una muy utilizada es la llamada exploraciéon libre, donde se dan pocas
orientaciones y se pide analizar el comportamiento de propiedades de entes geométricos,
también utilizada para la resolucion de ejercicios portadores de informacion geométrica,
el otro extremo es el llamado trabajo paso a paso, donde son dadas una secuencia de
indicaciones que describen y orientan cada una de las operaciones a ejecutar con el
software, en ambos casos se realizan algunas preguntas que tienden a producir conjeturas

sobre lo nuevo a aprender o sugerencias sobre los resultados a obtener.

Estas experiencias son utilizadas internacionalmente y también en Nicaragua, con
el desarrollo acelerado del GeoGebra en los tltimos anos, con posibilidades nuevas, se
utiliza también la introduccién de construcciones paso a paso a través de los comandos
de entrada, aspecto que a criterio del autor, produce interesantes y complejos resultados,

buenos para ser presentados como motivacion.

Es comin que generalmente la via de acceder a nuevos conocimientos o resolver
determinados problemas utilizando SGD se realice a través de la realizacion de cons-

trucciones geométricas, las cuales son importantes y necesarias, pero tradicionalmente



1.8 Los SGD en el proceso de ensenanza aprendizaje 29

son una de las vias mas importantes para la integracién y sistematizacion de los co-
nocimientos geométricos, lo cual hace que el nivel de complejidad de la realizacion de
construcciones, sea superior al nivel de complejidad de la identificacion y la determina-
cion de propiedades, la observacion, etc. que son necesarias para la obtencion de nuevas
definiciones y propiedades de entes geométricos. De ahi que el autor no comparta la
idea de que el aprendizaje de los contenidos geométricos escolares tenga su punto de
partida en una de las habilidades més dificiles de alcanzar, la de realizar construcciones
geométricas. Esto no esta en contradiccion con que se utilicen las construcciones fun-

damentales con el fin de promover el conocimiento de nuevas propiedades geométricas.

Se destaca en muchos casos la proyeccion de actividades con los SGD que conllevan
a la necesidad de adquirir un nivel alto de desarrollo de las habilidades para trabajar
con el software, y aunque (Laborde, 2003: 2), al referirse a los SGD a los que llama
herramientas para hacer Matematica expresa “. .. Las herramientas no son transparentes

9

[...] requiere de la especifica apropiacion de las herramientas...”, no puede ser a tal
grado esa apropiacion que se vayan convirtiendo estas herramientas en un fin y no en

un medio de ensenanza al que hay que conocer y dominar.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de la utilizacion de SGD que diferentes autores
como (Larios, 2006; Gamboa y Morales 2010; Acosta, Mejias y Rodriguez, 2011; Acosta,
2010; Sarmiento, 2004; Paez 2003; Gutiérrez, 2004) y muchos més al incorporarlos
al proceso de ensenanza aprendizaje, se pudo observar que: en todos los casos dicha
utilizacion cuenta de objetivos y contenidos especificos, de acciones a realizar, de medios
a emplear, que en este caso es precisamente el software, se explica la organizacion de
la actividad y en la mayoria de los casos se expone como se evaltian los resultados
del trabajo realizado por los usuarios, que pueden ser alumnos de diferentes niveles o
profesores en formacion inicial. Ademas, presentan en algunos casos detalles en cuanto
a los tipos de justificaciones que los alumnos hacen al desarrollar cada una de las

actividades propuestas en dichos trabajos.
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En conclusion, con las actividades mostradas en los diferentes trabajos para los
contenidos de ensenanza y aprendizaje de la geometria se pretende establecer una serie
de destrezas cognitivas de caracter general que puedan ser utilizadas en muchos casos
particulares y que contribuyen por si mismas a desarrollar dichas capacidades, ya que
el nivel de dificultades de las acciones a realizar aumentan al pasar de una etapa a
otra, consiguiéndose de esta forma un desarrollo progresivo de la perpecpcion espacial
en el estudiante. La linea general de trabajar la geometria es desde una metodologia
de resoluciéon de problemas, mediante la que el alumno, ademéas de estar motivado,

aprende.

1.8.1. Factores que condicionan la gestién de la clase y la ac-

tuacién por parte del profesor al integrar SGD

A continuacion se muestran algunos factores que condicionan la gestién de la clase
y la actuacion por parte del profesor propuestos por Gonzalez - Lopez (2001), quién

clasifica cada uno de estos aspectos en los siguientes cuatro bloques:

Intervenir para modificar una decision errénea

’7 mediante contragjemplos.
L J

Animar al alumno a que se corija a si mismo.

LS

Globalizar.

Transferir a otros contextos para institucionalizar

MAZMOOo0 Z0—0PFC—H0D>

los conocimientos.

i
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Capitulo 2

PROPUESTA

2.1. Diseno de las actividades

2.1.1. Modelo didactico empleado en la propuesta

Actualmente los cursos de geometria se concretan en la memorizacién de conceptos
y su aplicacion a través del discurso magistral del profesor como principal medio di-
déctico, lo cual no da lugar a que el estudiante tome un papel activo en el desarrollo
del conocimiento geométrico, ni propicia el fomento de la creatividad y del aprendi-
zaje significativo, tal y como lo senalan los siguientes autores: Baez e Iglesias (2007);
Paredes, Iglesias y Ortiz (2007). Esto se ve condicionado debido a las concepciones y

experiencias adquiridas por el profesor en su formacion.

Ante esta problemaética, vigente desde hace varios anos, muchos investigadores han
propuesto diferentes modelos de ensenanza aprendizaje de la geometria destacandose
como modelo rector el propuesto por el matrimonio Van Hiele en 1957, el cual ha
sufrido adaptaciones hasta llegar a la forma generalmente aceptada en la actualidad.
Analizaremos este modelo para poder disenar las actividades de aprendizaje con las
secciones conicas, adaptando los niveles de razonamiento y fases de ensenanza aqui

propuestos al entorno dindmico GeoGebra.

33
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Modelo de Van Hiele

La idea béasica del modelo de Van Hiele es que el aprendizaje de la Geometria se hace
pasando por determinados niveles de pensamiento y conocimiento, que no van asociados
a la edad y que so6lo alcanzado un nivel se puede pasar al siguiente. De acuerdo con

Jaime (1993) dicho modelo abarca dos aspectos bésicos:

s Descriptivo: porque se identifican diferentes formas de razonamiento geométrico

de los individuos y se puede valorar el progreso de estos.

= [Instructivo: ya que marca pautas a seguir por los profesores para favorecer el
avance de los estudiantes en su nivel de razonamiento geométrico llamadas fases

de aprendizaje.

En este modelo el aprendizaje es comparado a un proceso inductivo. En un nivel
n — 1 ciertas versiones limitadas de los objetos geométricos pueden ser estudiadas.
Algunas relaciones de los objetos pueden ser explicadas, sin embargo hay otras que no
son accesibles a este nivel y, por tanto, no pueden ser abordadas. En el nivel n se supone
el dominio de los conocimientos del nivel n — 1 y se explicitan las relaciones que estaban

implicitas en el nivel anterior. Asi, los objetos del nivel n son extensiones del nivel n—1.

La caracterizacion del modelo de Van Hiele se hace a través de 5 niveles de razona-
mientos, respecto de los cuales no hay unanimidad en cuanto a su numeracioén; como
lo senala Vargas y Gamboa (2013), algunos autores hablan de los niveles del 0 al 4 y

otros los enumeran del 1 al 5. En este trabajo se toma la segunda numeracion.

A continuacion se presentan las caracteristicas principales de cada nivel de razona-
miento extraidas de diversas publicaciones, escencialmente de Jaime y Gutiérrez (1993)

y Vargas y Gamboa (2013).

s Nivel 1. Reconocimiento o visualizacion: El individuo reconoce las figuras geo-
métricas por su forma como un todo, no diferencia partes ni componentes de la

figura. Puede, sin embargo, producir una copia particular de esta o reconocerla.
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No es capaz de reconocer o explicar las propiedades determinantes de las figuras,
las descripciones son principalmente visuales y las compara con elementos fami-
liares de su entorno. No hay un lenguaje geométrico basico para referirse a figuras

geométricas por su nombre.

= Nivel 2. Andalisis: El individuo puede ya reconocer y analizar las partes y propieda-
des particulares de las figuras geométricas y las reconoce a través de ellas, pero no
le es posible establecer relaciones o clasificaciones entre propiedades de distintas
familias de figuras. Establece las propiedades de las figuras de forma empirica, a
través de la experimentacion y manipulaciéon. Como muchas de las definiciones de
la geometria se establecen a partir de propiedades, no puede elaborar definiciones.
La demostracion de una propiedad se realiza mediante la comprobaciéon en uno o

POCOS casos.

» Nivel 3. Clasificacion o deduccion informal: El individuo determina las figuras por
sus propiedades y reconoce como unas propiedades se derivan de otras, construye
interrelaciones en las figuras y entre familias de ellas. Establece las condiciones
necesarias y suficientes que deben cumplir las figuras geométricas, para que las de-
finiciones adquieran significado. Sin embargo, su razonamiento logico esta basado
en la manipulaciéon. Sigue las demostraciones pero no es capaz de entenderlas en
su totalidad, por lo que no le es posible organizar una secuencia de razonamientos
logicos que justifique sus observaciones. Al no poder realizar razonamientos 16gicos
formales ni sentir su necesidad, el individuo no comprende el sistema axiomaético

de las Mateméticas.

= Nivel 4. Deduccion Formal: En este nivel ya el individuo realiza deducciones y
demostraciones logicas y formales, a partir del reconocimiento de su necesidad
para justificar las proposiciones planteadas. Comprende y maneja las relaciones
entre propiedades y formaliza en sistemas axiomaticos, por lo que ya entiende la
naturaleza axiomatica de las Matematicas. Comprende como se puede llegar a

los mismos resultados partiendo de proposiciones o premisas distintas, lo que le
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permite entender que se puedan realizar distintas demostraciones para obtener
un mismo resultado. Es claro que, adquirido este nivel, al tener un alto grado
de razonamiento logico, obtiene una vision globalizadora de las Matematicas. El
individuo puede desarrollar secuencias de proposiciones para deducir una propie-
dad de otra, percibe la posibilidad de una prueba, sin embargo, no reconoce la

necesidad del rigor en los razonamientos.

Nivel 5. Rigor: El individuo estd capacitado para analizar el grado de rigor de
varios sistemas deductivos y compararlos entre si. Puede apreciar la consistencia,
independencia y completitud de los axiomas como fundamentos de la geometria.
Capta la geometria en forma abstracta. Este tltimo nivel, por su alto grado de
abstraccion, debe ser considerado en una categoria aparte, tal como lo sugieren
estudios sobre el tema. Alsina, Fortuny y Pérez (1997) y Gutiérrez y Jaime (1991)
afirman que solo se desarrolla en estudiantes de la Universidad, con una buena

capacidad y preparacion en geometria.

En el marco del modelo de Van Hiele se senalan caracteristicas de los niveles de

razonamiento que a continuacion se detallan:

Jerarquizacion y secuencialidad: Esto es, los niveles tienen un orden que no se pue-
de alterar y para alcanzar un nivel de razonamiento es necesario haber adquirido

previamente los niveles anteriores.

Especificidad del lenguaje: Cada nivel tiene un lenguaje propio, lo que contribuye
al enriquecimiento del vocabulario matematico, a la forma y significado de la

expresion.

Continuidad: El paso de un nivel al siguiente no se hace de forma brusca, ya
que ocurre un periodo de transicion, en el cual se entremezclan momentos de

razonamiento de los dos niveles consecutivos.

Localidad: El paso de un nivel a otro depende mas de la ensenanza recibida que de
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la edad o madurez, lo que conlleva a que un individuo puede razonar en diferentes

niveles al trabajar en distintos campos de la geometria.

Van Hiele propone también una serie de fases de aprendizaje que pretenden presentar
una organizacion de las actividades para pasar de un nivel de razonamiento al siguiente.
Las fases no estéan asociadas a un nivel determinado, sino que en cada nivel la instrucciéon
comienza con actividades de la fase primera y continta con actividades de las siguientes

fases.

A continuacion se ofrece una descipcion de las fases propuestas por Vargas y Gamboa

(2013).

» Fase 1. Informacion: En esta fase se procede a tomar contacto con el nuevo tema
que es objeto de estudio. El profesor debe identificar los conocimientos previos
que puedan tener sus alumnos sobre este nuevo campo de trabajo y sus corres-
pondientes niveles de razonamiento. Fouz y De Donosti (2005) citan a Azubel
(1978) para respaldar que se trata del primer acercamiento a los conocimientos
del alumno: “Si tuviera que reducir toda la Psicologia Educativa a un solo prin-
cipio dirfa lo siguiente: el factor mas importante que influye en el aprendizaje es
lo que el alumno/a sabe. Averigiiese esto y enséniese en consecuencia” (p. 72). Los
alumnos deben recibir informaciéon para conocer el campo de estudio que van a
iniciar, los tipos de problemas que van a resolver, los métodos y materiales que

utilizaran, etc.

» Fase 2. Orientacion dirigida: Se guia a los alumnos mediante actividades y pro-
blemas (dados por el profesor o planteados por los mismos estudiantes), con el fin
de que estos descubran y aprendan las diversas relaciones o componentes basicos
de la red de conocimientos por formar. Los problemas propuestos han de llevar
directamente a los resultados y propiedades que los estudiantes deben entender y
aprender. El profesor debe seleccionar cuidadosamente los problemas y activida-

des y, cuando lo necesiten, orientar a sus alumnos hacia la solucién. De acuerdo
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con Jaime (1993), esta fase es fundamental, ya que en ella se construyen los ele-
mentos basicos de la red de relaciones del nivel correspondiente. Al respecto cita
a Van Hiele (1986), quien senala que "(...) las actividades (de la segunda fase),
si se seleccionan cuidadosamente, constituyen la base adecuada del pensamiento

de nivel superior" (p. 10).

Fase 3. Fxplicitacion: Los estudiantes deben intentar expresar en palabras o por
escrito los resultados que han obtenido, intercambiar sus experiencias y discutir
sobre ellas con el profesor y entre los mismos estudiantes, con el fin de que lle-
guen a ser plenamente conscientes de las caracteristicas y relaciones descubiertas
y afiancen el lenguaje técnico que corresponde al tema objeto de estudio. Los es-
tudiantes tienen que utilizar el vocabulario adecuado para describir la estructura
sobre la que han estado trabajando. En esta fase no se produce un aprendizaje
de conocimientos nuevos, en cuanto a estructuras o contenidos, sino una revision
del trabajo llevado a cabo con anterioridad, a partir de conclusiones, préctica y
perfeccionamiento de la forma de expresarse, todo lo cual origina un afianzamien-
to de la nueva red de conocimientos que se estd formando. El tipo de trabajo
que se debe realizar en esta fase es de discusién y comentarios sobre la forma de
resolver los ejercicios anteriores, propiedades y relaciones que se han observado o

utilizado.

Fase 4. Orientacion libre: En esta fase se debe producir la consolidacion del apren-
dizaje realizado en las fases anteriores. Los estudiantes deberan utilizar los cono-
cimientos adquiridos para resolver actividades y problemas diferentes de los ante-
riores y, probablemente, mas complejos. Por otra parte, el profesor debe limitar al
méximo su ayuda a los estudiantes en la resolucion de los problemas. En palabras
de Van Hiele (1986), citado por Jaime (1993), “(...) los estudiantes aprenden a
encontrar su camino en la red de relaciones por si mismos, mediante actividades
generales” (p. 11). Los alumnos deberan aplicar los conocimientos y lenguaje que

acaban de adquirir en situaciones nuevas. Los problemas planteados en esta fase
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deben obligar a los estudiantes a combinar sus conocimientos y aplicarlos a situa-
ciones diferentes de las propuestas anteriormente. La intervencion del profesor en
la resoluciéon de las tareas debe ser minima, pues son los alumnos quienes tienen

que encontrar el camino adecuado a partir de lo aprendido en la segunda fase.

» Fase 5. Integracion: Los estudiantes establecen una vision global de todo lo apren-
dido sobre el tema y de la red de relaciones que estan terminando de formar,
integrando estos nuevos conocimientos, métodos de trabajo y formas de razona-
miento con los que tenian anteriormente. Se trata de lograr una vision general de
los contenidos del tema objeto de estudio, integrada por los nuevos conocimientos
adquiridos en este nivel y los existentes en los estudiantes. No hay un aprendizaje
de elementos nuevos, sino una fusion de los nuevos conocimientos, algoritmos y
formas de razonar con los anteriores. Las actividades de esta fase deben favorecer

dicha integracion y permitirle al profesor comprobar si ya se ha conseguido.

Cada una de estas fases se corresponden de manera implicita con los aspectos se-
nalados en la actuacion docente, pues el profesor es el encargado del cumplimiento de

cada una de ellas para que el estudiante logre pasar de un nivel de razonamiento a otro.

Las actividades disenadas pretenden seguir las fases de ensenanza del modelo de Van
Hiele: informacion, orientaciéon dirigida, explicitacion, orientacion libre e integracion. A

continuacion se detalla como se desea seguir cada una de estas fases.

En la primera fase se da a conocer la intenciéon que se persigue en la actividad
propuesta, asi como también las herramientas del software a utilizar en la construcciéon

geométrica de cada seccion conica.

Para la fase 2, se debe tener presente todas las indicaciones que se muestran en
la actividad para lograr con lujo de detalle lo que se indica. Se pretende utilizar cada
uno de los entes geométricos presentes en la definicion de cada secciéon coénica. Una
caracteristica predominante en esta fase es el cuestionamiento dirigido a un aprendizaje

autorreflexivo.
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Para cumplir con la tercera fase como su nombre lo indica se muestra una explicita-
cion de todo el bagaje geométrico utilizado en la fase dos, ademas en algunos casos se
solicita una descripciéon de todo el proceso, que hasta el momento se ha realizado, para
tal efecto debe existir una interaccién alumno - alumno y alumno - profesor, propician-
do asi un aprendizaje colaborativo. Esta fase da lugar a que se realice la construcciéon

solicitada, se explore y se conjeturen resultados.

En la fase 4 se hacen actividades que conllevan a la consolidacién de los conoci-
mientos geométricos, son actividades que difieren un poco de las anteriores ya que se
persigue que los estudiantes establezcan nuevas relaciones o propiedades y que planteen

varias vias de soluciones.

Para la fase 5 se establecen actividades que implican la organizacién de los cono-
cimientos ya adquiridos. Todo esto conduce a conclusiones justificadas de propiedades
estudiadas y a la ejecucion del proceso de institucionalizacion del conocimiento como

el papel del docente.
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2.1.2. SGD empleado en el diseno de las actividades
El GeoGebra y su dinamismo

El desarrollo de las actividades propuestas contemplan cada uno de los pasos a se-
guir usando el GeoGebra como un ambiente eficaz que permite realizar construcciones,
establecer conjeturas y llegar a generalizar propiedades, todo esto a partir de la visua-
lizacion. Su uso requiere tiempo para una iniciaciéon y exploracion instrumental, por lo
cual se presentan las principales herramientas que se usaran para llevar a cabo cada

actividad propuesta.

GeoGebra es un programa dindmico para la ensenanza y aprendizaje de las mate-
méticas. Combina dindmicamente, geometria, dlgebra, calculo, analisis y estadistica en

un tnico conjunto de herramientas, operativamente sencillas y eficientes.

Ademés de la gratuidad y la facilidad de aprendizaje, GeoGebra se destaca por la
percepcion de los objetos, ya que al introducirlos cada uno tiene dos representaciones,
una en la vista grafica (que se corresponde con la parte geométrica) y otra en la vista
algebraica (que se corresponde con el formalismo algebraico). De esta forma se establece
una permanente conexion entre el algebra y la geometria, fin que se persigue en la

ensenanza y aprendizaje de la Geometria Analitica.

GeoGebra es en su origen la tesis de Markus Hohenwarter, que tenia como objeto
crear una calculadora de uso libre para trabajar el Algebra y la Geometria. Fue un
proyecto que se inici6 en el 2001 en un curso de Matemaética en la Universidad de Salz-
burgo (Austria). Actualmente, GeoGebra continia su desarrollo en la Universidad de
Boca Raton, Florida Atlantic University (USA). Pero no tenemos que olvidar que Geo-
Gebra esta disenado con mentalidad colaborativa. Desde la pégina oficial disponemos
de acceso a ayudas, recursos, foros y wikis que usuarios de todo el mundo mantienen

en constante actualizacion.
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Algunas caracteristicas de este software son:

Es gratuito y de codigo abierto (GNU GPL).

Esté disponible en espanol incluyendo el manual de ayuda.
Presenta foros en varios idiomas.

Ofrece una wiki que permite compartir las propias construcciones.

Usa la multiplataforma Java, lo que garantiza su portabilidad a sistemas de Win-

dows, Linux, Solaris o MacOS X.

Posee las caracteristicas propias de los programas de geometria dinamica pero

también de los programas de célculo simbdlico (CAS).

Al abrir el software se presentan dos vistas: una geométrica y otra algebraica.
A todo objeto que se vaya incorporando en la zona grafica le corresponderé una

expresion en la vista algebraica y viceversa.

Permite abordar la geometria y otros aspectos de las matematicas, a través de la
experimentacion y la manipulacion de distintos objetos, facilitando la realizacion
de construcciones que conllevan a conjeturar resultados a partir de la observacion

directa.

Con base en lo anterior, GeoGebra puede asumirse como una herramienta didactica,

puesto que es un elemento fisico o simbolico que, dentro del aula de clase, provee de cier-

tas ventajas al maestro para la presentacion de una temética particular, y que a la vez

le proporciona al estudiante una forma de representacion, visualizacién y organizacion

de los conceptos trabajados en el estudio de ciertos contenidos.
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2.2. Contenido de la propuesta

La propuesta contempla una serie de actividades de aprendizaje para la construccion
geométrica de las secciones conicas, la determinacion de sus ecuaciones y la solucion de
problemas relativos a cada una de las secciones coénicas, haciendo uso del software de
geometria dinamica GeoGebra. Estas actividades promueven el aprendizaje de algunos
contenidos propios de la geometria analitica, asi como el desarrollo de habilidades,

destrezas y aprehension de dichos conocimientos.

La construccién geométrica de cada una de las secciones conicas a partir de su
definicion tiene como fin que el alumno asocie cada curva (circunferencia, parébola,
elipse e hipérbola) con su definiciéon lo que permite una deduccién inmediata de su

ecuacion y un mayor acercamiento al tema.

Se puede notar en esta propuesta el trato especial que se da a cada secciéon conica
como lugar geométrico, contrario a la mayoria de los textos existentes, en los que hay
un predominio algebraico, ademés de una forma visual bastante reducida de cada una
de las conicas. Ademaés es notorio que estos textos presentan la misma definicion desde
diferentes puntos de vista. En este trabajo, la definicién que se elige es la analitica por
medio del célculo de la distancia de un punto del locus a los focos. Las razones son las

siguientes:
» Es la principal definiciéon que se da a conocer a los alumnos.
= Esta definicién permite evidenciar propiedades geométricas, no sélo analiticas.

= Es la definicién que mejor se ajusta a las caracteristicas propias del GeoGebra.
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Por cada seccién conica se presentan actividades de aprendizaje, agrupadas en cuatro

temas centrales que se enlistan a continuacion:
A. Circunferencia:

1. Construccién geométrica
2. Ecuacion canodnica de una circunferencia

3. Ecuaciéon ordinaria de una circunferencia

=~

. Problemas relativos a una circunferencia
B. Parabola

1. Construccion geométrica
2. Ecuacion canodnica de una parabola
3. Ecuacion ordinaria de una parabola

4. Problemas relativos a una parébola
C. Elipse

1. Construccién geométrica
2. Ecuacion canoénica de una elipse
3. Ecuacién ordinaria de una elipse

4. Problemas relativos a una elipse

D. Hipérbola

—_

. Construccién geométrica
2. Ecuacion candnica de una hipérbola
3. Ecuaciéon ordinaria de una hipérbola

4. Problemas relativos a una hipérbola
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2.3. Actividades con circunferencias

2.3.1. Actividad 1. Construccién geométrica

Esta actividad esta diseniada en dos etapas: la primera tiene el objetivo de construir
el lugar geométrico llamado circunferencia; y la segunda, persigue la busqueda de una

propiedad que sirva para establecer su definicién como tal.

Las herramientas que vamos a utilizar para desarrollar esta actividad son las si-

guientes:

Punto

Segmento de longitud dada

Distancia o longitud

Segmento

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Autométicamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.

2. Cierre la vista algebraica y oculte los ejes coordenados, dando clic derecho sobre el

area de trabajo y desactive la herramienta Ejes.

3. Elija la herramienta Punto y marque un punto sobre el area de trabajo y llamelo

C' (este punto debe quedar fijo).

4. Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y construya un segmento

de longitud cualquiera con extremo en C'. Para ello, primero debe dar clic sobre el
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punto C'y luego, apareceré un cuadro de didlogo donde debe especificar la longitud

del segmento. Rotule el otro extremo con P.

. Active el rastro y la animacion para el punto P dando clic derecho sobre él y acti-

vando las herramientas Rastro y Animacion. Observe que al moverse P describe

un lugar geométrico jconoces el nombre de esta figura?

El lugar geométrico que hemos construido auxiliandonos del GeoGebra se llama
circunferencia. Ahora dediquémonos a la busqueda de una caracterizacion que ayude

a definir este lugar geométrico.

Elija la herramienta Punto y marque los puntos A, B, D y E sobre el lugar geo-
métrico que describe P. Seleccione la herramienta Segmento y trace los segmentos
cuyos extremos son C'y cada punto marcado. Con la herramienta Distancia o lon-
gitud calcule la longitud de cada uno de ellos ; Como son estas medidas en relacion
con la del segmento que determinan C'y P? jQué propiedad cumple cualquier punto

que esté sobre el lugar geométrico que describe P respecto a C7

Al punto C' le llamaremos centro y radio a la distancia de C' a cualquier punto del

lugar geométrico.

7. Guarde el archivo con el nombre “construcciéon geométrica de una circunferencia”.

Tomando en cuenta los pasos anteriores, escriba con sus propias palabras una definicion

para el lugar geométrico circunferencia. Aqui se debe establecer la siguiente definicion.

Definicion 1. Circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un

plano de tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo

de ese plano.

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama

radio.
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2.3.2. Actividad 2. Ecuacion candnica de una circunferencia

Una vez conocida la definicion de circunferencia como lugar geométrico, pasamos a

estudiar su ecuacion candnica y para ello recurrimos a las vistas: algebraica y geométrica

del GeoGebra.

Las herramientas que vamos a utilizar para desarrollar esta actividad son las si-

guientes:

Punto
A
]
Circunferencia (centro, radio)
Texto

ABC

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.

2. Seleccione la herramienta Circunferencia (centro, radio). Fije como centro el
origen (0,0), se desplegara un cuadro de didlogo donde se debe introducir como

radio un valor positivo cualquiera. Escriba 2, por ejemplo.

Observe que en la vista algebraica aparece de manera automatica la ecuacién bus-
cada. Ademés, note que el lado derecho de la igualdad corresponde al cuadrado del
valor del radio establecido. Se dice que esta ecuacion esta en su forma canénica. Por
tanto, la ecuacion que se muestra en la vista algebraica es la ecuaciéon candnica de

la circunferencia trazada.
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Ahora corrobore que realmente cualquier punto sobre la circunferencia satisface dicha

ecuacion.

Elija la herramienta Punto y marque un punto B sobre la circunferencia trazada.

Garantice que dicho punto sea "moévil"desplazandolo sobre la circunferencia.

Escriba en la Barra de entrada el comando z(B) y seguidamente el comando y(B).
Observe que en la vista algebraica se registraron los ntimeros a y b, que corresponden

a la abscisa y a la ordenada del punto B.

Seleccione la herramienta Texto y dé clic sobre el adrea de trabajo. En el cuadro de
didlogo que se muestra seleccione la pestana Objetos escoja a y elévelo al cuadra-
do, luego stimele el cuadrado de b, para esto repita el procedimiento dado para a.
Dicha suma debe igualarla al valor dado a la derecha del igual en la ecuaciéon de la

circunferencia que se obtuvo en el paso 2.

Dé clic sobre el punto B y active la herramienta Animaciéon. ;Qué pasa con los

valores para a y b? ;A qué es igual la suma de sus cuadrados?

En este momento, se debe notar que los valores para a y b cambian a medida que el
punto B recorre la circunferencia, pero la suma de sus cuadrados siempre es igual al

cuadrado del valor del radio establecido.

7. Guarde el archivo con el nombre “ecuacion candnica de una circunferencia’.

De acuerdo con los pasos anteriores, escriba un resultado donde se determine la ecuacion

de una circunferencia con centro en el origen y cuyo radio sea r. El objetivo aqui es

establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Una circunferencia cuyo centro sea el origen y cuyo radio Sea r, tiene

por ecuacion

Esta expresion es llamada ecuacion candnica de una circunferencia.
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2.3.3. Actividad 3. Ecuacion ordinaria de una circunferencia

Estudiada la ecuacién canédnica de una circunferencia esta puede ser generalizada
cambiando tinicamente las coordenadas del centro de la circunferencia que se manipule.

A esto nos dedicaremos en la siguiente actividad.

Las herramientas que emplearemos en esta actividad son las siguientes:

Punto
A
®
Circunferencia (centro, radio)
Texto

ABC

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra. Autométicamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.
2. Con la herramienta Punto trace un punto A con coordenadas cualesquiera.

3. Seleccione la herramienta Circunferencia (centro, radio). Fije como centro el
punto A y se desplegara un cuadro de didlogo donde se debe establecer como radio

un valor positivo cualquiera. Escriba, por ejemplo, 1.

Observe que en la vista algebraica se tiene de manera automética la ecuacion bus-
cada. Ademés, note que el lado derecho de la igualdad corresponde al cuadrado del
valor del radio establecido. Se dice que esta ecuacion esté en su forma ordinaria. Por
tanto, la ecuacion que se muestra en la vista algebraica es la ecuacion ordinaria de

la circunferencia trazada.
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Utilizando los pasos de la actividad anterior, corrobore que realmente cualquier punto

sobre la circunferencia satisface dicha ecuacion.

Elija la herramienta Punto y marque un punto B sobre la circunferencia trazada.

Garantice que dicho punto sea "moévil"desplazandolo sobre la circunferencia.

Escriba en la Barra de entrada el comando h = z(A) y seguidamente el comando
k = y(A). Observe que en la vista algebraica se registraron los ntmeros h y k.
Estos corresponden a la abscisa y a la ordenada del centro de la circunferencia,

respectivamente.

Escriba en la Barra de entrada el comando z(B) y seguidamente el comando
y(B). Observe que en la vista algebraica se registraron los ntmeros a y b. Estos

corresponden a la abscisa y a la ordenada del punto B.

Seleccione la herramienta Texto y dé clic sobre el area de trabajo. En el cuadro de
didlogo que se muestra, escriba la suma de los cuadrados de las diferencias a — h
y b — k, seleccionando en la pestana Objetos los objetos correspondientes. Iguale la
suma al valor dado en el miembro derecho en la ecuacion de la circunferencia que se

obtuvo en el paso 2.

Dé clic sobre el punto B y active la herramienta Animacioén. ;Qué pasa con los
valores para h y k7 jQué pasa con los valores para a y b7; A qué es igual la suma de

los cuadrados de las diferencias a — h 'y b — k7

Se debe notar que los valores para h y k permanecen fijos por ser las coordenadas
del centro de la circunferencia y que los valores para a y b cambian a medida que el
punto B recorre la curva, pero la suma de los cuadrados de las diferencias a — h 'y

b — k siempre es igual al cuadrado del valor del radio establecido.

Guarde el archivo con el nombre “ecuacion ordinaria de una circunferencia”.

De acuerdo con los pasos anteriores, escriba un resultado donde se determine la ecuacion

de una circunferencia cuyo centro sea un punto con coordenadas (h, k) y el radio sea r.
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El objetivo aqui es establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.2. La ecuacion de una circunferencia cuyo centro es un punto con coorde-

nadas (h,k) y que tiene radio r, es

(x —h)*+ (y — k)* = 1>

Esta ecuacion es llamada ecuacion ordinaria de una circunferencia.

Se pueden explorar otras variantes para cada una de las actividades aqui propuestas
haciendo uso de las herramientas Circunferencia (centro, punto) y Circunferencia

por tres puntos; los pasos a seguir son similares.

2.3.4. Actividad 4. Problemas relativos a una circunferencia

Desde el estudio de la geometria elemental se presentan diversos problemas relativos

a una circunferencia tales como:

1. Determinacién de una circunferencia sujeta a tres condiciones.
2. Familia de circunferencias.

3. Tangente a una circunferencia.

Todos ellos tratados con diversos métodos analiticos y geométricos. Aqui se presen-
tan los pasos a seguir para resolver cada uno de ellos haciendo uso de las herramientas

del GeoGebra.

Actividad 4.1 Determinaciéon de una circunferencia sujeta a tres condiciones

Esta actividad busca establecer que la ecuacion de cualquier circunferencia, en par-
ticular, puede obtenerse determinando los valores de las tres constantes h, k y r invo-
lucradas en la ecuaciéon ordinaria. Asi que, tanto analitica como geométricamente, la
ecuacion de una circunferencia se determina completamente por tres condiciones inde-

pendientes; por ejemplo, queda determinada por tres puntos cualesquiera no colineales.
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La nueva herramienta que emplearemos es:

Circunferencia por tres puntos

&)

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Introduzca en la Barra de entrada los puntos dados y sus coordenadas correspon-

dientes.

3. Seleccione la herramienta Circunferencia por tres puntos y dé clic sobre cada
uno de los tres puntos trazados en el paso 2. Autométicamente, se genera la circun-
ferencia y su ecuacién ordinaria puede ser visualizada en la vista algebraica ;Cémo

identificarias las coordenadas del centro? ;y el valor del radio?

Actividad 4.2 Familia de circunferencias

En esta actividad se persigue que los estudiantes manipulen una de las tres cons-

tantes h, k o r, para representar geométricamente familias de circunferencias.

Utilizaremos la herramienta:

Deslizador

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Cree tres deslizadores del tipo nimero utilizando la herramienta Deslizador y ném-
bralos con h, k y r, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor maximo para
cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen por defecto, ex-

cepto para r, ya que debe ser un niimero positivo.
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3. Introduzca en la Barra de entrada la ecuacion (z — h)? + (y — k)? = r%. Auto-
maticamente aparecera una circunferencia que tiene por centro y radio los valores

correspondientes a los deslizadores h, k y r creados en el paso 2.

4. Arrastre cada uno de los deslizadores ;jqué ocurre con la circunferencia cuando se
arrastra h? jqué ocurre con la circunferencia cuando se arrastra k7 ;qué ocurre con

la circunferencia cuando se arrastra r?
5. Active la herramienta Rastro para la circunferencia creada.
6. Active la herramienta Animacién para el deslizador h ;Qué se forman?

7. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador h y activela para el desli-

zador k ;Qué se forman?

8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador k y activela para el desli-

zador r jQué se forman?

Con cada uno de los tltimos tres pasos se ha creado una familia de circunferencias
cuyos centros estan sobre una recta paralela al eje X, en el primer caso, y sobre una
recta paralela al eje Y, en el segundo. Ademaés, cuando se anima a r se tiene una familia

de circunferencias concéntricas, es decir, circunferencias con el mismo centro.

Actividad 4.3 Tangente a una circunferencia

Esta actividad esté dirigida a determinar:

= La ecuacion de la tangente a una circunferencia dada en un punto dado de con-

tacto.

= Las ecuaciones de las tangentes a una circunferencia dada y que pasan por un

punto exterior dado.
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Las herramientas que utilizaremos son:

Circunferencia por tres puntos

Punto

Tangentes o

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Trace una circunferencia haciendo uso de cualquiera de las herramientas ya utili-
zadas para tal efecto. Por ejemplo, use la herramienta Circunferencia por tres

puntos.

3. Con la herramienta Punto trace un punto C' sobre dicha circunferencia. Este sera

el punto de tangencia.

4. Seleccione la herramienta Tangentes y luego, dé clic sobre el punto C' y sobre la
circunferencia. Instantdneamente apareceré la recta tangente a la circunferencia
en el punto C' y su ecuaciéon en la vista algebraica. Con esto queda resuelto el

primer problema.

Para resolver el segundo problema los pasos a seguir son:

5. Oculte la recta tangente ya trazada y con la herramienta Punto trace un punto

D exterior a dicha circunferencia.

6. Seleccione la herramienta Tangentes y luego, dé clic sobre el punto D y sobre

la circunferencia. Seguidamente apareceran las rectas tangentes a la circunferen-
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cia trazadas desde el punto D. Sus ecuaciones pueden visualizarse en la vista

algebraica.

7. Arrastre el punto exterior ;qué ocurre con las rectas, siguen siendo tangentes?

Si lo que interesa son las coordenadas de los puntos de tangencias, basta con utilizar
la herramienta Interseccidn y dar clic en la circunferencia y en cada una de las rectas

tangentes.
Responda las siguientes interrogantes:

s ;Como son los segmentos trazados desde el punto exterior y cada uno de los

puntos de tangencia?

= ; Cuanto mide el angulo formado por las rectas tangentes y un radio con extremo
el punto de tangencia? Si el angulo mide diferente, ;como es la recta respecto a

la circunferencia?

Con las respuestas a dichas preguntas deben quedar establecidos los siguientes re-

sultados:

Teorema 2.3. Los segmentos tangentes a una circunferencia trazados desde un punto

exterior son congruentes, es decir, sus longitudes son iguales.

Teorema 2.4. Toda recta tangente a una circunferencia es perpendicular al radio de

la circunferencia en el punto de tangencia.
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2.4. Actividades con parabolas

2.4.1. Actividad 1: Construccién geométrica

Esta actividad estd disenada en dos etapas: la primera tiene el objetivo de cons-
truir el lugar geométrico llamado parabola y la segunda encontrar una propiedad para

establecer su definicién como tal.

Las herramientas que vamos a utilizar para desarrollar esta actividad son las si-

guientes:

Beacta /./
Punto
A
[ ]
Perpendicular Y
Segmento
Paralela m
-
— ]
Mediatriz Y
<
Interzeccion
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Pasos a seguir:

10.

11.

12.

. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.

. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el area de trabajo y desactivando

la herramienta Ejes.

Seleccione la herramienta Recta y construya una recta. Para visualizarla dé dos clic
sobre el area de trabajo. Por defecto, pasara por los puntos A y B y se nombrara

como f.
Elija la herramienta Punto y marque un punto C' exterior a la recta.

Seleccione la herramienta Perpendicular y construya una recta perpendicular a f

que pase por C. Esta recta se llamara g.

Nuevamente, elija la herramienta Punto y marque un punto D sobre la recta f.

Arrastre dicho punto para garantizar que siempre se encuentre sobre la recta.

Seleccione la herramienta Paralela y construya una recta paralela a g que pase por

D. Esta recta se llamara h.

Elija la herramienta Segmento y construya el segmento con extremos D y C'. Este

se llamara 1.
Con la herramienta Mediatriz trace la mediatriz j del segmento .

Usando la herramienta Interseccién, determine el punto de interseccion de la me-

diatriz j y la recta h. Se nombrara F.
Dé clic derecho sobre E y active la herramienta Rastro.

Dé clic derecho sobre D y active la herramienta Animacién. Observe que al moverse
D sobre la recta f también se mueve E, describiendo un lugar geométrico jconoce

coémo se llama?
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El lugar geométrico que hemos construido, auxilidandonos del GeoGebra se llama
parabola. Ahora busquemos una propiedad que caracterice a los puntos de dicho

lugar geométrico.

13. Elija la herramienta Segmento y trace los segmentos k y [ con extremos Dy E, F
y C, respectivamente. Observe que en la vista algebraica aparecen dichos segmentos,

jcomo son sus longitudes? jcomo es el punto F respecto a la recta f y al punto C7

Al punto C le llamaremos foco y a la recta f directriz de la parabola.
14. Guarde el archivo con el nombre “construccién geométrica de una parébola’.

Tomando en cuenta los pasos anteriores, escriba con sus propias palabras una defini-
cion para el lugar geométrico construido. Aqui debe quedar establecida la siguiente

definicién.

Definicion 2. Pardbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre igual

a su distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta.

El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la parabola.

2.4.2. Actividad 2. Ecuacién canénica de una parabola

Para determinar la ecuacién candnica de una parabola necesitamos definir primero

los otros elementos de esta.
Eje recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz.

Vértice punto medio del segmento que une el foco y el punto de interseccion entre el

eje y la directriz.

Cuerda segmento que une dos puntos cualesquiera de la pardbola. En particualr, la

cuerda que pasa por el foco se llama cuerda focal.
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Lado recto cuerda perpendicular al eje.

La ecuacion de una parabola toma la forma més simple cuando su vértice esta
en el origen y su eje coincide con uno de los ejes coordenados. De acuerdo con esto

consideraremos dos casos, uno por cada eje coordenado.

Supongamos que la pardabola tiene su vértice en el origen y su eje coincide con el eje

X, asi que el foco esta sobre el eje X. Utilizamos la herramienta:

Parabola

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.
2. Introduzca en la Barra de entrada la recta x = —1. Esta sera la directriz f.

3. Introduzca desde la Barra de entrada el punto A con coordenadas (1,0). Este seré

el foco.

4. Seleccione la herramienta Parabola y trace la pardbola con foco A y directriz f,
dando clic sobre cada objeto. Seguidamente aparecerd dicha curva y en la vista

algebraica puede observar su ecuacion y? —4x = 0. ;Hacia dénde abre esta parabola?

5. Por otro lado, desde la vista algebraica dé doble clic sobre la recta f y escribe x = 1,
similarmente para el punto A escribe (—1,0) ;Qué ocurre con la parabola? ;Hacia

donde abre?
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Ahora estudiemos el caso en el que el vértice de la parabola es el origen, pero su eje

coincide con el eje Y. Emplearemos las mismas herramientas ya utilizadas.

Pasos a seguir:
1. Abra una nueva ventana en GeoGebra.
2. Introduzca en la Barra de entrada la recta y = —1. Esta sera la directriz f.

3. Introduzca desde la Barra de entrada el punto A con coordenadas (0, 1). Este seré

el foco.

4. Seleccione la herramienta Parabola y trace la pardbola con foco A y directriz f,
dando clic sobre cada objeto. Seguidamente aparecerd dicha curva y en la vista

algebraica puede observar su ecuacion z2 — 4y = 0 ;Hacia donde abre la parédbola?

5. Por otro lado, desde la vista algebraica dé doble clic sobre la recta f y escriba y = 1,
similarmente para el punto A escriba (0, —1) ;{Qué ocurre con la parabola? ;Hacia

doénde abre?
Con esta actividad debe quedar establecido el siguiente teorema:

Teorema 2.5. La ecuacion de una pardbola con vértice en el origen y eje el eje X, es
y* = 4dpz,

en donde el foco es el punto con coordenadas (p,0) y la directriz es la recta x = —p. Si

p > 0, la parabola abre hacia la derecha; st p < 0, la pardbola abre hacia la izquierda.

Si el eje de la pardbola coincide con el eje Y, y el vértice estd en el origen, su
ecuacion es

x® = dpy,

en donde el foco es el punto con coordenadas (0,p) y la directriz es la recta y = —p. Si

p > 0, la pardbola abre hacia arriba; si p < 0, la pardbola abre hacia abajo.
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2.4.3. Actividad 3. Ecuaciéon ordinaria de una parabola

En esta actividad trataremos con parabolas cuyos vértices no estan en el origen y

que tienen ejes paralelos, no necesariamente coincidentes con los ejes coordenados.

Las herramientas que utilizaremos son:

Paribola [
b
Punto
A
]
Texto

ABC

Pasos a seguir:
1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.

2. Con la herramienta Parabola trace una parébola con vértice en cualquier punto del
plano y eje paralelo al eje Y. Por ejemplo, utilice como foco el punto A(2,3) y como
directriz la recta y = 1. Seguidamente en la vista algebraica aparecera la ecuacion

de la parabola.

3. Seleccione la herramienta Punto y ubique el punto C(2,2), vértice de la parébola,
y un punto B sobre la parabola. Arrastre el punto B para garantizar que siempre

estara sobre la parabola.

4. Escriba en la Barra de entrada el comando h = z(C') y seguidamente el comando
kE = y(C). Observe que en la vista algebraica se registraron los nimeros h y k,
respectivamente. Estos corresponden a la abscisa y a la ordenada del vértice de la

parabola.
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Escriba en la Barra de entrada el comando z(B) y seguidamente el comando y(B).
Observe que en la vista algebraica se registraron los nimeros a y b que corresponden

a la abscisa y a la ordenada del punto B.

Seleccione la herramienta Texto y dé clic sobre el area de trabajo. En el cuadro
de didlogo que se muestra, escribe (a — h)? = 4(b — k), seleccionando en la pestafia

Objetos los objetos correspondientes.

Dé clic sobre el punto B y active la herramienta Animacioén. ;Qué pasa con los

valores para h y k7 ;Qué pasa con los valores para a y b?

En este momento, se debe hacer notar que los valores para h y k permanecen fijos,
por ser las coordenadas del vértice, y que los valores para a y b cambian a medida
que el punto B recorre la curva, pero la igualdad establecida se mantiene. Ademas,
la ecuacion que se introdujo con la herramienta Texto en el paso 6. no es idéntica
visualmente a la ecuacion de la pardbola mostrada en la vista algebraica, que corres-
ponde al desarrollo de la ecuaciéon ordinaria, para verla de esta manera desde la vista
algebraica de clic derecho sobre la ecuaciéon de la pardbola y seleccione la ecuacion

en la forma 4p(y — k) = (z — h)%.

8. Guarde el archivo con el nombre “ecuaciéon ordinaria de una parabola’.

Finalizando esta actividad debe quedar establecido el siguiente teorema.

Teorema 2.6. La ecuacion de una pardbola con vértice el punto (h, k) y eje paralelo al

eje X es de la forma

(y — k)* = 4p(x — h).

Sip > 0, la pardbola abre hacia la derecha; si p < 0, la pardbola abre hacia la izquierda.

Si el eje de la pardbola es paralelo al eje Y, y el vértice es el punto (h, k), su ecuacion

es de la forma

(x—h)* =4p(y — k).

St p >0, la pardbola abre hacia arriba; si p < 0, la pardbola abre hacia abajo.
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2.4.4. Actividad 4. Problemas relativos a una parabola

A continuacion se muestran los pasos a seguir en el tratamiento de los siguientes pro-

blemas:

1. Propiedad intrinseca de la parabola.
2. Familia de pardbolas.

3. Tangente a una parabola

Actividad 4.1 Propiedad intrinseca de la parabola

La llamada propiedad intrinseca de la parabola se cumple para toda parabola, cual-
quiera que sea su posicion relativa a los ejes coordenados. Con ayuda del GeoGebra
deduciremos esta propiedad importantisima ya que a partir de la misma se pueden

determinar las dos formas de la ecuacion ordinaria de una parabola.

Las herramientas que utilizaremos son:

Parabola (

N
Punto

A

]

Perpendicular 3
A

Interseccion X’
Segmento
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Pasos a seguir:

10.

11.

12.

. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

. Con la herramienta Parabola trace una parébola.

. Elija la herramienta Punto y marque un punto B sobre la parabola.

Utilice la herramienta Perpendicular para trazar la recta f, perpendicular al eje

de la parabola y que pasa por el punto B.

Utilizando la herramienta Interseccion, determine el punto de interseccion C' de la

perpendicular f con el eje de la parabola.

Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento g cuyos extremos son B y
C'. Es decir, el segmento que va desde un punto cualquiera de la parabola al pie de la

perpendicular. En la vista algebraica puede observar la longitud de dicho segmento.
Con la herramienta Punto determine el vértice D de la parébola.

Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento h cuyos extremos son C
y D. Es decir, el segmento que va desde el pie de la perpendicular al vértice. En la

vista algebraica puede observar la longitud de dicho segmento.

. Haciendo uso de la herramienta Perpendicular trace la perpendicular 7 al eje de la

parabola y que pasa por el foco A.

Seleccione la herramienta Interseccion y determine los puntos de interseccion E y

F' de la perpendicular ¢ con la parabola.

Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento j cuyos extremos son F
y £ {Coémo se le llama a este segmento? En la vista algebraica puede observar su

longitud. A esta longitud se le llama longitud del lado recto.

Oculte las rectas f e 1.
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13. Desde la Barra de entrada introduzca ¢? y el producto j * h. Autométicamente, el
software reconocera estos comandos como los nimeros a y b, respectivamente ; Como

son a y b?

En base a los pasos mostrados anteriormente, escriba en su cuaderno la propiedad que

se cumple para los ntmeros a y b.

En este momento, debe establecerse la propiedad intrinseca de la parabola que
reza asi: Si desde un punto cualquiera de una pardbola se baja una perpendicular a
su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicualar es igual al producto de las
longitudes de su lado recto y del segmento del eje comprendido entre el pie de dicha

perpendicular y el vértice.

Actividad 4.2 Familia de parabolas

Al igual que en la circunferencia, en las dos formas de la ecuacion ordinaria de
una parabola, hay tres constantes arbitrarias o parametros, h, k y p. Por tanto, la
ecuacion de cualquier pardbola cuyo eje sea paralelo a uno de los ejes coordenados
puede determinarse a partir de estos tres parametros. Asi que al manipular cada uno
de ellos de manera independiente obtendremos familias de parabolas. Para tal efecto,

emplearemos la herramienta:

Deslizador

Pasos a seguir:
1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Cree tres deslizadores del tipo nimero utilizando la herramienta Deslizador y ném-
brelos con h, k y p, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor maximo para

cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen por defecto.
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. Introduzca en la Barra de entrada la ecuacion (z — h)? = 4p(y — k). Automati-

camente aparecera una parabola que tiene por vértice y foco los valores correspon-

dientes a los deslizadores h, k y p creados en el paso 2.

. Arrastre cada uno de los deslizadores ; Qué ocurre con la pardbola cuando se arrastra

h? ;Qué ocurre con la parabola cuando se arrastra k? ;Qué ocurre con la parabola

cuando se arrastra p? jqué ocurre cuando p = 07

. Active la herramienta Rastro para la parabola creada.

. Active la herramienta Animacién para el deslizador h ;Qué se forman?

Desactive la herramienta Animacioén para el deslizador h y activela para el desli-

zador k ;Qué se forman?

Desactive la herramienta Animacién para el deslizador k y activela para el desli-

zador p ;Qué se forman?

Con cada uno de los tltimos tres pasos se ha creado una familia de parabolas cuyos

vértices estdn sobre una recta paralela al eje X, en el primer caso, y sobre una recta

paralela al eje Y, en el segundo. Ademés, cuando se anima a p se obtiene una familia

de parabolas con el mismo vértice e igual concavidad, en dependencia del signo de p.

Actividad 4.3 Tangente a una parabola

Similarmente, igual que en caso de la tangente para una circunferencia aqui estu-

diaremos los casos:

= Encontrar la ecuacion de la tangente a una paréabola en un punto dado de contacto.

= Determinar las ecuaciones de las tangentes a una parabola y que pasan por un

punto exterior dado.
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Para determinar la ecuaciéon de una tangente a una parébola no se requiere intro-

ducir ninguna herramienta nueva, asi que emplearemos las mismas que ya conocemos.

Parabola (
b .
Punto
A
]
Tangentes
Interseccion

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Trace una parabola haciendo uso de cualquiera de las herramientas ya utilizadas

para tal efecto.

3. Con la herramienta Punto trace un punto B sobre dicha parébola. Este sera el

punto de tangencia.

4. Seleccione la herramienta Tangentes y luego, dé clic sobre el punto B y sobre
la parabola. Instantdneamente aparecera la recta tangente a la pardbola en el
punto B y su ecuacién en la vista algebraica. Con esto queda resuelto el primer

problema.

5. Active Animacioén para el punto B ;Qué ocurre con la recta tangente? ;coémo es

su pendiente?
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Para resolver el segundo problema los pasos a seguir son:

. Oculte la recta tangente ya trazada y con la herramienta Punto trace un punto

C exterior a dicha parébola.

. Seleccione la herramienta Tangentes y luego, dé clic sobre el punto C' y sobre

la pardbola. Seguidamente apareceran las rectas tangentes a la parabola trazadas

desde el punto C. Sus ecuaciones pueden visualizarse en la vista algebraica.

. Arrastre el punto exterior ;jqué ocurre con las rectas, siguen siendo tangentes?

isiempren cortan a la directriz y al lado recto? Si la respuesta es no, en qué caso

ocurre lo contrario.

. Arrastre el punto exterior hasta que los puntos de tangencia queden sobre el lado

recto de la parabola jcuanto mide el angulo formado por las rectas tangentes?

Si lo que interesa son las coordenadas de los puntos de tangencia, basta con utilizar

la herramienta Interseccién y dar clic en la pardbola y en cada una de las rectas

tangentes.
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2.5. Actividades con elipses

2.5.1. Actividad 1. Construccién geométrica

Esta actividad esta disenada de la misma manera que las construcciones geométricas
para una circunferencia y para una parabola, es decir, primero construimos el lugar
geométrico llamado elipse y luego buscamos una propiedad que caracterice a todos los

puntos de dicho lugar geométrico.
Las herramientas que emplearemos son:

Segmento de longitud dada

o

Gira en torne a un punto

Segmento

Mediatriz .
X

Interseccion

X

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.

2. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el area de trabajo y desactivando

la herramienta Ejes.
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10.

11.

12.

13.

14.

Elija la herramienta Segmento de longitud dada y trace un segmento f de longi-

tud 4, por ejemplo, con extremos A y B. En la vista algebraica aparecera su longitud.

Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y trace el segmento g con

extremo en A y C' cuya longitud sea menor que la del segmento f.

Seleccione la herramienta Gira en torno a un punto y dé clic sobre A y luego,

arrastre el punto B.
Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento h con extremos B y C.
Elija la herramienta Mediatriz y trace la mediatriz ¢ del segmento h.

Seleccione la herramienta Interseccion y determine el punto de interseccion D de

la recta ¢ y el segmento f.
Oculte la rectas 7 y los segmentos f y h.
Active el Rastro para el punto D.

Active la Animaciéon para el punto B ;jConoce el lugar geométrico que se ha tra-

zado?

El lugar geométrico que hemos construido, auxiliandonos del GeoGebra se llama
Elipse. Ahora busquemos una propiedad que caracterice a todos los puntos de dicho

lugar geométrico.

Con la herramienta Segmento trace los segmentos j y k determinados por los puntos

Cy D, Ay D, respectivamente.

Desde la Barra de entrada introduzca j + k y el software identificara esta suma
con el namero a.
Active la Animacion para el punto B ;Qué ocurre con la suma j + k, varia?

A los puntos A y C' les llamaremos focos, y al punto medio del segmento determinado

por dichos puntos, centro de la elipse.
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15. Guarde el archivo con el nombre “construcciéon geométrica de una elipse”.

Tomando en cuenta los pasos anteriores, escriba con sus propias palabras una defini-
cion para el lugar geométrico construido. Aqui debe quedar establecida la siguiente

definicién.

Definicién 3. FElipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre

igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

Los puntos fijos se llaman focos y el punto medio del segmento determinado por

dichos puntos centro de la elipse.

2.5.2. Ecuacién canoénica de una elipse

Para determinar la ecuacién candnica de una elipse necesitamos definir primero sus

demas elementos, estos son:

Eje focal recta que pasa por los focos de la elipse.

Vértices puntos donde el eje focal corta a la elipse.

Eje mayor segmento comprendido entre los vértices de la elipse.

Centro punto medio del segmento que determinan los focos de la elipse.

Eje menor segmento de recta perperdicular al eje focal en el centro de la elipse.

Los elementos cuerda, cuerda focal y lado recto de una elipse se definen de manera

similar a los de una parabola.
Consideremos los siguientes dos casos:
= La elipse con centro en el origen y cuyo eje focal coincida con el eje X.

= La elipse con centro en el origen y cuyo eje focal coincida con el eje Y.
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Para el primer caso, las herramientas que emplearemos son las siguientes:

Punto

Elipse

Pasos a seguir:

1.

Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: alge-

braica y geométrica.
Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(—2,0), B(2,0) y C(0,2).

Seleccione la herramienta Elipse y trace la elipse con focos en A y B y que pasa
por C'. Seguidamente aparecera dicha curva y en la vista algebraica puede observar

su ecuacion 1x? + 2y% = 8.

Dé clic derecho sobre la ecuacién encontrada en el paso anterior y seleccione la

(e —m)®  (y—n)’ Lot P
s + P2 = 1. Aparecera la ecuaciéon 3 + i 1.

ecuacion en la forma

. Cuél de los denominadores del lado izquierdo de la igualdad es mayor? ;debajo de

qué numerador se encuentra?

Para el segundo caso ocuparemos las mismas herramientas del caso anterior.

Pasos a seguir:

1.

Abra un archivo nuevo en GeoGebra.
Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(0,—2), B(0,2) y C(2,0).

Seleccione la herramienta Elipse y trace la elipse con focos en A y B y que pasa
por C. Seguidamente aparecera dicha curva y en la vista algebraica puede observar

su ecuacion 222 + 1y? = 8.
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4. Dé clic derecho sobre la ecuacién determinada en el paso anterior y seleccione la

(x —m)*  (y—n)* L oat oy
2 + 72 = 1. Aparecera la ecuacion T + ) =1

ecuacion en la forma

. Cuél de los denominadores del lado izquierdo de la igualdad es mayor? ;debajo de

qué numerador se encuentra?

Aqui debe establecerse que si el eje focal es el eje X, entonces el mayor de los
denominadores del lado izquierdo de la ecuacién que se determine estara bajo 2 y que
si el eje focal es el eje Y, entonces el mayor de los denominadores del lado izquierdo de

la ecuacién que se determine estard bajo 2.

Debe formularse el siguiente teorema.

Teorema 2.7. La ecuacion de una elipse con centro en el origen y eje focal el eje X

con focos (¢,0) y (—c,0) estd dada por

.',U2 y2
E—Fb—Q:l.

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, y los focos tienen coordenadas (0, c)

y (0, —c) su ecuacion es

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje menor,
y a, b y c estdn ligados por la ecuacion a® = b* + 2.

2

c
También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es — y al cociente — se
a a

le llama excentricidad.
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2.5.3. Actividad 3. Ecuacion ordinaria de una elipse

Establecida la ecuacién canoénica de una elipse podemos trasladar su centro a cual-
quier punto del plano y determinar como eje focal a una recta paralela a cualquiera de
los ejes coordenados, y de esta manera deducir la ecuacién ordinaria de una elipse. A

esto nos dedicaremos en esta actividad.

Las herramientas que emplearemos son:

Punto
A
L ]
El
pae 3
' e )
hedio o centro >
™
-
Texto

ABC

Pasos a seguir:
1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.
2. Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(1,2), B(5,2) y C(4,3).

3. Con la herramienta Elipse trace una elipse con focos en A y B y que pase por C.

Seguidamente en la vista algebraica aparecera la ecuacion de la elipse.

4. Seleccione la herramienta Punto y ubique el punto D(2,1) sobre la elipse. Arrastre

el punto D para garantizar que siempre estara sobre la elipse.

5. Seleccione la herramienta Medio o centro y luego dé clic sobre la elipse para

determinar su centro E.
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6. Selecione la herramienta Segmento y trace los segmentos f del centro F a cualquiera
de los vértices de la elipse y g del centro E a cualquiera de los extremos del eje menor.
Renémbrelos como a y b, respectivamente, para ello debe dar clic derecho sobre cada

uno y seleccionar Renombra.

7. Escriba en la Barra de entrada el comando m = x(F) y seguidamente el comando
n = y(F). Observe que en la vista algebraica se registraron los nimeros m y n,
respectivamente. Estos corresponden a la abscisa y a la ordenada del centro de la

elipse, respectivamente.

8. Escriba en la Barra de entrada el comando z(D) y seguidamente el comando y(D).
Observe que en la vista algebraica se registraron los nimeros d y e que corresponden

a la abscisa y a la ordenada del punto D.

9. Seleccione la herramienta Texto y dé clic sobre el adrea de trabajo. En el cuadro de
(d—m)* (e—n)?
SR 2
a b
Objetos los objetos correspondientes.

didlogo que se muestra, escriba = 1, seleccionando en la pestana

10. Dé clic sobre el punto D y active la herramienta Animaciéon ;Qué pasa con los

valores para m y n? ;Qué pasa con los valores para d y €7

En este momento, se debe hacer notar que los valores para m y n permanecen
fijos, por ser las coordenadas del centro, y que los valores para d y e cambian a
medida que el punto D recorre la curva, pero la igualdad establecida se mantiene.
Ademas, la ecuaciéon que se introdujo con la herramienta Texto en el paso 9. no
es idéntica visualmente a la ecuacion de la elipse mostrada en la vista algebraica,
que corresponde al desarrollo de la ecuaciéon ordinaria, para verla de esta manera

desde la vista algebraica dé clic derecho sobre la ecuacion de la elipse y seleccione la
@-m -’ _
a? o

ecuacion en la forma

11. Guarde el archivo con el nombre “ecuacién ordinaria de una elipse”.
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Aqui debe quedar establecido el siguiente teorema.

Teorema 2.8. La ecuacion de una elipse con centro (m,n) y eje focal paralelo al eje

X estd dada por
w=m)®  (y=n°

s 2 =1.

Si el eje focal de la elipse es paralelo al eje Y, su ecuacion es

(x—m)®  (y—n)
b2 + a?

2.5.4. Actividad 4. Problemas relativos a una elipse

A continuacién resolveremos los siguientes problemas:
1. Propiedad intrinseca de la elipse.

2. Familia de elipses.

3. Tangente a una elipse.

Actividad 4.1 Propiedad intrinseca de una elipse

Hasta este momento hemos determinado la ecuacién para una elipse con centro
en cualquier punto del plano y con eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados.
Utilizaremos tales hechos para establecer la propiedad geométrica intrinseca de la elipse,

en esto consiste esta actividad.



2.5 Actividades con elipses 7

Las herramientas que utilizaremos son:

Punto
A
L ]
Eli
pse 5
. e ]
Segmento
hiedio o centro 5
™
]
Perpendicular L
Interseccion

Pasos a seguir:
1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.
2. Oculte los ejes coordenados.

3. Eljja la herramienta Punto y marca los puntos alineados horizontalmente A y B y
un punto C' exterior al segmento que determinan A y B. Renombre al punto C' como

P.
4. Con la herramienta Elipse trace una elipse con focos en A y B y que pase por P.

5. Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento f que determinan los focos

Ay B de la elipse jcomo se le llama a dicho segmento?
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10.

11.

Seleccione la herramienta Medio o centro y luego dé clic sobre la elipse para

determinar su centro C. Renémbrelo como O.

Con la herramienta Perpendicular determine la recta g perpendicular al segmento

f v que pasa por P.

Utilice la herramienta Intersecciéon para determinar el punto de interseccién C' de

la recta g y el segmento f. Renombre tal punto como Q.

Selecione la herramienta Segmento y trace los segmentos h e ¢ cuyos extremos son O

y Q, Q y P, respectivamente. En la vista algebraica puedes observar sus longitudes.

Determine las logitudes a y b del semieje mayor y menor, respectivamente ;cémo lo

harias usando el GeoGebra?

2 '2

Desde la Barra de entrada introduzca — + =k Automaticamente, en la vista
a

algebraica aparece el nimero d ;qué valor toma?

De acuerdo con los pasos desarrollados, escriba con sus propias palabras la formu-

lacion del resultado que se manipulo.

Aqui debe quedar establecida la propiedad intrinseca de una elipse: Si O es el

centro de una elipse cuyos semiejes mayor y menor son de longitudes a y b, respectiva-

mente, y ) es el pie de la perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse

a su eje focal, entonces

0Q* PQ?
a? + b2 -

1.
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Actividad 4.2 Familia de elipses

Manipularemos los cuatro parametros m, n, a y b presentes en la ecuaciéon ordinaria
de una elipse para formar familias de elipses cuyos centros no estan en el origen, y sus
ejes son paralelos a los ejes coordenados. En otras palabras, la ecuacion de una elipse
queda completamente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro

de sus puntos.

Al igual que en el caso de la circunferencia y la parabola, haremos uso de la herra-

mienta

Deslizador

Pasos a seguir:
1. Abre un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Introduzca cuatro deslizadores del tipo ntimero utilizando la herramienta Desliza-
dor y némbrelos con m, n, a y b, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor
méaximo para cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen por

defecto, excepto para a y b porque estos deben ser positivos.

L) VR

mente aparecera una elipse que tiene por centro y longitudes de los semiejes mayor y

= 1. Automaética-

3. En la Barra de entrada escriba la ecuacion
menor, los valores correspondientes a los deslizadores m, n, a y b creados en el paso
2.

4. Arrastre cada uno de los deslizadores ;Qué ocurre con la elipse cuando se arrastra
m? jQué ocurre con la elipse cuando se arrastra n? ;Qué ocurre con la elipse cuando

se arrastra a? ;Qué ocurre con la elipse cuando se arrastra b?

5. Active la herramienta Rastro para la elipse creada.
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6. Active la herramienta Animacién para el deslizador m ;Qué se forman?

7. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador m y activela para el desli-

zador n ;jQué se forman?

8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador n y activela para el desli-

zador a jQué se forman?

9. Desactive la herramienta Animacion para el deslizador a y activela para el desliza-

dor b ;Qué se forman?

Con cada uno de los tltimos cuatro pasos se ha creado una familia de elipses cuyos
centros estan sobre una recta paralela al eje X, en el primer caso, y sobre una recta
paralela al eje Y, en el segundo. Ademaés, cuando se anima a a o a b se tiene una familia
de elipses que tienen el mismo centro y un estiramemiento o compresion sobre su eje
focal, esto era de esperarse pues estos dos ultimos parametros determinan si el eje focal

es paraleloa X oa Y.

., Qué ocurre con la elipse cuando a y b son iguales?

Debe quedar claro que en este caso se tiene una circunferencia.

Actividad 4.3 Tangente a una elipse

Nos dedicaremos a trabajar los dos problemas siguientes:

= La ecuacién de la tangente a una elipse dada en un punto dado de contacto.

= Las ecuaciones de las tangentes a una elipse dada y que pasan por un punto

exterior dado.
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Utilizaremos las herramientas conocidas hasta este momento.

Eli
pse 5
- e )
Punto
A
]
Tangentes
JO.'_ |
Interseccion

Pasos a seguir:

1.

Abra un archivo nuevo en GeoGebra.

Elija la herramienta Punto y marque los puntos alineados horizontalmente A y B

y el punto C' exterior al segmento que determinan A y B.
Con la herramienta Elipse trace una elipse con focos en A y B y que pase por C.

Seleccione la herramienta Punto y marque un punto D sobre la elipse. Arrastre D

para garantizarse que siempre esta sobre la elipse.

Elija la herramienta Tangentes y trace la tangente f a la elipse en el punto D. En

la vista algebraica puedes observar su ecuacion.

. Active la Animacion para el punto D ;Qué ocurre con la recta tangente f? ;Para

qué puntos de tangencia la recta tangente es paralela a los ejes coordenados?

Para resolver el segundo problema los pasos a seguir son:

Oculte la recta tangente ya trazada y con la herramienta Punto trace un punto F

exterior a la elipse.
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8. Seleccione la herramienta Tangentes y luego, dé clic sobre el punto E y sobre la
elipse. Seguidamente apareceran las rectas tangentes a la elipse trazadas desde el

punto E. Sus ecuaciones pueden visualizarse en la vista algebraica.

9. Arrastre el punto exterior ;qué ocurre con las rectas, siguen siendo tangentes? ; siem-

pren cortan al eje focal?

10. Arrastre el punto exterior hasta que quede sobre los ejes coordenados jqué son, en
este caso, los ejes coordenados respecto al &ngulo cuyo vértice es el punto exterior y

que pasa por los puntos de tangencia?

Si lo que interesa son las coordenadas de los puntos de tangencia, basta con utilizar

la herramienta Intersecciéon y dar clic en la elipse y en cada una de las rectas tangentes.
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2.6. Actividades con hipérbolas

2.6.1. Actividad 1. Construccién geométrica

Esta actividad busca establecer la construccion de una hipérbola como lugar geo-
métrico; y a partir de esta, deducir una propiedad que verifiquen todos los puntos de
dicha curva.

Las herramientas que vamos a utilizar son:

Segmento de longitud dada
a.e
o
Gira en torne a un punto [:%
e
Fecta /./
Segmento
Mediatriz 'Y
<
Interseccion >\/

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las vistas: Al-

gebraica y Geométrica.

2. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el area de trabajo y desactivando

la herramienta Ejes.
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10.

11.

12.

13.

14.

Elija la herramienta Segmento de longitud dada y trace un segmento f con

extremos A y B. En la vista algebraica aparecera su longitud.

Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y trace el segmento g con

extremo en A y C cuya longitud sea menor que la del segmento f.

Seleccione la herramienta Gira en torno a un punto y dé clic sobre A y luego

arrastre el punto C.

Selecione la herramienta Recta y trace la recta h que pasa por los puntos Ay C.

Selecione la herramienta Segmento y trace el segmento ¢ que pasa por los puntos

ByC.

Elija la herramienta Mediatriz y trace la mediatriz j del segmento 1.

. Seleccione la herramienta Interseccion y determine el punto de interseccion D de

la recta h y de la mediatriz j.

Oculte los segmentos f, g e i.

Active el Rastro para el punto D.

Active la Animacion para el punto C' jConoce el lugar geométrico que se ha tra-

zado?

El lugar geométrico que hemos construido auxiliandonos del GeoGebra se llama
Hipérbola. Ahora busquemos una propiedad que caracterice a todos los puntos de

dicho lugar geométrico.

Oculte las rectas h y j.

Con la herramienta Segmento trace los segmentos k y | determinados por los puntos

Ay D, By D, respectivamente.
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15. Desde la Barra de entrada introduzca abs(k — 1), que indica el valor absoluto de

la diferencia k — [, y el software identificara este valor con el niimero a.

16. Active la Animacidén para el punto C' ;Qué ocurre con el numero a : abs(k — [),

varia?

A los puntos A y B les llamaremos focos, y al punto medio del segmento determinado

por dichos puntos, centro de la hipérbola.
17. Guarde el archivo con el nombre “construccién geométrica de una hipérbola”.

Tomando en cuenta los pasos anteriores, escriba con sus propias palabras una defini-
cién para el lugar geométrico construido. Aqui debe quedar establecida la siguiente

definicién.

Definicién 4. Hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos
del plano, es siempre igual a una constante, positiva y menor que la distancia entre los

dos puntos.

Los puntos fijos se llaman focos y el punto medio del segmento determinado por

dichos puntos centro de la hipérbola.

2.6.2. Actividad 2. Ecuacién candnica de una hipérbola

Para determinar la ecuaciéon canénica de una hipérbola necesitamos definir primero

sus demas elementos, estos son:

Eje focal recta que pasa por los focos de la hipérbola.

Vértices puntos donde el eje focal corta a la hipérbola.

Eje transverso segmento comprendido entre los vértices de la hipérbola.

Centro punto medio del eje transverso.
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Eje conjugado segmento de recta perperdicular al eje focal en el centro de la hipér-

bola.

Cuerda segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de una hipérbola; estos

pueden ser ambos de la misma rama, o uno de una rama y otro de la otra.

Los elementos cuerda focal y lado recto de una hipérbola se definen de manera similar

a los de una parabola.

Consideremos los dos casos siguientes:
= La hipérbola con centro en el origen y cuyo eje focal coincida con el eje X.
= La hipérbola con centro en el origen y cuyo eje focal coincida con el eje Y.

Para el primer caso, las herramientas que emplearemos son las siguientes:

Punto
A
[ ]
Hipérbola
"\._..!- o
.;\‘

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.
2. Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(—5,0), B(5,0) y C(5,2.25).

3. Seleccione la herramienta Hipérbola y trace la hipérbola con focos en Ay By
que pasa por C'. Seguidamente aparecera dicha curva y en la vista algebraica puede

observar su ecuacion x? — 1.78y? = 16.

4. Dé clic derecho sobre la ecuacion determinada en el paso anterior y seleccione la

G=m) =) TV
— = 1. arecera la ecuacion =
a? b? P 16 9

ecuacion en la forma



2.6 Actividades con hipérbolas 87

En la ecuacion determinada, jcuél de los dos coeficientes de las variables x e y tiene

signo positivo? jcoincide con el eje coordenado que contiene al eje transverso?

Para el segundo caso ocuparemos las mismas herramientas del caso anterior y los pasos

a seguir son:
1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.
2. Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(0,5), B(0,—5) y C(2,3.35).

3. Seleccione la herramienta Hipérbola y trace la hipérbola con focos en A y By
que pasa por C. Seguidamente aparecera dicha curva y en la vista algebraica puede

observar su ecuaciéon —z2 + 1.78y? = 16.

4. Dé clic derecho sobre la ecanCic’)n deternzlinada en el paso anterior y seleccione la
(x —m) (y —n) oy 2P
— = 1. Apareceréa la ecuacion =— — — =1
a> b? b 9 16

ecuacion en la forma

En la ecuacion determinada, jcuél de los dos coeficientes de las variables x e y tiene

signo positivo? jcoincide con el eje coordenado que contiene al eje transverso?

Aqui debe establecerse que la posicion de la hipérbola se determina por los signos
de los coeficientes de las variables x e y. Es decir, la variable de coeficiente positivo

corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola.

Debe formularse el siguiente teorema.

Teorema 2.9. La ecuacion de una hipérbola con centro en el origen y eje focal el eje

X con focos (¢,0) y (—c,0) estd dada por

2 2
S
a? b2

Si el eje focal de la hipérbola coincide con el eje Y, y los focos tienen coordenadas

(0,¢) y (0, —c) su ecuacidon es
2

a? b2
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Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la longitud del semieje
conjugado, ¢ la distancia del centro a cada foco y a, b y ¢ estan ligados por la ecuacion
2 =a®+ b2

2b?
También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados rectos es — y
a

. C ..
al cociente — se le llama excentricidad.
a

2.6.3. Actividad 3. Ecuacién ordinaria de una hipérbola

Esta actividad busca generalizar la ecuacion candnica de una hipérbola trasladando
su centro a cualquier punto del plano y su eje focal sobre una recta paralela a cualquiera

de los ejes coordenados, para deducir de esta manera la ecuaciéon ordinaria.

Las herramientas que emplearemos son:

Punto
A
o
Hipérbola
‘\....!- |
'i'H‘
Medio o centro ~
@
.
Segmento ./,‘
Segmento de longitud dada S
o

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.

2. Elija la herramienta Punto y marque los puntos A(1,1), B(1,5) y C(3,1).



2.6 Actividades con hipérbolas

39

10.

11.

12.

Con la herramienta Hipérbola trace una hipérbola con focos en A y B y que pase

por C. Seguidamente en la vista algebraica apareceréa su ecuacion.

Seleccione la herramienta Punto y ubique el punto D(—1,5) sobre la hipérbola.

Arrastre el punto D para garantizar que siempre estara sobre la hipérbola.

Seleccione la herramienta Medio o centro y luego dé clic sobre la hipérbola para

determinar su centro F.

Selecione la herramienta Segmento y trace los segmento f del centro F a cualquiera
de los vértices y g del centro E a cualquiera de los focos de la hipérbola. Renémbrelos

como a 'y ¢, respectivamente.

Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y trace un segmento f con

longitud v/¢? — a?. Este sera el semieje conjugado. Renémbrelo como b.

. Arrastrelo hasta que uno de sus extremos coincida con el punto E.

Escriba en la Barra de entrada el comando m = z(F) y seguidamente el comando
n = y(F). Observe que en la vista algebraica se registraron los niimeros m y n,
respectivamente. Estos corresponden a la abscisa y a la ordenada del centro de la

hipérbola.

Escriba en la Barra de entrada el comando x(D) y seguidamente el comando y(D).
Observe que en la vista algebraica se registraron los nimeros d y e que corresponden

a la abscisa y a la ordenada del punto D.

2 2
e—n d—m
Escriba en la barra de entrada ( 5 ) — ( 72 ) , & qué es igual este niimero?
a

Dé clic sobre el punto D y active la herramienta Animacién. ;Qué pasa con los

valores para m y n? ;Qué pasa con los valores para d y e?

En este momento, se debe hacer notar que los valores para m y n permanecen fijos,
por ser las coordenadas del centro, y que los valores para d y e cambian a medida que

el punto D recorre la curva, pero la igualdad establecida se mantiene. Ademas, la
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expresion que se introdujo desde la Barra de entrada en el paso 11. no es idéntica
visualmente al lado izquierdo de la ecuacién de la hipérbola mostrada en la vista
algebraica, que corresponde al desarrollo de la ecuacion ordinaria, para verla de esta

manera desde la vista algebraica dé clic derecho sobre la ecuacion de la hipérbola y
(e —m)® (y—n)* _
o ST 1.

seleccione la ecuacion en la forma
13. Guarde el archivo con el nombre “ecuacion ordinaria de una hipérbola”.
Aqui debe quedar establecido el siguiente teorema.

Teorema 2.10. La ecuacion de una hipérbola con centro (m,n) y eje focal paralelo al

eje X estd dada por
(z—m)* (y—n)’
a? R L

Si el eje focal de la hipérbola es paralelo al eje Y, su ecuacion es

y—n)? (x—m)*
a2 b? =L

2.6.4. Actividad 4. Problemas relativos a una hipérbola

En esta ultima secciéon trataremos los siguientes seis problemas relativos a una hipér-

bola:

1. Asintotas de una hipérbola.

2. Hipérbola equilatera o rectangular.
3. Hipérbolas conjugadas

4. Propiedad intrinseca de la hipérbola.
5. Familia de hipérbolas.

6. Tangente a una hipérbola.
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Actividad 4.1 Asintotas de una hipérbola

A diferencia de las demés conicas estudiadas, la hipérbola tiene asintotas. Esta
actividad esta dirigida a determinar sus ecuaciones tomando como referencia la ecuacion

ordinaria de una hipérbola, por eso nos apoyaremos en la actividad anterior.
Pasos a seguir:

1. Abra el archivo ecuacion ordinaria de una hipérbola creado en la actividad anterior.

2. Desde la Barra de entrada introduzca las ecuaciones
a a
y—n=@-—m)y y-—n=—(@—m)

Automaticamente se generaran dos rectas g y h { En qué punto se cortan estas rectas?

jcortan estas rectas a la hipérbola?

3. Active la herramienta Animacién para el punto D y determine en qué momento D

se acerca lo més proximo a dichas rectas.

Aqui debe quedar claro que las asintotas de una hipérbola nunca cortan a esta curva
y que cualquier punto de la hipérbola puede estar muy cercano a las asintotas siempre
y cuando su abscisa tome un valor extremadamente grande o extremadamente pequeno

y de esta manera poder establecer el siguiente teorema.

2 2
r—m —n
Teorema 2.11. Si una hipérbola tiene por ecuacion ( 5 ) — y 72 ) =1, sus
a

asintotas estan dadas por la expresion

. . . .. ) . .
St una hipérbola tiene por ecuacion — = 1, sus asintotas estdn
dadas por la expresion

y—n::t%(x—m).
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Actividad 4.2 Hipérbola equilatera o rectangular

En esta actividad deduciremos las propiedades que debe cumplir una hipérbola para

que sea equilatera.

Soélamente utilizaremos la herramientas:

Hipérbola ”
'H._. .!

S

Pasos a seguir:
1. Abra un nuevo archivo de GeoGebra.

2. Con la herramienta Hipérbola trace la hipérbola con focos A(—4v/2,0) y B(4y/2,0)

que pasa por C'(5,3). En la vista algebraica aparece su ecuacion.

2
. . . . . r—m
3. Dé clic derecho sobre dicha ecuacién y escoja la ecuacién en la forma —) —

a2
(y —n)”

b2
Jlos cuadrados de qué valores son?

= 1. ;Coémo son los denominadores del lado izquierdo de la nueva ecuacion?

4. Trace las asintotas de dicha hipérbola, ;cémo son entre si?

A las hipérbolas que cumplen tal condicién se llaman equildteras o rectangulares.
Seguidamente debe establecerse la siguiente definicion.

Definicion 5. Una hipérbola se llama equildtera o rectangular, si sus ejes transverso
y conjugado son de igual longitud, y en consecuencia, sus asintotas son perpendiculares

entre si.

Por lo tanto, si consideramos la ecuaciéon candnica de la hipérbola con eje focal el

eje X, dicha ecuaciéon toma la forma
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Actividad 4.3 Hipérbolas conjugadas

En esta actividad manipularemos dos hipérbolas para establecer la relacion que
guardan las longitudes de los ejes transverso y conjugado de una de ellas con los de la

otra. Al igual que la actividad anterior, usaremos sélamente la herramienta Hipérbola.

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo de GeoGebra.

2. Con la herramienta Hipérbola trace la hipérbola con focos A(—+/13,0) y B(v/13,0)

que pasa por C(2,0). En la vista algebraica aparece su ecuacién 1442 — 64y* = 576.

(z—m)* (y—n)’

3. Dé clic derecho sobre dicha ecuaciéon y escoja la ecuacion 5 - =1,
2 g2 a
resultando — — = =1
4 9

4. Con la herramienta Hipérbola trace la hipérbola con focos D(0,v/13) y E(0, —v/13)

que pasa por C(0,3). En la vista algebraica aparece su ecuacién 64y* — 1442% = 576.

2

2
5. Dé clic derecho sobre dicha ecuacion y escoge la ecuacion (@ Qm) — y b2n) =1,
¥ a2 a
dando como resultado i 1.

6. Compare las ecuaciones de ambas hipérbolas jen qué se diferencian?

7. Compare la longitud del eje transverso de una con la longitud del eje conjugado de

la otra, jcomo son tales longitudes?

A las hipérbolas que cumplen tal condicion se llaman conjugadas.
Al finalizar esta actividad debe quedar establecida la siguiente definicion.

Definiciéon 6. Si dos hipérbolas son tales que el eje transverso de una es idéntico al

eje conjugado de la otra, se llaman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces

la hipérbola conjugada de la otra.
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En consecuencia, si la ecuacion de una hipérbola es de la forma

2 2

z Y
@ r b

la hipérbola conjugada tiene por ecuacion

Actividad 4.4 Propiedad intrinseca de una hipérbola

Aqui estableceremos una propiedad importante que se cumple en cualquier hipér-

bola, conocida como propiedad intrinseca de una hipérbola.

Las herramientas que emplearemos son:

Punto
A
]
Hipérbola
"\._..!_ o
.;\.
hedio o centro 5
™
»
Segmento
Perpendicular }
Interseccion
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Pasos a seguir:

10.

11.

. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.

. Oculte los ejes coordenados.

Elija la herramienta Punto y marque los puntos alineados horizontalmente A y B
y un punto C' exterior al segmento que determinan A y B. Renombre al punto C

como P.

Con la herramienta Hipérbola trace una hipérbola con focos en A y B y que pase

por P.

Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento f que determinan los focos

Ay B de la hipérbola ;como se le llama a dicho segmento?

. Seleccione la herramienta Medio o centro y luego dé clic sobre la hipérbola para

determinar su centro C'. Renémbrelo como O.

Con la herramienta Perpendicular determine la recta g perpendicular al segmento

f v que pasa por P.

Utilice la herramienta Intersecciéon para determinar el punto de interseccion C' de

la recta g y el segmento f. Renombre tal punto como Q).

Selecione la herramienta Segmento y trace los segmentos h e i cuyos extremos son O

y Q, Q y P, respectivamente. En la vista algebraica puedes observar sus longitudes.

Determine las logitudes a y b del semieje transverso y conjugado de la hipérbola,

respectivamente ;jcomo lo harfas usando el GeoGebra?

2 2
. [/ L - .
Desde la Barra de entrada introduzca — — —. Autométicamente, en la vista

a? b2

algebraica aparecera el nimero d ;qué valor toma?

De acuerdo con los pasos desarrollados, escriba con sus propias palabras una formu-

lacion para la propiedad que se verifico.
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Aqui debe quedar establecida la propiedad intrinseca de una hipérbola: Si O es
el centro de una hipérbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes a y
b, respectivamente, y () es el pie de la perpendicular trazada desde cualquier punto P

de la hipérbola a su eje focal, entonces

0Q* PQ° _

a? b2

1.

Actividad 4.5 Familia de hipérbolas

Similarmente a como hicimos con la elipse, manipularemos los cuatro pardmetros
m, n, a y b presentes en la ecuacién ordinaria de una hipérbola para formar familias de
hipérbolas cuyos centros no estan en el origen, y sus ejes focales son paralelos a los ejes
coordenados. En otras palabras, la ecuacion de una hipérbola queda completamente

determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus puntos.

Para este tipo de actividad, seguimos haciendo uso de la herramienta:

Deslizador

Pasos a seguir:

1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

2. Introduzca cuatro deslizadores del tipo niimero utilizando la herramienta Desliza-
dor y némbrelos con m, n, a y b, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor
maximo para cada uno de los deslizadores, puedes dejar los mismos que aparecen

por defecto, excepto para a y b porque estos deben ser positivos.

(-m)® (g —n)’
a? b2
camente aparecerd una hipérbola que tiene por centro y longitudes de los semiejes

= 1. Automati-

3. En la Barra de entrada escriba la ecuacion

transverso y conjugado, los valores correspondientes a los deslizadores m, n, a y b

creados en el paso 2.
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4. Arrastre cada uno de los deslizadores ; Qué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra
m? jQué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra n? ;Qué ocurre con la hipérbola

cuando se arrastra a? jQué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra b?
5. Active la herramienta Rastro para la hipérbola creada.
6. Active la herramienta Animacién para el deslizador m ;Qué se forman?

7. Desactive la herramienta Animaciéon para el deslizador m y activela para el desli-

zador n jQué se forman?

8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador n y activela para el desli-

zador a ;Qué se forman?

9. Desactive la herramienta Animacion para el deslizador a y activela para el desliza-

dor b ;Qué se forman?

Con cada uno de los tltimos cuatro pasos se ha creado una familia de hipérbolas
cuyos centros estan sobre una recta paralela al eje X, en el primer caso, y sobre una
recta paralela al eje Y, en el segundo. Ademas, cuando se anima a a o a b se tiene una
familia de hipérbolas que tienen el mismo centro y una compresiéon o estiramiento de
sus ejes transverso o conjugado, esto era de esperarse pues estos dos tltimos parametros

determinan las semilongitudes de dichos ejes.

Fijese qué ocurre con la hipérbola cuando a toma valores cercanos a cero y b toma

valores grandes y viceversa.
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Actividad 4.6 Tangente a una hipérbola

Similarmente a los problemas tratados con tangentes para las demés conicas, deter-

minaremos:

= La ecuacion de la tangente a una hipérbola dada en un punto dado de contacto.

= Las ecuaciones de las tangentes a una hipérbola dada y que pasan por un punto

exterior dado.

Utilizaremos las herramientas conocidas hasta este momento.

Punto
A
@
Hipérbola -
-_ |
._._H.
Tangentes
;O_._ .
Interzeccitn

Pasos a seguir:

1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra.

2. Elija la herramienta Punto y marque los puntos alineados horizontalmente A, B y

el punto C' exterior al segmento que determinan A y B.

3. Con la herramienta Hipérbola trace una hipérbola con focos en A y B y que pase

por C.

4. Seleccione la herramienta Punto y marque un punto D sobre la hipérbola. Arrastre

D para garantizarse que siempre esta sobre la curva.
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5. Elija la herramienta Tangentes y trace la tangente f a la hipérbola en el punto D.

En la vista algebraica puedes observar su ecuacion.

6. Active la Animacioén para el punto D ;Qué ocurre con la recta tangente f7 ;Para

qué puntos de tangencia la recta tangente es paralela al eje conjugado?

Para resolver el segundo problema los pasos a seguir son:

7. Oculte la recta tangente ya trazada y con la herramienta Punto trace un punto F

exterior a la hipérbola.

8. Seleccione la herramienta Tangentes y luego dé clic sobre el punto E y sobre la
hipérbola. Seguidamente apareceran las rectas tangentes a la hipérbola trazadas

desde el punto E. Sus ecuaciones pueden visualizarse en la vista algebraica.

9. Arrastre el punto exterior jqué ocurre con las rectas, siguen siendo tangentes? ;siem-

pren cortan al eje focal?

10. Arrastre el punto exterior hasta que quede sobre los ejes coordenados jqué son, en
este caso, los ejes coordenados respecto al angulo cuyo vértice es el punto exterior y
que pasa por los puntos de tangencia? ; Qué ocurre con las asintotas cuando el punto

exterior coincide con el centro de la hipérbola?

Si lo que interesa son las coordenadas de los puntos de tangencia, basta con utilizar
la herramienta Intersecciéon y dar clic en la hipérbola y en cada una de las rectas

tangentes.
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Capitulo 3

SIMULACION DE LA PROPUESTA

La simulaciéon constituye una nueva modalidad de conocimmiento y se aplica en
diversas areas de la matemaética. Al respecto, Levy (2001) seniala que la simulacion
ocupa un lugar central dentro de las nuevas modalidades cognoscitivas abiertas por la
cibercultura (conjunto de técnicas, de maneras de hacer, de maneras de ser, de valores,
de representaciones que estan relacionadas con la extension del Ciberespacio (Faura,

1998).

Ademas, Levy (2001) subraya que las técnicas de simulacion, en particular aquellas
en las que intervienen imagenes interactivas, no sustituyen al razonamiento humano
sino que prolongan y transforman las facultades imaginativas, conceptuales y procedi-
mentales. De acuerdo con Blancas (2012), indudablemente, la simulacion es una auxiliar
indispensable en educacién que favorece tener imagenes no estaticas como una amplia-

cion de la imaginacion y una evidencia convincente.

Actualmente, la simulacién tiene un peso cada vez mayor en las actividades de in-
vestigacion cientifica, concepcion industrial, gestion, ensenanza y aprendizaje. La simu-
lacion, no es teoria ni experiencia sino una especie de industrializacion de la experiencia
del pensamiento, es una modalidad especifica del conocimiento, propia de la cibercul-
tura y por lo tanto, mas adecuada para las nuevas generaciones. En la investigacion,

su principal interés no radica en sustituir la experiencia, la implementacién o puesta

101
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en practica, ni en tomar el lugar de la realidad, sino que permite formular y explorar

rapidamente un gran nimero de hipotesis.

Ambos autores destacan que se trata de tecnologias intelectuales, que amplifican,
exteriorizan y modifican la memoria, la imaginacién, percepciones y razonamientos.
Ahora bien, desde que tales procesos cognitivos son exteriorizados y reedificados, se
vuelven compartibles y refuerzan los procesos de inteligencia colectiva, siempre y cuando

las técnicas sean utilizadas oportunamente.

Teniendo como fundamentos estos senalamientos, se ha decidido simular las acti-
vidades de aprendizaje disenadas en esta propuesta, con el objetivo de mostrar sus
prototipos y evidenciar fenémenos cognitivos presentes en el desarrollo de cada una de

ellas.
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3.1. Simulacién parcial de la propuesta

Las actividades tomadas como referencia para el proceso de simulacién son aquellas
vinculadas con las construcciones geométricas de las secciones conicas y de familias de

tales lugares geométricos.

3.1.1. Simulacién de la Actividad 1. Construccién geomeétrica
de una circunferencia

A continuacion se muestra el desarrollo de cada uno de los pasos propuestos.
Paso 1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automéaticamente se observan las
vistas: algebraica y geométrica.

o] GeoGebra - B “

Archivo Edda Visia Opoiones Heramientas Venlana Ayuda Abrir sesiin

- : s - N -
) A - L] s 4 &l =2 +
) e e Ll B e S f' o S ==l

b Visia Algebraica < | » Wista Granca

Enbrada
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Paso 2. Cierre la vista algebraica y oculte los ejes coordenados, dando clic derecho

sobre el area de trabajo y desactive la herramienta Ejes.

o GeoGebra - OEEE
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abiir sezidn
i I [ . ? gy e . a- - E =
| Pl B3 |3 (o) [s) P4 NI E3 (B3
"Liisc~ |
L3
5
* Vista Gritica
e
2 & %=
Bama de Navegaciin 4
2
Q@ Zoom
Eje): EjeY
: Ver lodos bos objetos
Vista estandar Cuiel
- -3 -2 -1 L] 1 E S Vista Grifica T L] @ w
<2

Entrada

Paso 3. Elija la herramienta Punto y marque un punto sobre el adrea de trabajo y

llamelo C' (debe quedar como punto fijo).

oy GeoGebra = =

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
2 815 (O] o2 | 77| NN B2

|| % o ,./':' ”’"‘Tﬂ:? v L L) ol L2 - 4

= j_|:|ﬁ C~

& Renombra ﬂ

Muevo nombre para Punto A

A | o

OK | Cancela

Entrada: @
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Paso 4. Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y construya un
segmento de longitud cualquiera con extremo en C'. Para ello, primero debe dar clic
sobre el punto C' y luego, aparecera un cuadro de didlogo donde debe especificar la

longitud del segmento. Rotule el otro extremo con P.

7 GeoGebra = =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

NE = SN
| / Recta

Segmento

N

« Segmento de longitud dada

4
/ Semirrecta

—. [\H H
A Poligonal
2% Polig ® °

,r" Vectar
-/;' Equipolente

Entrada:

Paso 5. Active el rastro y la animacion para el punto P dando clic derecho sobre él y
activando las herramientas Rastro y Animacién. Observe que al moverse P describe

un lugar geométrico jconoces el nombre de esta figura?

o GeoGebra =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda  Abrir sesidn

[%__ -A._. / /" ::’ @ @ é‘ X =

-

c P

o
Q@

L

Punto P 4
[2.] ovietovisivle
Etiqueta visible
# Rastro
Animacidn
Renombra

4. Bomar

Propiedades

L

Entrada
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Efectivamente, puede verse en la siguiente figura que al moverse P describe un lugar

geométrico llamado circunferencia.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion

X,

o*|

}/1

%

1=

)

&,

&)

222 [

T = N
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Paso 6. Elija la herramienta Punto y marque los puntos A, B, D y FE sobre
el lugar geométrico que describe P. Seleccione la herramienta Segmento y trace los
segmentos cuyos extremos son C'y cada punto marcado. Con la herramienta Distancia
o longitud calcule la longitud de cada uno de ellos. ; C6mo son estas medidas en relacion
con la del segmento que determinan C'y P? ;Qué propiedad cumple cualquier punto

que esté sobre el lugar geométrico que describe P respecto a C7

2 GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A . @ e | a=2 = =

Angulo dada su amplitud

Distancia o Longitud

Area

Pendiente 4
Lista

Relacidn

Inspeccidn de funciones

P
|L t"‘

Entrada:

Puede observarse que las longitudes determinadas, CA, CB, CD y C'E, son igua-
les entre si e iguales a la longitud del segmento cuyos extremos son C'y P. En este
caso, iguales a 4. Asi que, cualquier punto sobre el lugar geométrico que describe P es

equidistante del punto C, es decir, todos se encuentran a la misma distancia de C.
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3.1.2. Simulaciéon de la Actividad 4.2 Familia de circunferencias

El desarrollo de cada uno de los pasos se muestra a continuacion.

Paso 1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

o GeoGebra - o lEH
Archivo EcMa Vista Opclones Hemamientas Venlana Ayuda ABAr s@skin
y . T L ] 4 IR +
- e 11 o S ‘/q o = S
» raica < | » Vista Grimca
o
5
4
3
v
a 3 — 1 3 4 ]

Entrada

Paso 2. Cree tres deslizadores del tipo niimero utilizando la herramienta Desliza-
dor y némbralos con h, k y r, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor maximo
para cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen por defecto,

excepto para r, ya que debe ser un niimero positivo.

(] GeoGebra =
Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
BllAlAAD D OfO] <f N2l 4
T p - ——
b Vista Algebraica X | » Vista Grafica a=2 X
= Deslizador
-~ Ndmero =
@ h=
- k=1 ABC Texto
Imagen h=1
e
Botdn
=1
/® casitadecontral Q o
Deslizador a=1 Casillade Entrada
Sk Nombre 4
(@) Mumero
) Angulo
() Entero [[] Aleatorio

Intervalo | Deslizador | Animacidn

Win: 0.5 Mix 5 Incremento

oK Cancela
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Paso 3. Introduzca en la Barra de entrada la ecuacion (x — h)? + (y — k)? =

Automaticamente aparecera una circunferencia que tiene por centro y radio los valores

correspondientes a los deslizadores h, k y r creados en el paso 2.

& =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
kAN~ r>- QS o

IF

» Vista Algebralca b Vista Graﬂca X

Numero =1

® n=1
@ k=1

® r=1 k=1

r=1
4
3 2 1 2 3 4 5 [

Entrada: (% - h)* + (y - k)* = 1* [al %

Paso 4. Arrastre cada uno de los deslizadores ;qué ocurre

cuando se arrastra h?

con la circunferencia

o =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
- @, = -
/ b‘ ¥ ‘%." -
» VlstaAIgebralca B | » \.’lstaGraﬂca x|
-~ Conica h=-25
@ c{x-hpely-kF=r
) Himero
r=1

Entrada:

Cuando se arrastra h, la circunferencia se mueve horizontalmente, es decir, el centro

de la circunferencia se mueve sobre una recta paralela al eje X.
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Lqué ocurre con la circunferencia cuando se arrastra k7

(4] GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
‘ ) e
Ju ~7i 2
» Vista Algebraica X | » Vista Grafica X1
-~ Conica h=+1.45
@ cfx-hP+(y-kP=r .
Ndmero
-@ h=-145 4 k=295
=
3 @ Nimero k
2 4
1
3 2 1 o 1 2 3 4 5 [
-1
Enfrada: i@

Cuando se arrastra k, la circunferencia se mueve verticalmente, es decir, el centro

de la circunferencia se mueve sobre una recta paralela al eje Y.

.qué ocurre con la circunferencia cuando se arrastra r?

o GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
| = =
R‘ @ iF
VlstaNgebralca » Vista Grafica X
Cénica h=1
@ Cx-hP+{y-kF=r
Nimero
@ h=1 i k=1
il isen r=266
@
2
4
1
2 1 2 3 4 5 & 7 [
Entrada: | @

Si se arrastra r, la circunferencia se agranda o se achica, es decir, el radio se hace

més grande o mas pequeno.
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Paso 5. Active la herramienta Rastro para la circunferencia creada.

o GeoGebra =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . [ *|l|la=2

A D OOl N <

» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica X

-~ Cdnica h=1

@ G(X-hPEEy-kF=r e I S IS

Nimero

i k=1

r=1.34

R o s

2 /-— Circunferencia c: (x -hf +(y - kf=r*

Ecuacién a¥ +bxy +cy@+dx+ey=f
1 Ecuacidn (x- mF+{y-nF=r*

Objeto visible

Rastro

Renombra

b Etiqueta visible ey
L
o

' Borrar

& Propiedades ...
Entrada:

ar

Paso 6. Active la herramienta Animacioén para el deslizador h ;Qué se forman?

@ GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
NREREENEERENEE
1 e LAIle~ » X
» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica X
Cdnica h=363
® c(x-hP+(y-kF=r e |
Nimero 4 Nimero h
® h=363 k=1 n -
- @ r=134 3 =134 Etiqueta visible
e ——— Animacién
. Objeto fijo
Posicién absoluta en pantalla
] Renombra
/4. Borrar
) 1 5 [} S [ Pl =
-1
()2
Entrada, v

Cuando se activa animacion para h, puede observarse que se forman circunferencias

cuyos centros estan sobre una recta paralela al eje X.
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Paso 7. Desactive la herramienta Animaciéon para el deslizador h y activela para

el deslizador k jQué se forman?

& GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
E NP EENEER
P Vista Algebraica x| | » Vista Grafica ]
Cdnica h=363
® c{x-hP+{y-kF=r -r...........uuQ\
Niimero 4
® h=3863 k=113
® k=113 ‘wnnnnnnnnnnf‘
® r=134 3 =134 Humero k
et [ < | Objelo visible
2 Etiqueta visible
Animacién
! Objeto fijo
Posicion absoluta en pantalla
R
o 1 2 [ 7 )
/ Borrar
1 .. Propiedades
(w2
Entrada: T

Cuando se activa animacion para k, es evidente que se forman circunferencias cuyos
centros estdn sobre una recta paralela al eje Y.
Paso 8. Desactive la herramienta Animaciéon para el deslizador k y activela para

el deslizador r ;Qué se forman?

@ GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A . *||l|a=2
DR ENEE
¥ Vista Algebraica X| | » Vista Grafica X
Cdnica
® c(x-hF+(y-kF=r h=363
Mimera 4 e
£ s
r=113 3 e e e e e
r=113
2 g
Numero r 4
. Objeto visible
1 u Etiqueta visible
Animacisn
) T Objeto fijo |
Posicion absoluta en pantalla
-1 Renombra
/. Borrar
(p)2
s .,¢ Propiedades
Entrada ¥

Cuando se activa animaciéon para r se forman circunferencias concéntricas, es decir,

circunferencias que tienen el mismo centro.
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3.1.3. Simulacién de la Actividad 1. Construccién geomeétrica

de una parabola

Paso 1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las

vistas: algebraica y geométrica.

4] GeoGebra

Archivo Edda Visia Opoiones Heramientas Venlana Ayuda

[ ~ )
IR AU~ A O MIN ==l 3

b Vista Algebraica | ¥ Visia Grafica

Enivada

Abrir sesiin

Paso 2. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el area de trabajo y

desactive la herramienta Ejes.

{#] GeoGebra
Archive Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
B Al =l & | Pl A N2 =21l 1
=l e . - P e A e ol — '+

hC~

Vista Grifica
L Ees
E| cuamrica
Baa de Navegackin
Q zoom
EjeX: EjeY
Ver hodos bos obpetos
Vista estindar Cui-l

= ) ) -1 ] 1 2 o Vista GriSica

Enrada

- omEm

Abrir sesidn
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Paso 3. Seleccione la herramienta Recta y construya una recta. Para visualizarla

dé dos clic sobre el area de trabajo. Por defecto, pasara por los puntos A y B y se

nombrara como f.

o GeoGebra =: 1=
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
] [ - c
A . I>' @ *{1\, x a=z L

ku L v|_-‘\”v d @v A . ——| '%'_J @ 1r

» Vista Algebrz X
Recta
FPunto |"/

Segmento 1

Segmento de longitud dada

.3/'
S ct
./" emirrecta g
: 9

i Poligonal <]
e
.I' WVector
-’; Equipolente

A

L
Entrada'i | ®

Paso 4. Elija la herramienta Punto y marque un punto C exterior a la recta.

w GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
— ; T T T = =

R A1 U D OO €N =] < —

v | v /ru v 2 2 (i v v =
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unta
- Pun| ® i~ o~ avov |2

@
[ Punto en objeto 1

. Re ‘,{ Limitar/liberar punto

Interseccion
> .

. L Medio o Centro 4

® Mdmero complejo

N Extremos .C
N Raices 0-"

Entrada: @
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Paso 5. Seleccione la herramienta Perpendicular y construya una recta perpen-

dicular a f que pase por C. Esta recta se llamara g.

» Vista Algebraica Perendicul K
\ erpendicular —
/\/ M

Paralela

Mediatriz

Bisectriz

Polar o Conjugado

Ajuste lineal

Lugar Geométrico

B
P
p_ Tangentes
A
;/:“
o

[ GeoGebra =i A=)
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
‘ I ‘ A f“b_ @ @|‘,§‘ \q a=2 ‘%.| [= | e
L2 ofl® o il o o] Mo el 1® Nl Tl ¥ ) v
—_— =
. ¥ Vista Grafica ]

J_DH C~

-

Entrada: I

&)
O

Paso 6. Nuevamente, elija la herramienta Punto y marque un punto D sobre la

recta f. Arrastre dicho punto para garantizar que siempre se encuentre sobre la recta.

(¥ GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
elle=2 [2] ¢«
a
D Gl =) 4 «
~ Vista Grafica X
LI:‘ ACY
Punto en objeto f
D
Limitarfliberar punto Q
Interseccidn
Medio o Centro B
L] 4
Numero complejo
Extremos
q 10
Raices e
A
o

Entraga:|

&
L)
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Paso 7. Seleccione la herramienta Paralela y construya una recta paralela a g que

pase por D. Esta recta se llamara h.

o GeoGebra - B
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A I23|b. () @ Q \a a=2 |;| c
‘ [%v‘ LAF /.’a bl £ | | L ¥ Yy ‘%‘e =
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h
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L 4 4
-@ Polar o Conjugado
;/:‘ Ajuste lineal
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@
?5‘ Lugar Geométrico
A
L 2
Entrada: i ®

Paso 8. Elija la herramienta Segmento y construya el segmento con extremos D

y C. Este se llamara .

o GeoGebra = B
Archive Edita Vista Opciones Herramienias Ventana Ayuda Abrir sesidn
N = E R cERNEER -
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¥ Vista Algebr {l | = vista Grafica X
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B
A
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Paso 9. Con la herramienta Mediatriz trace la mediatriz j del segmento .

o GeoGebra s
Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
AR Clol<NE=] =] —
‘k-’l.w - I [ e [ ‘_I-.-’I U8
» Vista Algebraica . K| | = vista Grafica X
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-
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A
®
J
Entrada’| @

Paso 10. Usando la herramienta Interseccion, determine el punto de intersecciéon

de la mediatriz j y la recta h. Se nombrara E.

o GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
I . T I &
(A -l =] < —
o v "/\/." 2 il v | L2 il v 1
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E
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Entrada:|
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Paso 11. Dé clic derecho sobre E y active la herramienta Rastro.

o GeoGebra = &
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
NRErNTERENEE .
ot xd v ad ol Vv 2 ad ol @ &
» Vista Algebraica ~ Vista Grafica
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» ¢ Propiedades ...
A
L
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Entrada:

)
@

o

GeoGebra

Paso 12. Dé clic derecho sobre D y active la herramienta Animacién.

- o

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn

o (BY 12 (ol & Al NN =
‘ hd /\7 4 v v ket v .%.u *
» Vista Algebraica ~ Vista Grafica
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A
L
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Observaré la siguiente construccion:

(@] GeoGebra = E
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
I 2l Tl 1 gl = =

k bl '/vf: == b' ®v: @ ‘{0‘4: xﬁ: ) =
P Vista Algebraica [ | = vista Grafica X

Punto Ll:‘ AC~

- @ A={(-3,1)

-® B=(3,4 F

~-@ C=(0,2)

~@ D=(-3,6)

~@ E={1.17,6) D

Recta I

® fx=3

® gy=2

® hy=6 B

® ;3x+ay=205 L 4

Segmento 4

q / L
L 4
A
L]
Entrada: @

De donde, el lugar geométrico construido con GeoGebra es una pardbola.

Paso 13. Elija la herramienta Segmento y trace los segmentos k£ y [ con extremos

Dy E, Ey C, respectivamente.

(94 GeoGebra - o IEl
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
: ; = : ; : ; = = =
. ﬁ ( ) @ S:“ N‘} a=2 L |
vl [ e o o Pl el | | T ‘%'.f} S
sta Grafica [
/ Recta
LA CY
‘ ./' Segmento | 1 j
| Segmento de longitud dada 5 £
k
/ Semirrecta
3 B
K Paliganal ®
- 4
- Segmento
e i ol vedr 1L i
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Entrada: i

Como las longitudes de dichos segmentos son iguales, el punto F es equidistante de

la recta f y del punto C.
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3.1.4. Simulacién de la Actividad 4.2 Familia de parabolas

Paso 1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

4] GeoGebra

Archivo Edda Visia Opoiones Heramientas Venlana Ayuda

[ A 0 % s iG] P IS w2 ] o
Hh . "y e | S 41 79 x, o\ - e

b Vista Algetraica X | ¥ Vista Grafica

Enbrada

- oIl

Abrir sesiin

Paso 2. Cree tres deslizadores del tipo nimero utilizando la herramienta Desliza-

dor y némbrelos con h, k y p, respectivamente. Fije un valor minimo y un valor maximo

para cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen por defecto.

Intervalo | Deslizador | Animacién

Min: |-5 Max: 5 Incremento:

OK Cancela

Entrada

o GeoGebra = B
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
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Paso 3. Introduzca en la Barra de entrada la ecuacion (x — h)? = 4p(y — k).
Automaticamente aparecerd una parébola que tiene por vértice y foco los valores co-

rrespondientes a los deslizadores h, k y p creados en el paso 2.

o GeoGebra = =l
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A . o .
R Jl AN B OOl N
» Vista Algebraical | » Vista Grafica X
Ndmero
h=1
@ p=1 k=1
p=1
R e e e e
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4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [} 7 8 [}
-1
Entrada:|(x-h)*2=4p(y-k) a %

Paso 4. Arrastre cada uno de los deslizadores jqué ocurre con la parabola cuando

se arrastra h?

o GeoGebra = =
Arcnivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda Abrir sesign
Y % |~ ez
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Cuando se arrastra h, el vértice de la parabola esté siempre sobre una recta paralela

al eje X.
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Lqué ocurre con la parabola cuando se arrastra k7

o GeoGebra - olEN
Archivo Edita Vista Opeiones Hemamientas Ventana Ayuda Apir sesidn
A & [ > o a-2
k] AL Dol =) 4
» Vista Algebraicad | > Vista Grafica X
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Entraga :

Cuando se arrastra k, el vértice de la pardbola esta siempre sobre una recta paralela

al eje Y.

Lqué ocurre con la parabola cuando se arrastra p? ;qué ocurre cuando p = 07

(v GeoGebra = B
Archivo Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . o a-2
DREEEERNEE
b Vista Algebraicad | » Vista Grafica X
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Cuando se arrastra p, la parabola se estira o se comprime sobre su eje focal. Ademas,

se observa que esta abre hacia arriba o hacia abajo, en dependencia del signo de p.



3.1 Simulacioén parcial de la propuesta

123

Paso 5. Active la herramienta Rastro para la parabola creada.

(9] GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
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Paso 6. Active la herramienta Animaciéon para el deslizador h ;Qué se forman?

[ GeoGebra = el
Archivo Edita Vista Opciones Hsramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
[ [l o [ N
b e v e | v v bl | v @ *
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Se forman parabolas cuyos vértices estan sobre una recta paralela al eje X.
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Paso 7. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador h y activela para

el deslizador k jQué se forman?

o

GeoGebra - oIEH
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . L[Nz
Al B QIO £ N2 ) o
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Se forman parabolas cuyos vértices estan sobre una recta paralela al eje Y.

Paso 8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador k y activela para

el deslizador p ;Qué se forman?

@ GeoGebra e el
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesion
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Se forman parébolas que abren hacia arriba si p > 0 y hacia abajo si p < 0. Cuando

p = 0, se tiene una recta vertical.
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3.1.5. Simulacién de la Actividad 1. Construccién geomeétrica

de una elipse

Paso 1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las

vistas: algebraica y geométrica.

4] GeoGebra

Archivo Edda Visia Opoiones Heramientas Venlana Ayuda

[ ~ )
IR AU~ A O MIN ==l 3

b Vista Algebraica | ¥ Visia Grafica

Enivada

Abrir sesiin

Paso 2. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el area de trabajo y

desactivando la herramienta Ejes.

{#] GeoGebra
Archive Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda
B Al =l & | Pl A N2 =21l 1
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Q zoom
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Paso 3. Elija la herramienta Segmento de longitud dada y trace un segmento

f con extremos A y B. En la vista algebraica aparecera su longitud.

(94 GeoGebra = =

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A . s (:) *|a=2
b Vista Algebrz X
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Paso 4. Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y trace el seg-

mento g con extremo en A y C' cuya longitud sea menor que la del segmento f.

o GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
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Paso 5. Seleccione la herramienta Gira en torno a un punto y dé clic sobre A

y luego arrastre el punto B.

Archive Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
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Entrada:

@

Paso 6. Seleccione la herramienta Segmento y trace el segmento h con extremos
ByC(C.

X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
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Paso 7. Elija la herramienta Mediatriz y trace la mediatriz ¢ del segmento h.

(94 GeoGebra =i =
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Entrada: @

Paso 8. Seleccione la herramienta Interseccion y determine el punto de intersec-

cion D de la recta i y el segmento f.

o GeoGebra = =
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Paso 9. Oculte la rectas ¢ y los segmentos f y h.
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Paso 10. Active el Rastro para el punto D.
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;@ B=(0.45,238)
@ C=(0,1) &
“-@ D=(0.15,1.81) 9
~ Recla
: it 0.45% + 1.38y = 243
~ Segmento
=2 D
@ g=1
H h=145 Punto D
Coordenadas polares |
“.| Objeto visible
An| Etiqueta visible
# Rasio
A
Renombra
/7. Borrar
¢ Propiedades ..
Entrada: |
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se ha trazado?

Paso 11. Active la Animacioén para el punto B ;Conoce el lugar geométrico que

@ GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
R I Al BNl o]
v| ® g v| v 7| 7 v| 2 Nyl @ "
¥ Vista Algebraica X| | » Vista Grafica [

- Punto
@ A=(1,1)
@ B=(0.45,2.38)
@ Cc=(01) B
@ D={0.151.81)
o) feda Punto B
: i: 0.45x + 1.38y = 2.43
Segmento Coordenadas polares
12 2 .| objeta visivle
=1
:=1.45 Efiqueta visible
& Rastro 4
‘ Animacidn
Renombra
> 9 7 Borar
A a o
;¢ Propiedades ...
Entrada: @

(9]

GeoGebra

El lugar geométrico que se ha construido con el GeoGebra se llama FElipse.

- oM

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

Abrir sesion

[ ]

X

12

[ol

a=2

-~

Lt

O 4

» Vista Algebraica

» Vista Grafica

- Punto
' A=(1,1)
B=(0.32, 0.51)
c=(0,1)
: D={-0.26, 0.16}
Recta

; i:0.32x - 1.5y = 0.32
- Segmento
: f=2
- @ g=1

h=154

Entrada:

@
&
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(9]

por los puntos C'y D, A y D, respectivamente.

GeoGebra

Y

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn

s AR Clo<N]= <]

» Vista Algebr:
Recta
Punto ,-/

rafica

- @ A={1
- Bzml:', ‘ ./' Segmento

- @ C=(0,1

- Recta

d i 0.32x

Segmento / Semirrecta
f=2

- @ g=1 <:
=154 4o Foligonal

-@ j=0.88
® k=112 ,z" Vector

-/4’ Equipalente

~® D=(0.2 °* segmento de longitud dada

Entrada:

esta suma con el nimero a.

(94

GeoGebra

- oM

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn

A k J ./’;_;_: ><:J. I>‘4 I G}_,_-_@, &JN i:E:J. E ‘_:HJ

» Vista Algebraica

X

} Vista Grafica

Nimera
a=2
Punto
® A=(11)
@ B={0.32,-051)
® c=(01)
--@ D={0.26,0.16)
Recta
i:0.32x - 1.5y =032
Segmento
f=2
@ g=1
h=154
® j=0.388
@ k=112

Entrada: J+k

Paso 12. Con la herramienta Segmento trace los segmentos j y k& determinados

Paso 13. Desde la Barra de entrada introduzca j + k y el software identificara
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Paso 14. Active la Animacioén para el punto B ;Qué ocurre con la suma j + k,

varia?

o GeoGebra = @

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

DRENEDERNER

b Vista Algebraica b Vista Grafica X

Nimero
a=2
Punto
@ A={1,1)
® B=(0.77,1.94)
- @ C=(0,1) 2]
® D=(0.19,1.63)
Recta
i 0.77x + 0.94y = 1.67
Segmento
=2
® g=1 <
h=1.21
® j=066
- @ k=134

2%

[ Yl

Entrada: v

La suma j + k, no varia, permanece constante.

3.1.6. Simulacién Actividad 4.2 Familia de elipses

Paso 1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

4] GeoGebra - oIEN
Archivo EdMa Vista Opowones Hermamientas Venlana Ayuda ADrir sesiin
[ A . % T ir » *|| am2
(Sl Pt .38 11310 e = NN 52
» Vista Algebraica ko * Vista Grafca >
L]
0
5
3
- v
A 3 1 o 1 3 4 13 a
=1

Entraca:
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Paso 2. Introduzca cuatro deslizadores del tipo ntimero utilizando la herramienta
Deslizador y noémbrelos con m, n, a y b, respectivamente. Fije un valor minimo y un
valor maximo para cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen
por defecto, excepto para a y b porque estos deben ser positivos.

Lol GeoGebra - o

Archivo Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda

NEEN N ERNEE

» Vista Algebraica X [ » Vista Grafica

Abrir sesion

- X
. 222 Deslizador m=1
Nimero . i
® a-1 i
® m=1 ABC Texto g
® n-1 Q;_A_A_._A_.__
Imagen
a=1
Botdn -
/I® casilla de control
Deslizador a=1| Casilla de Entrada
q
- Nombre
® Nimero
O Angulo N
CEntero [ ateatorio

Intervalo | Deslizador | Animacién

Min: 0.05 Méx: |5 Incremento:

oK Cancela

Entrada

r—m —n
Paso 3. En la Barra de entrada escriba la ecuacion ( 5 ) + y 72 ) = 1.
a
Automaticamente aparecera una elipse que tiene por centro y longitudes de los semiejes

mayor y menor, los valores correspondientes a los deslizadores m, n, a y b creados en

el paso 2.
o GeoGebra =B
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . B ®|la=2
[l A A5 B[O O] 4] N =) )
b Vista Algebraica x| | » vista Grafica o [X]
Cénica m=1
® c(x-mPia*+{y-nFib= 5
Nimero PSP
® a=181
® b=075 4 Q
® m=1 a=1.81
i . n=1 @
3 =075
e
<
2
< C
1
3 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7
-1
< >

Entrada:

ar
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Paso 4. Arrastre cada uno de los deslizadores jqué ocurre con la elipse cuando se

arrastra m?

@ GeoGebra = &
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
1 a =
® ||a=2 ‘
° s
Il OO 4 N4 o o
¥ Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
- Cénica m=-18
@ (X -mPlaE+(y-npIp= 5 -
- Namero |
@ a=181
@ b=075 3
-® m=18 a=1.81
@ n=1 -
i =075
4
2
3 2 1 0 1 2 3 4 5 a 7
-1
< >
Enfrada 3 @

Cuando se arrastra m, la elipse tiene su centro sobre una recta paralela al eje X.

., Qué ocurre con la elipse cuando se arrastra n?

(9 GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
Al *Ib, \@ &,'&H‘ =] <
L 7 /'/.:, -] . @0‘ - Il | ‘_:H._, ® %
» Vista Algebraica [ | » Vista Grafica X
Cénica m=-1.8
@ c(x-mPla+ly-nfib= 5 &
Nimero n=2.05
® a=181 .
® b=075 4
® m=18 a=181
- @ n=295
b=075
<
2
1
3 2 1 [} 1 2 3 4 5 [} )
-1
< >
Entrada: @

Cuando se arrastra n, la elipse tiene su centro sobre una recta paralela al eje Y.
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., Qué ocurre con la elipse cuando se arrastra a?

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
be] =
poe
DERENScERANER s e
» Vista Algebraica o X | » Vista Grafica X
- Conica m=-1
@ ci(x-mpiat+(y-nfib=
~ Mimero 8 T=2.95
i@ a=3.44 1
@ b-075 *—
@ m=-18 5 a=344
~-@ n=295
b=075
4
T -“‘\
C D
\ | —
5 4 -3 -2 1 o
<| | > | | | |
Entrada: +

Cuando se arrastra a, la elipse se estira o se comprime horizontalmente.

., Qué ocurre con la elipse cuando se arrastra b?

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

A 2 o
! . s . g = s @ =

¥ Vista Algebraica X | » vista Grafica X

~ Cdnica ‘_\ =T

S @ cix-mFla+(y-nf b= /

~ Nimero / N\ 8 1=2.65

@ a=169 i

“-@ b=379 / *—

m=-1.8 a=1.69

=379

Cuando se arrastra b, la elipse se estira o se comprime verticalmente.



136 SIMULACION DE LA PROPUESTA

Paso 5. Active la herramienta Rastro para la elipse creada.

& GeoGebra Sl
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
I M eE]a) N .
2 vl =T | ¥ 7| vl * N2 el =
» Vista Algebraica > | » vista Grafica X
- Cénica m=-1.8
@ c(x-mFia@+(y-nf /b= -
: Numera 8 =745
@ a=189 .
b=3.79
m=-18 a=169
n=295 Elipse C: (x -m) /& + [y -nf D" =1 #
Ecuacinax®+bxy+cy+dx+ey="f b=379
Ecuacidn (x- myia®+(y-nF/b*=1
Objeto visible 4
AL Etiqueta visible
& Rastro
Renombra
//  Borrar
¢ Propiedades ..
N Fl
5 4 3\2—/ ] 1 3 3 4 5
-1
& >
Entrada ¥ @

Paso 6. Active la herramienta Animacién para el deslizador m ;Qué se forman?

o GeoGebra S
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
DRENEcEHENER .
® ol el w| ] Ay |1 l v e &
» Vista Algebraica [ | » vista Grafica [
~ Cdnica m=-0.05
@ clx-mPiatly-nFib= e e,
Nimero i
i@ a=169 nEz8s
- ® b=330 et N (e m
- @ m=-0.05 a=168
@ n=295
h=338
<
a [ 8 10 12 1
< >
Entrada: 3 @

Cuando se anima a m, se forman elipses cuyos centros estan sobre una recta paralela

al eje X.
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Paso 7. Desactive la herramienta Animacioén para el deslizador m y activela para

el deslizador n ;Qué se forman?

o GeoGebra k]
Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A . o |laz2 > [ e
Al OOl = 2, o
» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica i
Cédnica m=-18
® ciix-mfiat+ly-nfip= e e
Nimero -
® a-169 o5
® b=330 e e, e
~ @ m=-18 a=1868
® n-3
h=339
i
2 8 10 12 1a
< >
Entrada: E

al eje Y.

Paso 8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador n y activela para

el deslizador a ;Qué se forman?

(4]

Cuando se anima a n, se forman elipses cuyos centros estan sobre una recta paralela

GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A * o|[|[a=2 > [ <
[x] Al M elo]4]N=) :
} Vista Algebraica ] | ¥ Vista Grafica X
Cénica m=:18
® cix-mfla+(y-nfIbpi=
Nimera -+
~® a=141 Fam
® b=330 e ————
~@ m=-18 a=141
® n-005 FERRY R
h=339
4
& 10 12 1a
< >
Entrada:

Se forman elipses que tienden a estirarse o a cerrarse horizontalmente.
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Paso 9. Desactive la herramienta Animacion para el deslizador a y activela para

el deslizador b ;Qué se forman?

(¥ GeoGebra = =]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
A L] @ é | a=2 - :
[a]]4) I P OO 4N =2 ) E
» Vista Algebraica X | » Vista Grafica X
Codnica m=-18
~@ cix-mfla’+(y-nfib= e,
Nimero T
-® a-263 n=0.0%
® b=009 B e e e
~@® m=-18 a=263
® n=0.05 a——‘e——
b=1093
<
8 & 2 4 [ [ 10 12
< >
Entrada 5

Se forman elipses que tienden a estirarse o a cerrarse verticalmente.

3.1.7. Simulacién de la Actividad 1. Construccién geométrica

de una hipérbola

Paso 1. Abra un archivo nuevo en GeoGebra. Automaticamente se observan las

vistas: algebraica y geométrica.

(] GeoGebra - oIEH
Archivo EMa Vista Opclones Hemamientas Venlana Ayuda Abrir sesiin

I A LY iV ofl| amz = =
Al B QYOI AN =2 )
b \Vista Algebraica % | » Vista Grifica e

]

a

Entrada
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Paso 2. Oculte los ejes coordenados dando clic derecho sobre el drea de trabajo y

desactivando la herramienta Ejes.

&) GeoGebra - OEEN
Archive Edita Visla Opciones Hemamienlas Ventana Ajuda Abrir gesidn
A . e T ! . . -2 + - -
MU UL PR CONE O Al Nt <2 o
i m = DS
L]
5
i Vista Grihica
s
e
Barra de Navegaoin
B G, Zoom .
Eje : EjeY [
: Ver 10dos os objetos
Wista estandar Cuild
- 3 2 y -] 1 2 o Vista GriSca ® L] L] -]
-1
-2
Entrada

Paso 3. Elija la herramienta Segmento de longitud dada y trace un segmento

f con extremos A y B. En la vista algebraica aparecera su longitud.

(9 GeoGebra - o IEl
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
AR EEANES] =
» Vista Algebr. =]
Recta
- Punto "/
L@ A=(0,1
L B=(3:1 ./' Segmento
- Segmento
@ =3 ‘,a/' Segmento de longitud dada
" semirecta
"<_| Poligonal 4
=
7 Vedtor
-/4’ Equipolente A B
ot

Enfrada: @
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Paso 4. Seleccione la herramienta Segmento de longitud dada y trace el seg-

mento g con extremo en A y C' cuya longitud sea menor que la del segmento f.

&

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

> oo«

_— ]

Abrir sesidn

GeoGebra

A

L]
v v|

¥ Vista Algebrz

Segmento

Segmento de longitud dada

Semirrecta

FPoligonal 4

WVector

Equipolente A

Entrada:

Paso 5. Seleccione la herramienta Gira en torno a un punto y dé clic sobre A

y luego arrastre el punto C.

L GeoGebra = B
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
ol | BRI 3 [o) [l ZdI N o
R.o s ) ’{./\? - w7 ®u v ol L2 3
_ » Vista Grafica |
R- Elige y Mueve

Gira en torno a un punto

A

Figura a mano alzada

4

J

Lapiz

o

Entrada:
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Paso 6. Selecione la herramienta Recta y trace la recta h que pasa por los puntos

Ay C.

e

GeoGebra

- o N

Archivo Edit

a Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir s

esidn

=

A

| 2 B2 (o) [+

AN[=

‘%,]

c

Punta

F Vista Algebra
. ,./" Recta

® A=(0,1
® B={3,1 ./' Segmento
------ ® C=(1.0
Recta .B/' Segmento de longitud dada
------ ® h:-1.09x
Segmento
® =3 ./" Semirrecta
® g=15
2| Poligonal
,J. Vector

Entrada: |

-’; Equipolente

Paso 7. Selecione la herramienta Segmento y trace la segmento ¢ que pasa por los

puntos By C.
= GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
i EN N EENEERE
%v bof v 1 L ®o v = v ‘1—.0 =
b Vista Algebrz B
L Recta

Segmento

Segmento de longitud dada

Semirrecta

Poligonal

Vector

Entrada: \_

Equipolente

NN NN Y

ey
L
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Paso 8. Elija la herramienta Mediatriz y trace la mediatriz 7 del segmento i.

[#] GeoGebra = .15
Archivo Edita Vista DDClUﬂeS Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
N POl =2l
v e o v v v v bl o v 'ﬂ-

F Vista Algebraica
Punto

Perpendicular

..... ® B=(3,1) Paralela

----- ® C=(1.03,2.09)
Recta

----- ® h:1.09x+1.03y

----- ® | 1.97x+1.09y
Segmento

X %y Celo] (MR

Mediatriz

Bisectriz

Tangentes

Folar o Conjugado

Ajuste lineal

Lugar Geométrico

Entrada:|

Paso 9. Seleccione la herramienta Intersecciéon y determine el punto de intersec-

cion D de la recta h y de la mediatriz j.

4] GeoGebra = =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
ARG N=e] -

AR ele)<lN=]+]" 5

b Vistg Vista Grafica X

Punto
- Pun

Punto en objeto

Limitar/liberar punto

7
‘)-(. Interseccién
N
vy

Medio o Centro

Mumero complejo

Extremos

Raices

Entrada: @
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Paso 10. Oculte los segmentos f, g e 1.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
Q A acz|fL2 | e
Lo I\ 2 L) =

» Vista Algebraica > | » vista Grafica X
F A4

~  Punto

® A=(0,1) J /
..... ® B=(3,1)

..... @® C=(1.03,2.09)

----- @ D-=(4.13,536)
~ Recta D
® h:-1.09x +1.03y = 1.03
® J-1.97x+1.09y=-2.29

~  Segmento /
..... f=3 4
..... g=15 [+]

E
ik

A

diiis

Entrada: @
Paso 11.Active el Rastro para el punto D.
x
Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
p= e
ARMololdNE=le] s
b Vista Algebraica [ | » vista Grafica (]
V4 yd
// i
~ Recta
® h:-1.09x+1.03y =1.03 Punto D
® j-1.97x+1.00y=-2.29 Coor polares ||

Segmento /
=3 .| Objetovisible 4l
g=15 (/ Ar| Efiqueta visible
: / / 5 |l iRasko
/ §

Renombra
/ //  Bormar
¢ Propiedades ...

Entrada: | @
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Paso 12. Active la Animacion para el punto C' ;Conoce el lugar geométrico que

se ha trazado?

o GeoGebra = .=
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
T e (=3
Al \~|b,| |®|‘{‘\=z‘ > |
LI "}:h/\/v’ ol ®w 4| Ll [ Nl =2 ‘_:Hv, i
» ‘ista Algebraica 3 | » vista Grafica X
- Punto ]
@ A=(0,1)
B=(3,1)
€=(1.03,2.09)
® D-=(4.13,5.36) [5]
- Recta
@ h:1.09%+1.03y=1.03
@ j:1.9Tx+1.09y =-2.29
Segmento
=3
a=15 c
i=2.25 q

Punto C
Coordenadas polares
Objeto visible

Etiqueta visible

SEL

Rastro

Animacién

Renombra

el

Borrar

2 Propiedades ...

&)

Entrada:|

El lugar geométrico que hemos construido auxilidndonos del GeoGebra es una hi-

pérbola, a como puede observarse a continuacion.

) GeoGebra = =]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidan

Al AN e
| kv L] \2|1/{v =] v ®.:| v )|LS ‘1-. @ *
» Vista Algebraica o X | b Vista Grafica X
Punto
® A=(0,1)
B=(3,1)
C=1{-0.55,-0.39)
® D=(0.48,2.21)
- Recta
@ h:1.39% - 0.55y = -0.55
® |:-3.55x-1.39%y= 477
- Segmento
-0 f=3
g=15
b i-3.82

a=2
——
2|

Entrada:| @




3.1 Simulacioén parcial de la propuesta

145

Paso 13. Oculte las rectas h y j.

@ GeoGebra

- oEEm

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesién

s AL M Elel4

A
3
v

N

a=2
-
v

[+]

=

1

£ v v
» Vista Algebraica = } Vista Grafica

X

- Punto L4
e A=(0,1) °
@ B=(3,1)
i@ C=(0.55,-0.39)
L. @ D=(0.48,2.21)
- Recta
h:1.39x - 0.55y = -0.55
J:-3.55% - 1.39y = 477
- Segmento
O 1=3
g=15
L) 1=3.82

Entrada:

®
e

[ GeoGebra

por los puntos Ay D, By D, respectivamente.

- oM

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn

Rl A - Belo] <)

|| TF v

N

v

a=2
——
)

i

2

—

» Vista Algebraica » Vista Grafica

Punta .
- @ A=(0,1)
- @ B=(3,1)
- @ C={142,051)
- @ D={2.39,0.17)
- Recdta
h: 0.49x + 1.42y = 1.42
J:-1.58% - 0.49y = 3.87
Segmento
i =3
g=15
i=1.66
- @ k=253
® 1=1.03

Entrada:

P
@

Paso 14. Con la herramienta Segmento trace los segmentos k y [ determinados
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Paso 15. Desde la Barra de entrada introduzca abs(k — ), que indica el valor

absoluto de la diferencia k — [, y el software identificara este valor con el nimero a.

¥

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

Y| 338> ol sl |2 NI [E B

» Vista Algebraica
Mimero
a=15
Punto
@ A=(0,1)
® B=(3,1)
@ C=(142,051)
--@ D=(2.39,0.17)
Recta
h: 0.49x + 1.42y = 1.42
j:-1.58x - 0.49y = -3.87
Segmento
=3
g=15
i=1.66
@ k=253
@ 1=1.03

B=(3,1)
@ C=(0.34,-0.46)
-~® D=(-0.95,5.04)

- Recta
i h:1.46x + 0.34y = 0.34

j:-2.66x - 1.46y = 4.84
- Segmento

Entrada

GeoGebra = =l

Xl | » Vista Grafica ) ) B

C)
Entrada:|abs(k-1)| a %

Paso 16. Active la Animacion para el punto C.
. Qué ocurre con el namero a : abs(k — 1), varia?

o GeoGebra = [&

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesian

Bl pe]o]<lN]=]+

» Vista Algebraica > | » Vista Grafica |

MNimero L] L

El namero a que corresponde al valor absoluto de la diferencia k — [ no varia.
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3.1.8. Simulacién de la Actividad 4.5 Familia de hipérbolas

Paso 1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra.

#] GeoGebra

Afchivoe EdMa Vista Opoones Heramigntas Vemana Ayuda

P [ “F *,
[ A I . s T ‘/' o[l gz -
» L el g\ e e o ] ==

¥ \Vigts Algabiaica X | Vists Grafca

Entrata

- o IEH

ADTIT &&8M0n

Paso 2. Introduzca cuatro deslizadores del tipo ntimero utilizando la herramienta

Deslizador y némbrelos con m, n, a y b, respectivamente. Fije un valor minimo y un

valor maximo para cada uno de los deslizadores, puede dejar los mismos que aparecen

por defecto, excepto para a y b porque estos deben ser positivos.

(] GeoGebra = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
A 3 1 .
R ERNPERNEE
b Vista Algebraica X| [ » VistaGrafica ey X
= Deslizador =1
Namero i
® a-197 P
® m=1 ABC Texto 3
~@ m=1
! Sn e e S EESS e
a=1.97
[oK] Boton e e
/1® casila de control
Deslizador a=1 Casilla de Entrada
<
e Nombre
(® Nimero
e b
() Angulo
() Entero [] Aleatorio
Intervalo | Deslizador | Animacion 1 2 5 B 7 8 Ll
Wlin: |0.01 Max: |5 Incremento!
OK Cancela

Entrada
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2 2
Paso 3. En la Barra de entrada escriba la ecuacion I zm) — ¢ b2n> = 1.
a

Automaticamente apareceréd una hipérbola que tiene por centro y longitudes de los

semiejes transverso y conjugado, los valores correspondientes a los deslizadores m, n, a

y b creados en el paso 2.

(v GeoGebra =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

RIA-TEElel =]

¥ Vista Algebraica x| | ¥ Vista Grafica bl
Nimero
~@ a=1.01
@® b=
~@ m=1
® n=1
a=10
e
h=1
4
1 2 3 a 5 [ 7 [ [

Entrada: | (x-m)*2/a*2-ty-ny*2ih42=1|

Paso 4. Arrastre cada uno de los deslizadores ;qué ocurre con la hipérbola cuando

se arrastra m?

o GeoGebra = =]

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

DREENNCERENEER

» Vista Algebraica X| | » Vista Grafica
- Cénica &
L@ c(x-mPia-(y-nPib=1
Nimero
- @ a=101
@ b=1
+@ m=395
@ on=1
4
2
2
1
4 3 2 1 o 1 2 3 4
-1
o -2
< > |
Entrada, v

Cuando se arrastra m, el centro de la hipérbola esta sobre una recta paralela al eje

X.
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Y.

., Qué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra n?

[+

GeoGebra

- oM

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion

ElA IR S elo] <]

N

)

a=2
=:d|

» Vista Algebraica [ | » vista Grafica

Cdnica

~@ c(x-mFia-(y-nfip*=1
Nidmero

~@ a=1.01

@® b=1

~@ m=14

® n=-43

. > [(®

Entrada

Cuando se arrastra n, el centro de la hipérbola esta sobre una recta paralela al eje

., Qué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra a?

o GeoGebra =]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
NRENENCFEHRNEE e
® . |l ) vl L= vl LAY | i) o] ® @
» Vista Algebraica [ | » vista Grafica X
Cénica m=1.41
@ c(x-mplat-(y-nFibi=1 _._
Nimero n=035
- @ a=316 .
@ b=1
- @ m=141 a=3186
® n=035
h=1
4
3
2 a ] 8 10
< >
Entrada‘l =|

Cuando se arrastra a, la hipérbola tiende a comprimirse o a estirarse horizontal o

verticalmente.
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. Qué ocurre con la hipérbola cuando se arrastra b?

(9] GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
EEr N EENER s
D B S ol[#1FANE B o =
}» Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
Cénica
® c(x-mFia*-ly-nfib*=1 L
Nimero
® a=316
~@ b=45
® m=141 s
~@® n=035
"
2
5 4 o 2 4
2
-4
< > @
Entrada s

Cuando se arrastra b, la hipérbola tiende a comprimirse o a estirarse horizontal o

verticalmente.

Paso 5. Active la herramienta Rastro para la hipérbola creada.

o GeoGebra =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
DR ENECEENEE L2 e
bl | ol | e ) |t | | = o)l s © &
b Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
Cdnica
L@ c(x-mPia-{y-nFipr=1 &
Nimero
L ® a=316
@ b=45
L@ m=14 ls
@ n=035
Hipérbola c: (x - m)* /a* - {y -nf* Ib* =1 E——————————
Ecuacibnax*+bxy+cy*+dx+ey=1
Ecuacién (x- my/ a*- (y- nFib*=1 <
.| Objeto visible
A4 Etiqueta visible
& Rasiro
5 - 8 10 12 14
Renombra
/7 Borar
L Propiedades
-
< > |®
Entrada: 5
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Paso 6. Active la herramienta Animacion para el deslizador m {Qué se forman?

[+ GeoGebra = =

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidon

DRENNCEEFENEE 21 <

} Vista Algebraica = [X] | b Vista Grafica
Cénica
® cix-mpPia-fy-nF/b*=1
Nimero
® a=3.16
@® bh=45
® m=43
® n=035

< > |\

Entrada:

Se forman hipérbolas cuyos centros estdn sobre una recta paralela al eje X.

Paso 7. Desactive la herramienta Animacioén para el deslizador m y activela para

el deslizador n ;Qué se forman?

o GeoGebra = [

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

DRERENEEENER —

» Vista Algebraica » Vista Grafica
Cénica )
@ c(x-mPla*-(y-nfIbc=1
Nimero
~@® a=316
® b=45
~o@ m=141
® n=5

X

< >

Entrada: v

Se forman hipérbolas cuyos centros estan sobre una recta paralela al eje Y.
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Paso 8. Desactive la herramienta Animacién para el deslizador n y activela para

el deslizador a ;Qué se forman?

o

GeoGebra s
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A ] (:7 @ { ¢||[a=2 e
LA / AR Y | V| O ! ‘%' n
» Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica X
Cdnica
L@ c(x-mPia-{y-nFlpr=1
- Nimero
@ a=293
i@ b=45
@ m=14
©® n=035 B e S
=45
4
] 14
Entrada:

Se forman hipérbolas que se estiran o se comprimen vertical u horizontalmente.

Paso 9. Desactive la herramienta Animaciéon para el deslizador a y activela para

el deslizador b ;Qué se forman?

o GeoGebra =t
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
'A;r / ;(- b b G« @ 'é.u‘;- X iﬂ« ‘%’ £
» Vista Algebraica X
5 A l 0/ A
gwg'claxrm)‘ia‘r(yrnwh‘ﬂ \ \ WM
Nimero d i
L@ a=126 N\ \ L2
@ b=029
L@ m=141 N s i //
L@ n=035 X R W 4
<
<
Entrada:

Se forman hipérbolas que se estiran o se comprimen vertical u horizontalmente.
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3.2. Reflexiones y comentarios generales

Durante la simulacién de las actividades se presentaron ciertos fenémenos que deben
ser considerados al desarrollar las demas actividades de esta propuesta u otras que
sean para ejecutarse dentro de un ambiente de geometria dinamica. A continuacion se

destacan los mas importantes.

A. Identificacion visual del lugar geométrico a partir de su forma. Los es-
tudiantes reconocerédn, satisfactoriamente, los lugares geométricos, circunferencia y
parabola, pues son los méas estudiados, de acuerdo con los programas de estudio,
en primaria o bachillerato, pero desde otro enfoque. La circunferencia es vista co-
mo una curva cerrada y la paradbola como la representacion grafica de una funcion

cuadratica.

B. Uso del arrastre. Esta accion se pidié realizar para que el lector mismo experi-
mente que un punto dado sobre el lugar geométrico siempre estaré sobre el, aunque
trate de moverlo para donde él quiera, valiéndose tinicamente del mouse o raton. El

arrastre es utilizado aqui como un medio de validacion.

C. Uso de comandos propios del GeoGebra. Al momento de disenar las activida-
des se debe tener presente los comandos con los que el software GeoGebra reconoce
ciertas funciones especificas. Por ejemplo, en la Actividad 1. Construccién geomé-
trica de una hipérbola, el software reconoce la funcién valor absoluto de x con el
comando abs(x). De no escribirse de esta manera, esto puede causar incertidumbre
para quienes traten de desarrollar las actividades por no saber como hacerlo, y para

otros, seguridad de escribirlo tal cual en la barra de entrada.
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D.

Uso de la Animacién y Rastro. A como se habia comentado, es debido a la
primera herramienta que a los software como GeoGebra se les califica de dinamicos,
pues su uso trasciende mas alla del sentido comtin. Objetos como puntos, segmentos,
rectas se mueven y dejan huellas (rastros), se pierden de la vista y regresan como si

nada.

El discurso dinamico. A como senala Gonzalez N. "las herramientas para Mate-
maticas Dinamicas son mediadores semidticos y por tanto afectan a la percepcion
que de las representaciones tienen los sujetos... Al haber esta mediacion semiotica,
el lenguaje se modifica ... (p.106). Esta modificacion del lenguaje es muy evidente
tanto en el diseno de las actividades como en la simulaciéon y més en cuestiones de
notacion. Por ejemplo, rectas y segmentos son objetos denotados por letras mints-

culas del alfabeto, los segmentos se identifican con sus longitudes, etc.

El efecto del uso de los deslizadores como complemento del Rastro y
Animacion. Esto fue mas evidente al momento de formar familias de conicas, pues
las actividades fueron disenadas primero para manipular el arrastre y visualizar qué
pasa con la conica que se formé inicialmente, y luego, con la herramienta animacion

para visualizar que realmente se tienen familias de coénicas.

Es valido senalar que estos comentarios se veran enriquecidos al simularse o imple-

mentarse las demas actividades, pues serd més evidente:

= El tipo de justificacion con el que argumenta el estudiante al desarrollar las demas

actividades, pues el cuestionamiento es mayor.

» La intuiciéon en la deduccién de propiedades geométricas y algebraicas de las

secciones conicas.



CONCLUSIONES

Luego de haber fudamentado, disenado y simulado parcialmente la propuesta, se ha

llegado a establecer las siguientes conclusiones:

= La actividades que se disenaron fundamentadas en el modelo de Van Hiele usando
el software de geometria dindmica GeoGebra, pretenden facilitar aprendizajes
significativos en temas referidos a las secciones conicas, ofreciendo alternativas

donde los estudiantes exploren, manipulen y conjeturen resultados matemaéaticos.

= Con la combinaciéon de la tecnologia y el conocimiento matematico puesto en cada
una de las actividades el papel del profesor cambia radicalmente, sus intervencio-
nes deben estar enfocadas a que los alumnos reflexionen, manipulen y formulen
resultados por si mismos. Desde el inicio de cada actividad, su proposito debe ser
involucrar a sus estudiantes en el desarrollo de las actividades siguiendo cada una
de las fases de ensenanza del modelo de Van Hiele, motivarlos para que pongan en
juego sus presaberes matemaéticos y establezcan correctamente los nuevos saberes
a partir de sus propias experiencias, derivadas de la manipulacion, exploracion y

retroalimentacion que les provee el software GeoGebra.

= Las actividades propuestas colocan al estudiante en una posicion de trabajo activo
y permanente, fomentando un aprendizaje dindmico. Estas permiten que este
sienta la satisfaccion y el placer de manipular, explorar, descubrir y establecer,

por si mismos, definiciones, propiedades y teoremas matematicos.

= Los comentarios y reflexiones dadas sobre el disefio y estructuracion de las acti-

155



156 CONCLUSIONES

vidades proporcionan ciertas consideraciones que se deben tener presente al desa-

rrollar las demaés actividades propuestas, entre las que estan:

e Identificacion visual del lugar geométrico a partir de su forma.

e Uso del arrastre.

e El discurso dinamico.

e Efecto del uso de los deslizadores.

= La simulacion realizada brinda la confianza de que las actividades propuestas

funcionaran en un aula de clases desarrollando cada uno de los pasos dados para
alcanzar el objetivo que se persigue en cada actividad. Ademas, esta propuesta ha
sido sustentada en diferentes investigaciones que reflejan resultados positivos al

implementar el modelo de Van Hiele y el uso de software de geometria dindmica

en temas propios de la Geometria.

PERSPECTIVAS DE FUTURO

Todo estudio realizado sobre cualquier tema genera nuevas interrogantes a las que
un lector curioso trataré de dar soluciones. De la experiencia adquirida en este trabajo,

a continuacion se presentan las siguientes perspectivas:

= Disenar actividades de aprendizaje como las propuestas en otras areas de la ma-

tematica.

= Aprovechar las actividades propuestas para desarrollar los contenidos de las sec-

ciones conicas en cursos de Geometria.

= Realizar talleres sobre el uso de software de geometria dinamica con estudiantes

y docentes de la universidad.
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Anexo I: Diagnoéstico

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE NICARAGUA
UNAN - MANAGUA
FACULTAD REGIONAL MULTIDICIPLINARIA DE CHONTALES

Diagnéstico

Instrucciones. Estimados estudiantes, el objetivo de este diagnostico es conocer el
nivel de conocimientos referidos a los contenidos de Geometria Analitica Plana. Para
poder responder deben leer detenidamente cada una de las actividades propuestas. De

antemano se agradece su colaboracion.

1. Defina.

Lugar geométrico

Excentricidad de una coénica

Circunferencia

Hipérbola
2. Resuelva los siguientes ejercicios.

= Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano, de los
cuales su distancia a la recta z + 1 = 0 es igual a su distancia al punto

(=7,2).

» Traza el lugar geométrico descrito en el inciso anterior.
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Anexo II: Protocolo de la Entrevista

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE NICARAGUA
UNAN - MANAGUA
FACULTAD REGIONAL MULTIDICIPLINARIA DE CHONTALES

Entrevista

Personas a Entrevistar: Estudiantes de la carrera de Fisica — Matematica que

llevan el curso de Geometria I, algunos de los cuales son docentes de bachillerato.

Objetivo de la Entrevista: Conocer las experiencias vividas en la ensenanza —
aprendizaje de los contenidos de geometria analitica, los documentos oficiales con los
cuales desarrollan sus clases, perspectivas para mejorar dicho proceso y ademaés, el nivel

de conocimiento de SGD y sus implicaciones en el aula de clases.

Temas de discusidon:

= Experiencias vividas en la ensenanza — aprendizaje de contenidos de la geometria

analitica.
= Documentos oficiales que apoyan dicho proceso.
= Uso de SGD en el proceso de ensenanza — aprendizaje de la matemaética.

Referencia Técnica y Contextual del Instrumento Metodolégico
Método: Entrevista

Técnica: Entrevista estructurada
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Fecha:

Duracioén: 20 a 30 min.

Lugar: xxxxx

Contexto: Tratamiento de los contenidos de la geometria analitica.
{Quien lo va a entrevistar?: Investigador

Tipo de Muestreo: No Probabilistico.

Buenos dias/tardes estimados estudiantes. Mi nombre es Primtivo Herrera Herrera,
estudiante del Doctorado en Matematica Aplicada y estoy disenando un material que
contemple actividades de aprendizaje para las secciones conicas, adaptando los niveles
de razonamiento y las fases de ensenanza del modelo de Van Hiele al entorno dinamico
GeoGebra. La finalidad de esta entrevista es conocer como se abordan los contenidos de
geometria analitica en el bachillerato y en la universidad, los documentos oficiales con
los cuales se desarrollan estas clases, perspectivas para mejorar dicho proceso y ademas,
el nivel de conocimiento de SGD y sus implicaciones en el aula de clases, en este sen-

tido siéntase en libertad de expresar sus opiniones sinceras respecto a los temas a tratar.

Cuestionario que guiara el proceso de la entrevista:

1. ;Coémo abordan los contenidos de la geometria analitica? ;Cuéles son sus expe-

riencias?

2. Este semestre el MINED orient6 una semana de capacitacién al inicio del ano
escolar, jrecibieron dentro de esta, aspectos relacionados al tratamiento didactico

metodologico de los contenidos matematicos?

3. (Han recibido capacitaciones para desarrollar en el aula de clases los contenidos
de geometria analitica, particularmente las secciones conicas, con un tratamiento

didactico-metodologico? ;De qué forma se realizan?

4. ;Consideran ustedes que en su formacion reciben las herramientas necesarias para
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el buen desempeno en la ensenanza de los contenidos de geometria analitica? ; Qué

hace falta?

. Con qué materiales didacticos cuentan para la ensenanza de los contenidos de

geometria analitica?

. . Qué estrategias didacticas utilizan en el abordaje de los contenidos de las sec-

ciones conicas?
. . Consideran importante la incorporacion de las TIC en el aula?, jpor qué?
. Conocen el GeoGebra?, ;lo han utilizado?, ;para qué?

. Cuales son sus perspectivas para mejorar el proceso de ensenanza - aprendizaje

de los contenidos de geometria analitica?

Muchas Gracias



