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INTRODUCCION

Las ecuaciones en diferencias desempefian una gran importancia en la vida
cotidiana debido a las multiples aplicaciones que estas tienen en diferentes
campos tales como en las ciencias de Ia computacion y sobre todo en lo referente
a sistemas de control digital, sefales en él tiempo discreto, asi como en otras
muchas areas del saber, ia ap;Eicacién de esta herramienta matematica nos
permite la sintesis de programas que realicen una determinada tarea gue
sabemos con certeza como seria (o habria de ser), de forma empirica, mediante
una secuencia de "n" elementos. En este documento se hard un ejercicio de

abstraccién, para estudiar un poco més a fondo las ecuaciones de tipo.

En consecuencia, las ecuaciones en diferencias nos describen este la evolucion
temporal de un sistema o un.fenémeno, de forma que los diferentes estados
discretos, por los que pasa sucesivamente, son funcion directa de los
oorreép%dientes estados inmediatamente anteriores; estos son los llamados
sistemas dinamicos discretos, es decir con evoluciones a saltos en el tiempo y no

de forma continua, lo que vendria expresado por una ecuacion diferencial.

Las ecuaciones en diferencias tienen discrepancia con las ecuaciones
Eferenciales en que las primeras estan definidas en el dominio de tiempo discreto
es decir, para nimeros enteros y las ecuaciones diferenciales estan definidas en el

campo de nimeros reales es decir en el dominio de tiempo continuo.

Cuando las variables cambian en forma discontinua o discreta en lugar de
continua o instantaneamente, se utilizan las llamadas ecuaciones en diferencias
en vez de las ecuaciones diferenciales, para expresar las relaciones existentes
entre sus cambios. Las ecuaciones en diferencias suelen ser dtiles en los anaiisis
crapios de la administracion vy la economfa, pues muchos datos econémicos se
—=z=wan considerande periodos uniformemente espaciados. Por ejemplo, el
-r—=uctn nacional bruto puede darse anualmente; la utilidad por trimestre; las

—3Tca=des producidas (compradas o vendidas) en reporte mensual; etc.



En muchos analisis de caracter econémico, el tiempo es la variable independiente,
y el estudio se enfoca en los cambios de otras variables en funcién del tiempao que
se denomina analisis periédico, y las ecuaciones en diferencias son la base para

fales estudios analiticos.

Recordemos que cuando los periodos o lapsos (o mas generalmente, los cambios
en la variable independiente) se hacen cada vez méas pequefios, las ecuaciones
en diferencias tienden a las ecuaciones diferenciales como es el caso de aplicar
Emniie.

En muchos estudios de analisis econémicos y administrativos, incluyendo los
modelos que se estudiaran a lo largo de esta investigacién y en muchos textos,
comtinmente la variable independiente se designa por la letra t; pero en esta

mvestigacion nosotros utilizaremos la variable x.

Después de definir y clasificar las ecuaciones en diferencias, se determinara su
solucion. Luego se analiza el método de resolucién y el comportamiento de la
sucesion o secuencia que representa una solucién particular de las ecuaciones
Enezles en diferencias, de primer y segundo orden con coeficientes constantes, y

se dustra [a aplicacion de estas ecuaciones en algunos modelos econémicos.

¢
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0BJETIVOS,

OBJETIVO GENERAL:

< Demostrar algunas aplicaciones de las ecuaciones en diferencias de
primer y segundo orden en los modelos econdmicos Telarafia y

Consumo

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

7
0’0

Definir la teoria de ecuaciones en diferencias segln su aplicacion

con otras ciencias.

¢
0,0

Analizar la teoria de los modelos econémicos telarafa y consumo.

< Resolver las ecuaciones en diferencias a los modelos econdmicos

telarafia y consumo.

Representar graficamente la solucion de los modelos de la Telarafia

*
>

y Consumo.



CAPITULO 1: Definiciones basicas
En el presente capitulo se definen y se analizan la clasificacion de las ecuaciones

en diferencias dependiendo de su orden y de su grado, debido que la mayor parte

de las ecuaciones en diferencias que se.aplican en la practica son lineales,

también se definen los siguientes operadores: Identidad, Desplazamiento y

Diferencia.

Befinicion1: Una ecuacion ordinaria en diferencias es una ecuacién que contiene

unia o mas diferencias de una funcién desconocida cuyo argumento es el tiempo.
7 (3es B9, Ay, Ay, A"y, )=0
Donde A representa el operador retardo o diferencia. Si el argumento no es

anicamente el tiempo la ecuacion pierde el calificativo de ordinaria y pasa a

denominarse ecuacion en diferencias finitas parciales.

Asi pues, si un sistema se encuentra en un estado y,, con xeZ,

x={0, 1, 2, 3, ..a, a+l, a+2, ...} la formulacién general de este tipo de

1

ecuaciones se expresara: ¥, = f(Veu)
2, aliernativamente, partiendo de un estado inicial para el sistema, y,, podemos

generar la secuencia Yoo F(30)s F(F (), f(f(f(yo))),...

f

que habitualmente se escribe en la forma siguiente:

72 (o) = £(7(f (3))

O suforma general seria:  y_, =/ (»,) =F(3.) = f(f" (yo))




Para familiarizarse mejor de cémo manejar la nomenclatura convencional en

estos casos, diremos que:

f(»,) es llamado primer iterante de y, enla funcién f.

/() es llamado segundo iterante de yol en la funcién f.

() es llamado n-ésimo iterante de y, en la funcion f.

El conjunto de todos los iterantes, que se representa normalmente por

(%), neZ,0 bien por f(,), se denomina drbita de y,

Ejemplo1: Sea f(,) = ()" v ¥ =256. Entonces la secuencia de iterante se
Yo =256
f(3)=16;
f(f(yo))=4;
F(F()=2
f(f(f(f(yo))))=1.41;
256; 16; 4; 2; 1.41; 1.15; etc

corresponde a:

Como se puede apreciar faciimente, esta secuencia tiende a la unidad, que seria
entonces un punto atractor de [a 6rbita, donde, ademas, permaneceria el sistema
indefinidamente. Es decir, podriamos considerario como un estado de equilibrio
del sistema. En la resolucion de este tipo de ecuaciones (obviamente no en el
gjemplo precedente) se encontraran comportamientos curiosos de este tipo:
punfos atractores, a los que el sistema tiende asintéticamente; puntos de
equilibrio, donde el sistema, una vez alcanzados, permanece, y que a sU vez
sueden ser estables 0 inestables; puntos periédicos entre los cuales el sistema
oscila, tomando valores iguales alternativamente; y puntos de bifurcacién, en los
ax el sistema puede tornar varios valores simultdneamente, encontrando vias

acrentes de evolucion.




1.1 Elementos de! calculo de las Ecuaciones en Diferencias

El calculo correspondiente a las ecuaciones en diferencias es muy similar al
correspondiente de las ecuaciones diferenciales e integrales y, en este capitulo se
discutiran estas analogias que ayudan a resolver las ecuaciones en diferencias,
haciendo uso de las técnicas de resolucion de las ecuaciones que nos ocupan. Se
definiran una serie de operadores que facilitaran los calculos y que seran muy
Gtiles en el futuro. Estos operadores son: operador identidad, operador

desplazamiento, y operador anti diferencia.

1.2 Definicién de Operadores Discretos: Identidad, Desplazamiento,

Diferencia y Antidiferencia.

f:0c0—0

Dada una funcién discreta,
Vxel —> f(x)=Y,

Definicion 2: Operador ldentidad: Denominamos operador identidad (1) a

aquella operacién en el sistema que deja invariante (sin cambios) su estado, es

decir: Vxed: Iy,=y,
Su aplicacion sucesiva serd:  Iky, =ly. =y,

Definicién 3: Operador Desplazamiento ( £) (también llamado operador

Siguiente) es la operacion que nos lleva a obtener el estado futuro de un sistema

a partir del estado precedente. Consecuentemente este operador coincide con la
propia definicion de ecuacion en diferencias cuando el grado de la ecuacion es

uno, mientras que sera diferente si el grado de la ecuacion es superior a la unidad:

Vxel: Ey, =Y.

Onviamente, la aplicacion sucesiva del operador desplazamiento hace posible el

<o de un estado a otro alejado en el futurc, o en forma abreviada: Ekyx =Yk _




Definicién 4: Operador Diferencia: Denominamos Operador Diferencia (D) al
proceso que lleva a obtener la diferencia entre dos estados consecutivos, o lo que

es lo mismo:

vxelO, Dy, ='yx+1‘——yx
=FEy —1Iy,
:(E—I)yx

Este operador D también suele designarse por la letra griega A, denominada a su

vez Retardo.

Es inmediato encontrar que el operador diferencia es combinacion de los

operadores identidad y desplazamiento, siendo complicada la relacién directa

entre D y E
Dy, =(E~1)y,=Ye1~Ye
Por lo tanto, su aplicacion sucesiva se puede escribir como:
Digy, =(E—1)ky,
Que, recordando el desarrollo de la potencia de un binomio:

(a=b) =a*—2.ab+b*
(a—b) =a’-3.4°b+3.ab” +b’

.(a—b)" - gc—n" [f)(a)“"” b

donde

i

Y kO k(k=1)(k—2)(k—3)..3.2.1
Til(k—i)l iG-DE-2)E—3)..32.1(k—)(k-i~D(k—i=2)..3

11




Con 0!=1.

Utilizando los operadores esto equivale a:

Dy, =[E-I

= Z(_D [ )E( l)Iiyx
. = Z(—l) [k)b“’"‘)yx
_ 3 [’.‘ )y
=1 !

Correspondiente se puede demostrar:

El operador diferencia D €S el equivalente al operador derivada en el calculo

diterencial.

También son faciles de demostrar las siguientes igualdades:

n—1
> Dy, =Y.~

x=0

D’ [ix}n

x=0
'

definir una suma de potencias  del operador'

Smilarmente  podemos
gesplazamientc E, en forma polinomial:

P(E)= a,E" + a.IE"'1 +a2E"‘2 +..+ta, E+ a,l

12




Definicién 5: operador Antidiferencia (D 6 A7): Denominamos operador
antidiferencia a la operacion que consiste en deshacer la correspornidiente
operacion del operador diferencia. Obviamente, en el contexto de las ecuaciones

diferenciales ello equivale a realizar la integracién. Su definicién sera:
DDy =y,
O blen: C ppl=1I

Recordemos la definicion del operador diferencia y de la propia ecuacién en

qu-]xf(yx)
¥ Dyxzyxﬂ H-yx

diferencias:

Dyxﬂ = Yoo “Van
D f(3.)=f )

Por consiguiente:

Si afiadimos una constante a la funcién que determina la ecuacion:

Ve =S )+b

Dy.=Yu— Y

=f () tb=F(ey) =b
la operacion D sera: =f (V)= ()

:D{f(yx—l) +b}

=D{/ (7.)}

'

£s decir, afiadir una constante al valor de un estado proporcicna el mismo valor
- paa la operacion diferencia. Obviamente el operador anti diferencia en solitario no
.,ﬁne por qué proporcionar exactamente el valor de la funcion que determina el

de un estado a otro, sino ese valor salvo una constante, ya que la aplicacion

jor de! operador diferencia nos dara el mismo resultado. Llamemos F(yx)
3on tal que D7 f(y,) =F(»,)

13




De la definicion de anti diferencia:

D7/ (3) =f (%)
=DF (7,)
=D{F(y, +b}

O consecuentemente: D f(y,) =F(y,) +b

Donde b puede tomar el valor cero (0). En definitiva tenemos infinitos estados

posibles, diferenciados mediahte constantes, en la aplicacion del oper

diferencia. Consecuentemente: DDF (y;) =F(»,) +b

Mientras que: DDf(y,) =1 (v.)

£n este caso se dice gue los operadores D Y D' no conmutan, puesto que su

aplicacion en orden diferente produce resuitados distintos.

n-l
Par otra parte, como D [Z yx]= ¥y,

x=1

n-l

sz puede inferir con facilidad el resultado D™y, =Zyx +b
x=0

< 3 Propiedades de los operadores

3. <he, y.,z son dos funciones discretas, se cumple:
_-scperadores [, E,A son lineales. Es decir, Vxel, vield,

+ 34 I(y,+z) =Dz I{A.y,) =40y,
-32 E(y, +z)=Ey,TEz; E(A.yx)=2._ny.

“33 Ay, +z,)=4y,+8z; A(Ay,)=A Ly,

14




Denostracion:

Eor definicion de los operadores se demuestran las propiedades

130 A(2y,)=4(4y,)

=/1(yx+k h-yx)
=AAy,. lgqd

133) E[yx+zx]=[yx+k]_[zx+k]

13.9) A[yx +Zx] =[yx+k +Zx+k]—[y;‘ +Z"]

=[yx+k ""yx1+[zx+k _Zx]

=Ay +AZx Zqu.

X

4.4 Identidad, Desplazamiento y Diferencia de un producto de funciones

discretas: Vxel, y,, z,.
14D I(y,.z)=0, L.
 147) E(y, .z,)=Ey, . Bz,
a3 Ay, .z)=0n By,
Besaostyacion:

140 I(y,.z.)= [»]).[=]
= Iyx .IZx qud

L42) E(yx . Zx) = [yx+h:l‘ [zﬂ'ﬁl
= ny ,sz qud.

15




1.4.3) A(yx . zx) = Vo Zask — Ve Zs
:yx-i-k'zx+k - yx+k'zx + yx-l-kzx _yx.Zx

=Ytk [Zx+k _—Zx]—*—zx [yx+k —yx]
= yx+k'AZx +Zx‘Ayx qud

1.5 lIdentidad, Desplazamiento y Diferencia de un cociente de funciones

discretas: Si, vxe0, z, #0, se cumpie:

A

R
)2

y) Ay, X—AZ Y,

|‘<‘.

1.5.2) E(

I

1.53) A

Damostracion:

153 A[y_)y__y_
z, Z Zx

x+k

(yx+k)( z,)- (y,)( z,)— (yx)(zx+k)+(zx)(yx)
(2)(Zeut)
Zx(yx+k—yx) yx( ik Zx)

] (2)(zsue)

\ ’ -
_ z.By, YDz, por definicion del operador E

- (2)(5)
— Ayx “x Azxyx qud

(7)(E2.)

16



1.6 Punto de Equilibrio de una ecuacion en diferencias.

Es particularmente interesante estudiar los puntos de equilibrio. Llamamos punto 0

estado de equilibrio de una ecuacion en diferencias a aquel estado y, que verifica:

Ve =S (Ve)=Yx

es decir, el estado permanece invariante. Veamoslo mediante un ejemplo. Sea el

valor del estado: V=%
y la funcion que determina la evolucion del sistema:
Yo =f ) = Ve Pu e = V2 =%
Esta ecuacion representa un sistema con tres puntos de equilibric, a saber:
x=1 x=—-1lyx=0

Sj el sistema llega alguna vez a tomar alguno de estos tres valores, tras partir de

una condicion inicial (un valor de x) determinada, habra alcanzado un punto de

equilibrio.

Existe una diferencia fundamental entre este tipo de equilibrio, obtenidos mediante
=cuaciones en diferencias y los obtenidos mediante una ecuacion diferencial.
Blientras en estas Ultimas los equilibrios son soluciones bien definidas de la
ecuacion, en los sistemas tratados en diferencias, una solucién de la ecuacion
auede Qo representar un equilibrio de partida pero, tras un numero finito de
ieraciones, puede alcanzar un puntb de equilibrio y, si es estable, permanecer ef
& v ello dependera de las condiciones iniciales del problema, es decir del valor de

1.. El ejemplo anterior no es muy ilustrativo al respecto, ya que x’s6lo puede

aicanzar alguno de los tres valores si parte inicialmente de ellos. Pero se pueden
encontrar sistemas que se comporten de tal manera que s€ alcance la estabilidad
eependiendo de la condicién inicial.

17




EjemploZ: Sea el sistema descrito por la ecuacién en diferencias: y =/{y.)

Con f(y,)=2y, si y, toma valores en el intervalo cerrado l:o, %jl (es decir, con

inclusion de los valores correspondientes a los extremos).

f(r)=2(1-y,) si y, toma valores en el intervalo abierto por la izquierda (%, IJ,

(es decir, con inclusién del valor del extremo derecho y exclusién del
correspondiente valor del borde izquierdo).

f(yx) = 2y.—1 si y, toma valores mayores que la unidad.

Tomemos como condicién inicial y, :é-, siguiendo el proceso de iteracion,

1
J’l“‘Z

1
Ys "’é’

Encontramos: 3, =1

¥,=0
ys=0
Vs =0

y asi indefinidamente.

Es decir hemos alcanzado un punto de estabilidad en sélo cuatro iteraciones,
donde el sistema permanecera en el futuro, sin cambio alguno. El estado de
equiilibrio es 0, Se puede comprobar facilmente que existe otro punto de equilibrio
€ valor 2/3.

embargo, si tomamos como condicidn inicial y, =5/9, el sistema crece en valor

18




Las ecuaciones en diferencias proveen, en muchas é&reas del conocimiento
(Economia, Fisica, Biologia, Ingenieria, etc.), la solucién de problemas ligados a la
estabilidad, asintoticidad de un comportamiento dindmico, oscilaciones, teoria del

control, caos, fractales, etc

1.7 Diferencias sucesivas de una ecuacion.

Supongamos que y es funcion de x, es decir, y=f(x) donde y esta definida para
valores entero de x, o sea, x=0,12,..En el contexto de las ecuaciones en
diferencias, la relacién funcional, y=f(x) se indica frecuentemente pory,. El
cambio en y cuando x varia de x a x+1 es la primera diferencia de y, y se

escribe: Dy, = Vs~ Vs

Observe que Ay, es también una funcién de x, A es un operador que proporciona
la regla para evaluar Ay,a partir de la sucesion (0 secuencia) ¥y, ¥y, Vpsens Vi - ASI

mismo, se obtiene diferencias de orden superior como diferencias de diferencias

aplicando el operador A.

La segunda diferencia de y, es:

Azyx =A(yx)
:AJ;.‘(H —Ayx
= (yx+2 _yx+1)_(yx+l ~y;c)
= Yes2 —2yx+] +yx .

La tercera diferencia de y, es:
<
A'y, =A(A%y)
= (Ayx-!-Z =248y 4+ Ay.x)
Z(J’x+3 _yx-l-Z) _z(yx-ﬂ —yx+1)+(yx+l —yx)
= Vs = 3Vus2 F3Ven = Ve

19




(x+h)—y() _ hméy—(xl
k=0 h =0 R

D, () =lim®

D es el operador de diferenciacién que aplicado a una funcién no es mas que la

Zzrivada de dicha funcion. El cociente A—yh@es la pendiente de la recta que une

‘=s puntos de la representacion gréfica de y correspondientes a las abscisas x Y
==y.

" =5 sucesivas diferenciaciones de una funcién se-indican con potencias sucesivas
==} operador D Ia segunda derivada se representa por D’y , la tercera derivada

—ar D’y, etc.
4.9 Operacién inversa de la diferenciacion

==da una funcién ¥ tal que DY =y, se dice que Y, es la funcion primitiva de y
zzra ser consecuentes con la notacion utililizada, simbolizaremos el operador

—serso de diferenciacion con la notacién D™ y escribiremos Y=D"y.

*-smque esta notacion es de gran utilidad en esta investigacion y en muchos
-=xjns, es mas frecuente la notacion Y=j ydy y la denominacién para Y de

~egral indefinida de la funcion y, puesto que DY =y y también D(Y+C)=y

z=ndo C una constante arbitraria.

.. ' -1
_#lizando esta potacion ( [ en vez de de D7) se exponen algunos resultados
—wwcidos del célculo diferencial y las formulas analogas que le corresponden al
~Aeulo de diferencias. Una de estas férmulas del calculo diferencial se demostrara

=gdmente a partir de los correspondientes resultados del célculo de diferencias sin

—gs que aplicar limites.
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I T=hbla de analogia entre el célculo en diferencias y el calculo diferencial

=
.

B =G+ =) - Do) —tm®

h—0 |

2. Ay =A(A"'1y) n=1 2, D"y:D(D”"ly) n=1273..
|

3. Algy)=cty 3. D(ey)=cDy

4. A(clyl + Czyz) =y, +0,A7, 4. D(Ciyl +czy2) =Dy, +c, Dy,

5. Si ves un polinomio de grado #, A"y | 5°.Si y es un polinomio de grado 1, A"
y y Y

Es constante y las derivasa de orden superior

Es eonstante y las diferencias de orden superior | son nulas.
soan nulas
6. Ax™ =nhx"™ 6. Dx™ =nhx""
7. A(uv)=(Ew)Av+viu 7. D(uy)=uDv+vDu
N A(z]:vAu—uAv o A(g)szu—uDv
v vEv v v

o S AY:y,A'1y=Y+pdondEpesuna 9, Si DY:y,Jy:Y+C

funcion periddica de periodo h.

EREETULO 2:  Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden.

&aOvden o grado de las ecuaciones en diferencias

gs cgjemplos expuestos hasta ahora son de ecuaciones de primer orden, o

esencn de primer grado, porque cada estado depende del inmediato anterior. Si
sesuzcion describiera el valor de un estado * en funcién del valor de dos © mas
&=x0s anteriores, pongamos por ¢aso;

Ve =1 (J’x—4)

&= que es de un grado u orden mayor que la unidad. En el ejemplo anterior

=30 seria 5, ya que un estado concreto es funcion directa de lo que acontecio

Eaac=izdos anteriores.
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=ua=sden existir combinaciones de varios estados anteriores, como por ejemplo:

Ve =S (pa) 8V, a)Hh(y, )

_=-naremos "designador de instante" al nimero entero que, restado del valor de
- mdica cuantos estados anteriores hay que considerar en el correspondiente

-=—1p de la ecuacion. Asi la expresion anterior podriamos escribirla como:
Vo= (Voma )+ &8 (oo ) (¥

=- valores ¢ =4,a4,=3 y a,=1 . Los coeficientes a; son los designadores de

r==mte y han de pertenecer a los enteros positivos (af eZ*).

~=do u orden de la ecuacién vendrd determinado por el mayor de los

= =i

s==zradores de instantes (a;). La ecuacion:

3¥ —2Y, =x+2

== == grado uno, (ademds de tratarse de una ecuacion lineal no homogénea). Sin

=2, la siguiente:
3yx+5 _2yx =0
~=<==n una ecuacién de quinto grado (que es ademas lineal y homogénea).

_= =s-"ucidn de estas ecuaciones necesita de tantos valores iniciales como grado
=" ¥a que, en principio, no estan definidas todas las condiciones de partida de
-y

== —i=Tss. Es decir, continuando con el mismo ejemplo anterior, si se conoce el

aamcr 2= 3., también se conocera el estado de y,,;, pero se desconocen los
ssoocs intermedios Y,,,, Vuss Vs © Vs Y DO podremos determinar
WECSETE Y., Vours Vess Yero Y SUS cOMrespondientes posteriores, salvo que se

e estos valores explicitamente al comienzo.
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Este tipo de ecuaciones lineales en diferencias de orden mayor que la unidad son

asicas en casi todos los ambitos de la ciencia. Asi estan presentes en el estudio
de la dinamica de poblaciones de una sola especie (cuando se hacen intervenir
‘ varias especies, nos enfrentariamos a la resolucion de sistemas de ecuaciones en
diferencias), en la evolucion de la economfa, cuando se hace intervenir una sola

variable, en el estudio del movimiento de un unico cuerpo en fisica.

2.2 Solucion de las ecuaciones lineales en diferencias.

Sj una ecuacién es lineal de cualquier grado, sea homogénea o no, con
~peficientes constantes o variables, es decir:

Vo = 2 8 ()Y
k=0

Sando x un namero entero, y admite mas de una sctucion, la suma combinada
‘combinacion lineal) de las soluciones es también solucién de la ecuacion.

Sfactivamente, sean y,. e y,, dos soluciones cualesquiera. La combinacion:

yx = Pylx + Qy2:

Zzn P y Q dos nimeros reaies indeterminados, también es solucién. Escribamos

= =cuacion en la forma:
n
Yiest _ng(x)yx =0
k=0

Ty, € ¥, 5on soluciones, ambas verifican:

-

N x+l_zgk (=0

k=0

Yaxn —ng(x)yz.v =0
k=0
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Por lo tanto:

Pl:yl x+l—kZ:;gk (x)ylx-]‘l“QI:yzxﬂ _:zogk(x)yzx:lz 0

Ello nos resultara especialmente Gtil para encontrar las soluciones generales de
muesiras ecuaciones: aquellas soluciones que nos permiten definir la evolucion de

- sistema para cualquier condicion inicial.

3j tenemos un conjunto de soluciones linealmente independientes de una

==uacion lineal, es decir, una combinacion lineal arbitraria de ellas en ta forma:

Pl‘y]x +P2y2x +193y3x + .. +Pmynx

-2 solo puede anularse si se anulan cada uno de los coeficientes P,, la combinacion
=—:zrior es también solucidén no trivial de la ecuacién. Si ese conjunto de soluciones es
—pleto, es decir hemos encontrado todas las soluciones linealmente independientes
-~z7'es, esa combinacién lineal nos proporciona la solucién llamada general y podremos

~==minar el valor de y, para un valor cualquiera de y,.

- -

- = Zzuaciones lineales en diferencias.

se=rig6n 6: Una ecuacion en diferencia se dice que es lineal si  en la variable
x-=—<ante solo aparece en expresiones de primer grado, es decir, si la variable
~re-=znie no figura con un exponente mayor que la unidad, y no se presenta en
&—rcs de producto cruzado. Por tanto una ecuacién en diferencias es lineal si se puede

2~rTenlaforma:

-

8y () Vi + 0 0Pt Foe T Bd (DY £ 2, (0)7, = (%)

= xris a,q,...9,,,4,Y g son funciones de x (pero de y,) definidas para

-

o e

(I
3
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Una ecuacion lineal en diferencias es de orden n si esta escrita en la forma, tanto

a, COMO a,

5on distintas de cero para todos los valores de x gue se consideran €s decir; una

ecuacion lineal en diferencias es de orden n si comprende valores de y

correspondiente a valores de x que difieren en n pero no en méas de n. Las
ecuaciones en diferencias que no son lineales, en general son muy dificiles de

resolver, y rara vezZ se emplean.

Una ecuacion en diferencias de orden n puede escribirse cOmo funcion implicita

de los valores de la variable y en n diferentes valores de x (es decir, los n

valores espaciados de ).

F[yx+nsyx+,,__l,...,yx] =0

O bien, puesto que el conocimiento de x+1 valores de y permite calcular el valor

de y ysusprimerasn diferencias:
F[A”yx,/_\.”"yx,...,Ayx,yx]= 0
Ejemplo 4: Ay, —34y, =3y, =X puede escribirse como

A(Ypn—¥:) 309, =37, =%
(yx+2 ~2Yen +J’x)—3(ym—-yx)—3yx =X
Yz = 5Yen +yx—x=0

9 4 Soluciones de las ecuaciones en diferencias.
 tka solucién de una ecuacion en diferencias es una relacion funcional que no
eontiene diferencias, que esta definida para los enteros no negativos y que

cen la ecuacion en diferencias.




La solucién general de una ecuacién en diferencias de orden » es la que contiene

n constantes arbitrarias. La funcion discreta  f(k,C,..,C,)=y, siendo

C,....C, 0 es la solucion general de una ecuacion en diferencias de orden 7 si

es una solucién que depende de tantas constantes como indica el orden de la

ecuacion.

Se puede demostrar que la solucién general de una ecuacion en diferencias es

tnica o univoca.

Una solucién particular de una ecuacion en diferencias es la que se puede obtener
a partir de la solucién general asi déndole valores particulares a las constantes
arbitrarias de esta solucién. Como en el caso de las ecuaciones diferenciales, las
constantes arbitrarias de una ecuacioén en diferencias de orden n comprende n
constantes arbitrarias, y una solucién particular requiere, por consiguiente, la
especificacion de » condiciones iniciales o de frontera, para que la funcién pase

por un punto concreto.

Ejemplo 5: Comprobar que la funcién y, =3x-1, es una solucion particular de la

ecuacion en diferencias y ,+2y,—9%x=0

Solucion: Sustituyendo los valores de y,, en la ecuacion en diferencias

[3(x+1)-1]+2(3x-1)-9x=0
3x+3-1+6x—2-9x =0
0=0

2.5 Ecuaciones lineales en diferencias de primer orden con coeficientes
constantes.

£n esta seccién se estudiara el método de resolucién para las ecuaciones en
<=grencias lineales de primer orden con coeficientes constantes. Ademas se
znalizard el comportamiento de la sucesién que representa una solucién, y se

s=finen asi mismo los conceptos de equilibrio y estabilidad.
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Una ecuacién en diferencias lineal y de primer orden puede escribirse en la forma:
ay(X) Y+ (X)y, =gx) x=0L2,..

Donde los coeficientes a,(x) =0y & (x)=0. En forma alternativa

_ a0, 50
- ay(x)  ay(x)

Si q(x), a,(x) y g(x) son constantes, es decir, de hecho no son funcicnes de x,

zntonces Ve =AY, + B

=ndonde 4 y B son copstantes y 4=0 . Se tiene que B=0 solosi g=0enia
=suacién original. Asi, la ecuacion en diferencias y,, =4y, +B €s la ecuacion

z=neral lineal, de primer orden y con coeficientes constantes.

= solucién de tal ecuacién puede obtenerse por induccion, tal como sigue:

=4y, +B
y, = Ay, = A(A4y,+B)+B
=A*y,+ AB+B
v, =4y, = A(A*y,+ AB+B)+B
= Ay, + A*B+AB+B
vy = Ay = A( Ly, +A’B+AB+B)+B
= Ay, + A’B+A’B+AB+B

v, = Ay + B{L+ A+ 42+ L4447

. = consecuencia, observamos que l+ A+ A2+ 42 +,,,+4" es una serie

(1-4)
(1-4)

crEfica cuya suma es , la solucién de y,,, =4y, +B es:
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x

1-4

V., =4y, +B para A%l x=0,12,..

Y. =¥, +Bx para 4=1 x=0,12,..

Observemos que esta solucidn, obtenida por induccién, satisface de hecho la

ecuacion

Ve =Ay,+B ya que para A4=1

yx+I = Ay x + B

1-47
=A| A*y, +B +B
[ Yo 1 AJ

A—A 414

=Ax+1 LBl - =

Yo ( —4 J
1‘—‘Ax+1

1-4

-

=A™y +B
Para 4A=1
yx+l =-yx +B
=(y,+Bx)+B

=y, +B(x+1)

Existen tres casos especiales de la ecuacion y,, =4y +B que ocurren

frecuentemente en el analisis de datos de las ciencias econémicas.

Caso 1: La diferencia de primer orden es una constante:

Y. —Y, =B (caso especial para 4=1 )

Solucién: y =y, +Bx
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Caso 2: La diferencia de primer orden es proporcional a la variable:

You— Y. =0y, {(casoespecial: A=i—l—~, B=0)
—

Solucion: yx=(-—L) Yo
-

Caso 3: La diferencia de primer orden es funcién lineal de la variable:

Vou—Y. =0y, +pF (Caso especial: A=1 ! ,B= )

Solucién: yx=[L) yo+ﬁ[(——1—) —1}
l-a a|\l-«

Ejemplo 6: Resolver a ecuacién en diferencias 3y,,—9x+8=0 y obtener la

. « . 1
saluciodn particular si y, =3

3y, —9x+8=0
8

yx+l =3xﬁ§

Zznde claramente se sabe que 4=3, B =—~§-
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2.6 Comportamiento de la secuencia solucidon de una ecuacioén en
diferencias.

Una sucesidn o secuencig es un conjunto de términos sucesivos que se forman de
acuerdo con una regla, o o que es lo mismo, una sucesién es una funcion definida
para valores de numeros enteros positivos de la variable dependiente. La solucién
de una ecuacion en diferencias es, por consiguiente, una secuencia o sucesién.
Cuando la variable independiente es el tiempo, dicha sucesién se ilama a veces
“trayectoria en el tiempo” de la variable dependiente. En el caso de una ecuacion

en diferencia lineal y de primer orden, la especificacion de y, determina o genera
la secuencia solucion y,, », ¥,,..; cada término se determina a partir de la

ecuacion en diferencias

Yen =Ayx +B x=0,12,..
O en forma equivalente, a partir de |a solucién,

y_T=A"y0+B% para A=l x=012,..

Y, =Y, +Bx para A=1 x=0,12,...
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Cuando se dan los valores de 4 y B, la especificacién de y, determina, por

eonsiguiente, una secuencia solucién de namero reales.

&l comportamiento de Ia sucesién que es la solucidn particular de una ecuacién en
diferencias es de muche interés en muchas aplicaciones, tal comportamiento
depende de los valores de y,, 4 y B . Tal como se muestra en la tabla siguiente:
ademéas se presenta un esquema para cada tipo de comportamiento segin cada

€as0 sefialado en dicha tabla.

. 2.6.1 Comporiamiento de la secuencia soluciéonde y_,=Ay +B

€=s0 y:| B Yo y,, Xx=1,2,.,| Comportamiento de ia

secuencia solucién

a. A#1 Yo=Yy Ve =" Constante: y, = y*

b. A>1 - Yo > y© Ve > Y* Diverge en +o0 (mondtona
creciente) ‘

c A>1 Yo < y* Ve <Y* Diverge en  —oco{monétona
decreciente).

d. 0<A<1 A Ve > Y* Converge en y*(mondtona
decreciente)

e 0<A<1 Yo <y* P <" Converge en  y*(mondtona
creciente)

i -1<A<O Yo FY~ Converge en  y“(oscilatoria
amortiguada)

£ A=-1 Yo F V" Diverge [oscila finitamente)

h A <=1 Yo EY" Diverge (oscila infinitamente)

L A=1 B=0 Ve = Vo Constante ¥, = ¥,

i 4=1 B>0 Ve = Vo Diverge en  +oo (mondtona
creciente)

& 4=1 B <0 Ve < Yo Diverge en —oo {mondtona
decreciente)

resultados de esta tabla se pueden resumir en el siguiente Teorema:
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Teorema: La ecuacidon en diferencias lineal y de primer ~orden

Yo =4y, +B  x=0,12,.. tiene la solucion:

yx:A"(yo—y')+y* si A1 x=0,1,2,...
Ve =Y+ Bx si A=1 x=0,12,..

En déndey'zl—Bz. Si —1<A<1, la secuencia solucién converge eny’; de lo

contrario diverge, a no ser que y, =y,.

Ejemplos 7: Resuelva las siguientes ecuaciones en diferencias, determine el
comportamiento de la secuencia solucién, y calcula los primeros cuatro valores

para dicha sucesion.
A 6y, +2y.-3=0, y=1

Solucién: Reescribimos la ecuacion en diferencias de la forma:

Donde A=
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Siy, =1, yng[-—%J +§ (solucién particular)

Como -1 <~§< 0 y y == sabemos que la sucesidn corresponde al caso f) de

oo | W

la tabla anterior por lo tanto y_converge a y° =§ y es oscilatoria amortiguada y

los cuatro primeros términos de dicha sucesion son:

3
_5(1y,3_1
"175173) 78T %
_S5(1y,3_4
278173) 8T 9
LS(IV, 3.1,
X5 3) T8 s

B.3y,,—2y.,-6=0, y,=4

Solucion: Reescribimos la ecuacion en diferencias

2
==y, +2
yr+l 3yx
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Siy, =4 = yx=—2[§J +6

2 . ‘. .
Como O<§<1 Y ¥, <y Sse sabe que la sucesion corresponde al caso e) de ia

tabla anterior por tanto la sucesién es monétona creciente y converge en 3 =6

-

Los cuatro primeros términos de dicha sucesién son:

Yo=4
_14
h= 3
_ 46
J’Z—?
146
ys“?
454
SIS

CAPITULO 3: Ecuaciones en diferencias lineales y de segundo orden con
coeficientes constantes.

Es esta seccién se estudiara el método de solucion para las ecuaciones en
diferencias lineales de segundo orden con coeficientes constantes, y el
comportamiento que toma la secuencia solucion. Se utilizaran métodos especiales

de resolucion cuando las ecuaciones de segundo orden no son homogéneas; se
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describen tales métodos y se definen el equilibrio y la estabilidad para dicha

sucesion.

La ecuacion en diferencias general, lineal, de segundo orden y con coeficientes

constantes se puede expresar en la forma siguiente:
yx+.’! +'Alyx+1 +‘A2y): =g(x)

Consideremos el primer caso especial cuando g(x)=0.

yx+2 +A1yx+1 +Azyx =0

Una ecuacién cuyo término constante es cero se llama homogénea. Asi pues,

Voo T AV, + 4y, =0 es la ecuacion en diferencias general, lineal, homogénea, de

segundo orden y con coeficientes constantes. La definicion de una ecuacién
homogénea no debe confundirse con la definicion de funcién homogénea; los dos

usos de la palabra homogénea no tienen relacién entre si.

A fin de obtener la solucidn
yx+2 +A1yx+l +‘42yx = 0
Se forma la ecuacién auxifiar  m* + 4m+4, =0

Y se obtienen sus raices, usando la férmula cuadratica

4+ 4744
2
_ '—Al _\/A12 —44,

2

1l

Tales raices m, y m, pueden ser reales y distintas, reales e iguales, o bien,
complejas. La forma de la solucién de la ecuacion y,,, +4y,, +4,y, =0 depende

de la naturaleza de los valores de las raices m, y m,, como se resumiran en esta
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seccion mas adelante. La solucién general de una ecuacién en diferencias de

segundo orden incluye dos constantes arbitrarias, y una solucién particular ia
especifican dos condiciones de frontera, es decir, dos valores consecutivos de y.

Caso 1. m; y m, son reales y distintas (m, # m,)
Solucion: y =Cng +Coned
Caso 2: m, y m, son reales e iguales (m; =m; =m)
Solucién:  y =Cm* +Caxm”
Caso 3. my m, son complejas (m1 =a-+Dbi, m,=a—bi en donde i=x/—_1)
Solucion: y, =r*(C, cos fx + C,senbx)
Cr 4z . a .
Donde r=+a"+b" y @ es el angulo para el cual tanc9=3; en forma aiternativa, ¢

a b
para el cual: senf=—, cosf==. -
r r

Ejemplo 8: Obtener la solucidn general para la ecuacién en diferencias
Vera =4, +4y, =0 y la solucion particuiar si y,=1 y y,=6.

Solucién: La ecuacion auxiliar es
m—4m+4=0 y

. 4+J126—16 )
_4-16-16 _,
2

2
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seccion mas adelante. La solucion general de una ecuacién en diferencias de

segundo orden incluye dos constantes arbitrarias, y una solucién particular ia
especifican dos condiciones de frontera, es decir, dos valores consecutivos de y.

Caso 1. m, y m, son reales y distintas (my #=my)

Solucion: y, = Cmf’ + Cynel

Caso 2: m, y m, son reales e iguales (m; =m, = m)

Solucion:  y, = Cm* + Cxm*

Caso 3: my m, son complejas (ml =a+bi, m,=a—bi en donde in—_l)
Solucion: y, =+*(C, cos fx+ C,senfx)

ST F =&+ 67y gres el ‘angulé para el cual tanél:f; en forma alternativa, 6

a b
para el cual: senf ==, cos@®=-—.
v ¥

Ejemplo 8: Obtener la solucién general para la ecuacién en diferencias
For =W+, =0y la solucion particular si g, =1 ¥, =6.

Solucién: La ecuacidn auxiliar es

m*—Adm+4=0 y

4+16-16

= =2
i 2

4-\16-16 _,

My, = —
z 2
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Entonces la solucién general esta dada por:

v, =C27+Cx2°

Si yy=1

1=C+0
Siy,=6
6=2C, +2C,
G =1
C,=2

Y la solucién particular es: y, =2"+ x2*" e
3.1 Comportamiento de la secuencia solucion.

El comportamiento de la sucesion o secuencia solucién particular depende tanto
de la ecuacion en diferencias como de las condiciones iniciales; las raices de la

ecuacion auxiliar indican el comportamiento en el limite de la secuencia solucién,

. -

como sigue:
Caso 1: Raices reales distintas, m, # m;,

Si m, es la raiz de valor absoluto mayor, es decir,|m;| > |my|, entonces el

comportamiento en limite, de la secuencia solucion {Cmy +C,m;}, es el mismo

que para {Cymi'} considerando que C; 0.

Esto puede demostrarse escribiendo

Cymy + Comy =my | G+ G (%}
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Como —1< 2«1 , (ﬁ] —0 amedidaque x—w y

"y m

xclmi = G . Y1 a medida que x—w.
Cmy +Cymy Cl+cz(771z/ml) G

-

De este modo el comportamiento en el limite de {Comy +C,m} es el mismo que el

de {Clmj‘} si [my| > |my|. El comportamiento en el limite de {C,ml"} ya se analizé

en la seccién anterior cuando hablabamos de las secuencias solucién de las
ecuaciones en diferencias de primer orden. El comportamiento en el Iimite puede

resumirse con la notacién de esta seccién como sigue:

Si|my| < 1, la sucesidn o secuencia converge.
Si|m,| <1, la sucesién diverge.
Si—1 <my <0, la sucesion es oscilatoria amortiguada.

Sim < -1, la sucesién oscila infinitamente.

A Y

Si ¢,=0, la sucesion solucion es {sz;} y aseveraciones semejantes a las

mencionadas se aplican a esta secuencia. Observemos gue si C =0, entonces
W=0C ¥y y=Cm,. De maneraque C =0 implica condiciones de frontera que

especifican una solucién particular.

Caso 2: Raices reales iguales, m, =m, =m

La secuencia solucién es {(C|+C2x)m"}, que diverge si [m| > 1, a menos que
(¢ =C,=0 y también diverge si [m|=1 a menos que C,=0. Si m| <1, ia

secuencia solucion {xm*} converge a cero, y {(Cl—Fsz)mx} también converge a

cero. Si m es negativa, la sucesion es oscilatoria.
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Caso 3: Raices complejas, m, =a+bi, m,=a—bi.

La secuencia solucion es oscilatoria; converge a cero si 0<~Ja®+b? <1 y diverge
si Va*+b* >1.

Se requiere una clasificacion completa de las secuencias solucién de las
ecuaciones en diferencias homogéneas lineales de segundo orden:

VerF AV + 4y, =0 ya que para valores iniciales excepcionales para (0 C,

ambos, son iguales a cero. Existe un caso en el que la secuencia solucién para la
ecuacion lineal homogénea de segundo grado converge en cero para cada posible

par de valores iniciales, como se resume en el teorema siguiente:

Teorema 2: Si p=mdx(|m|,|m,[), en donde my m,son las raices de la

ecuacién auxiliar de la ecuacién en diferencia lineal homogénea de segundo

orden, Y., +AY. +4y,=0 entoncesp< 1 es una condicién necesaria Y
suficiente para que la sucesion solucién {yx} converja con Ifmite iguai a 0, para

todos los valore iniciales y, ¥ ;-
Méas especificamente la definicién de 0 es la siguiente:

Caso1: m,y m,son reales y distintas

p-=madx(|m |, |m, )

Caso 2: m,y m, SOn reales e iguales, m =m, =m

p=|m|

Caso 3: m, y m, son complejas: m =a+bi, m, =a—bi

p=Na+b®
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3.2 Ecuaciones en diferencias de segundo orden no homogéneas

Si la ecuacidn en diferencias homogénea lineal de segundo orden

Va2t AYey + 4y, =0 ftiene solucién general y,, entonces las ecuacién en

diferencias lineal de segundo orden no homogénea Vera P AV, +4,y. =gx)

-

Tiene la solucion general Y;+¥,, en donde ¥, ©s una solucién particular de la

ecuacion en diferencia no homogénea.

Por desgracia no existe una regla general para determinar y,. La forma de Y,
depende de la forma de g(x); para las formas mas sencillas, y, es semejante a

g(x), pero hay muchos casos especiales.

Cuando g(x) es una constante, ¥, puede determinarse facilmente. Supongamos

que g(x)es una constante, & : es decir

yx+2 +Alyx+1 +Az)"x =k

Primero probemos una solucién de la forma ¥, = constante, o bien Y,=k. 3ila

solucién ¥, =k satisface la ecuacion en diferencias, entonces

k+Ak+4k=K y q
[
\ R S
1+4,+A4,
Por tanto yp=—~L es una solucidon de la ecuacién en diferencias

1+ 4,44,

Yoo T4V, 4y, =K, a menos que 1+4,+4,=0.
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Si 1+4,+ 4, =0, pruébese una solucion de la forma y, =kx, por consiguiente

Fe(e+2) + Ak +1) + dyjor = K
E(L+ A +A)x+k(2+A4)=K

Pero 1+4,+4, =0, yasi
K
4 +2

k

Y entonces :-K—, amenos 1+4,+4,=0 y4+2=0.
& A +2 ’
1

Si 1+4+4,=0y 4=-2, es decir, si 4=-2y 4 =1, entonces pruébese una

). @)

solucién de la forma: y, =k, puede verificarse que, este caso, y, =(?Jx2'

Obsérvese que esta solucion es apropiada solo para la ecuacion en diferencias de

la forma y,,,—2y,.,+y, =K. Excepto si g(x) es una constante, la ecuacion en
diferencias y,,, + 4y, +4y, =g(x) tieneuna soluciénﬁarticular, ¥, que es una

constante,

En resumen cuando g(x) es una constante, la ecuacién en diferencias

yx+2-+A,yx+1 +4,y, =g(x) tiene como solucion particular:

K
= 144 +4,%0
s 1+ 4+ 4+,
K
= s A+2=-0
IRVITLENR.

K, . -
yp =g ® o 1+.4, +4, =0 (es decir, 4 =-2, 4,=1)

A +2=0

Ejemplo 9: Encontrar la solucién general de |a ecuacion en diferencias.
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Voa—6y.,+8=9 v una solucion particular si  y,=10, »=25. La ecuacion

auxiliar de la ecuacién homogénea es:

m* —6m+8=0
(m—4)(m-2)=0
m=4 A m,=2

Por tanto [a solucién general de la ecuacién homogénea es:
v, =C4 +C,2"
Y la solucién general de la ecuacién no homogénea es:

». =04 +C2 +y,

kK 9
1+4+4, 1-6+8

En donde y, = =3 y en consecuencia,

v, =C4 +C,2°+3 si y,=10, y =25,
4
C +C,=10-3=7
4C, +2C, =25-3=22

2C, =8

G = d

C,=3

| 3 1

Por tanto la solucién particular es: y, =4 +(3)2°+3 ¥

CAPITULO 4: Resolucion de las ecuaciones en diferencias del modelo de la
telarafia o cobweb.

Este modelo debe su nombre a que la trayectoria seguida por el precio y la

cantidad adopta la forma de una telarafia. Es considerado coma un medelo
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o

dinamico simple donde las cantidades del producto que se van a ofrecer en el

mercado, estan en funcién del precio del mismo en el periodo inmediatamente

anterior,
Supuestos basicos del Modelo de la telarafia

Supuesto 1: Se debe estar en un mercado de competencia perfecta, es decir, un
mercado donde existan muchos productores y demandantes, los productos
ofrecidos son homogéneos, informacion perfecta, maximizacién de beneficios,

libre movilidad de factores y costos de transaccién nulos.

Supuesto 2: Las cantidades demandadas estan en funcién del precio (supuesto

implicito del modelo), es decir;

Q demandadas = F = (R)

Supuesto 3: Las cantidades ofrecidas estdn en funcién del precio del periodo

inmediatamente anterior (supuesto implicito), es decir;
Q Ofrecidas = F =(F_))

Supuesto 4: Ecofpmia cerrada, por lo tanto, no se podra importar ni exportar

productos. (Supuesto Explicito)

Supuesto 5: Existe poca capacidad de almacenamiento. (Supuesto explicito).

El modelo de la telarafia trabaja para situaciones econémicas donde es importante
los conceptos de oferta y demanda, el cual se puede estudiar con el siguiente
modelo.

Oferta g, =a+pfp,,

Demanda P, =y + &g,
Con ¢,=g¢, (valorconocidoen ¢=0)

B£>0, 6<0
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Donde a, 8,7 y § son constantes, p es precio y g es cantidad, y ambas son

funciones del tiempo t, sustituyendo la segunda ecuacién de dicho modelo en !a

primera:
q, =c+ By +[5q,,

Y ahora sustituyendo la primera ecuacion en la segunda de dicho modelo:

Ve =y+a5+ﬁ5pt—l

Estas ecuaciones se pueden resolver por el método usual, sin embargo, lo que
interesa es el comportamiento de la secuencia solucién en cada uno de los casos.

Como A>0, 6§<0 entonces el producto Bd<0 y la secuencia solucion es

siempre oscilante y el punto de equilibrio es;

. o _(ytad a+fy
(¢ ’q)_[l—ﬂé" 1—55]

Si -1<f5<0 las secuencias o sucesiones {p,} y {g,} son amortiguadas y
converge a (p‘,q*); si f&<~—1. La sucesién oscila de manera finita; si B6<—1,

las sucesiones oscilan de modo infinito. Por tanto el equilibrio es estable solo si

—1<f6 <0.

4.2 Demostraciéon matematica dei modelo de la telarafia

D= &obp

donde D, representa la demanday S, la oferta.
' -y+ WB—I

Sea

Donde bP representa la pendiente de la funcién de demanda y wk,; la pendiente

de la funcién de oferta. Ahora se procede a igualar [a funcién de la oferta con la

demanda y se obtiene lo siguiente:

a—bP = —y+wP_ 0y

[
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Sumandoles un periodo a ambas pendientes y agrupando términos semejantes

obtenemos;
a+y = bR+wh, )

Luego de aplicar operaciones matematicas basicas obtenemos la siguiente

ecuacion;
_a+y wh
'IDH"I b - "?t' (3)
C= a-ty
b
; A==
i b
ii Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién 3 obtenemos |a forma
reducida:
F,=4F + C 4)
I Por lo tanto para obtener los precios para periodos futuros podemos hacerlo de la
siguiente manera:
B=4A.R+ C (5)
B=A.P+ C
B=4(A.R+C) +C
a B=4P +4AC + C (6)
B =4F+C

B =A(4*R+AC+C)+C
B=APR+4C+AC+C
B =AP+C(4+A4+]1) @)

De una manera genérica e infinita podemos visualizar la férmula general del

modelo de la felarafia:
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C.(A' =)

1 (®)

P=APF+

Restituyendo las expresiones iniciales (las vistas hasta la ecuacién 3), se puede

observar lo siguiente:

Operacionalizando la ecuacién anterior obtenemos lo siguiente:

t
B=[Po—a+v ' W +a+v (10)
w+b b w+b
Donde; ) = aty
w+b

a+v . .
P = . Representa el precio de equilibrio en un mercado

wH

Cambiando P, por la expresion correspondiente en la ecuacién (10), se obtiene

la férmula reducida del modelo de |a telarafa;

3
P =(R)—Pe).[—bu~jj + Pe lqqd.

Ejemplo 10: En las ecuaciones lineales en diferencias, tenemos el modelo de
la telarafa, que se refiere a la versién discreta del modelo de ajuste del

precio de un bien en el mercado.

D,=5-3F,
S,=-2+F, con F=4
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Calcular:

1) La trayectoria temporal del precio.
2) La tendencia del precio a largo plazo.

3) La representacion grafica de la solucion del modelo.

Solucién:

Igualando ambas ecuaciones de la oferta y de la demanda, se obtiene la ecuacidon

en diferencias:

5-3F =-2+F

3P+EB =7 (*)
La ecuacién caracteristica de la ecuacion homogénea es 34+ 1= 0 ::»ﬂ,:-—%
1 ¢
luego la solucién general de la ecuacion homogeénea es £ = C[—g} .

Por otra parte, una solucién particular de la ecuacién completa se obtiene

haciendo 3A+ A= 7 de la ecuacién (*) en donde A=%.

?
Luego la solucién general completa de la ecuacion es £ =C(—%) +%

Para r=0, 4= C+z :>2 de donde se obtiene la trayectoria temporai del precio

2) aplicando lim 7 se sabe que F converge a %
=0

3) La gréfica es la siguiente:
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4.3 Dentro de! modelo de ia telarafia tenemos otros tipos:

. Modelc de la telarafia Amortiguado o Convergente: en este caso el nivel
de precios y las cantidades tienden al equilibrio, partiendo de una situacion en
la cual la demanda del producto en su periodo inicial es mucho mayor a la
cantidad ofrecida, que luego por presiones de demanda y de oferta, tiende en

el mediano o largo plazo al equilibrio, ver las siguientes graficas:

Grafico 1
PRECIO
: DD
P1 \ 4 / S8
g —_—
P3{
P2}
Po
Q1 Q3 Q4 Qz CANTIDADES
Grafico 2
Precio
/ /\\ /\ A a
Pe \/ \/ <
Po
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En esta grafico se puede observar mas faciimente como el precio del
-producto tiende el largo plazo a estabilizarse e igualarse con el precio de

equilibrio.

Modelo de telaraiia Explosivo o Divergente: Es llamado de esa manera
porque existen fuertes y grandes fluctuaciones en el nivel de precios, lo que
va generando la no existencia de-un punto de equilibrio, es decir, no va a
ver coincidencia entre los productores y los demandantes, graficamente se

puede visualizar lo anterior;

Grafico 3
PRECIO
DD
P3 / 88
P1 /
Po_
P2 /
Q3 o1 Q2 CANTIDADES
Grafico 4
Precio
e LA\ / \ /\
YV \
Po.
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Al contrario del grafico 2, en este se puede evidenciar como conforme pasa

el tiempo el nivel de precio del producto tiende a retirarse paulatinamente

del precio de equilibrio

Modelo de Telarana Constante: en este caso, debido a que las inversas
de las pendientes de las curvas de oferta y demanda son iguales, se
presenta una forma de telarafia que se mantiene fuera de! equilibrio, pero
no se va alejando del mismo, se mantiene en un movimiento constante en

el mismo sitio, observe la siguiente gréafica;

Grafico §
PRECIO
DD
P1 88
Po
Q1 Q2 CANTIDADES
Grafico 6
Frecio
Pe }
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Obsérvese como en este caso la evolucion del precio del producto se mantiene

alrededor del precic de equilibrio y nunca de aleja lo suficiente como para
asemejarse al modelo explosivo o nunca se aleja lo demasiado para parecerse al

modelo amortiguado.
4.4 Relacion entre Precio — Cantidad.

En el modelo de la telarafia las decisiones sobre la oferta se toman con un periodo
de anticipacidn, por ejemplo un afio, 6 meses, 3 meses, etc. Este supuesto es
relativamente razonable en el caso de muchos productos que se oferten en el
sector agricola. Por gjemplo, supongamos que los agricultores toman su decision
de sembrar en funcién del precio del dltimo periocdo, una vez que se ha sembrado
los agricultores tienen que vender al precio que rija en el mercado. A su vez si los
productores observan que el precic de mercado estad muy bajo, ellos no tendran
muchos incentivos de llevar una gran produccién al mercado, por el contrario los
demandantes estarfan dispuestos a comprar mucho por un precio bajo, lo cual
evidencia que para los demandantes existe una relacién inversa entre precio y
cantidades ( mientras mas alto precio, la demanda serd menor) y para |os
oferentes existira una relacion directa y positiva ( mientras mas alto el precio, la

oferta seréa mayor).

Las consecuencias sobre el ajuste del precio y las cantidades a lo largo del tiempo

pueden analizarse graficamente (ver grafico 1). El proceso se inicia con Precio =

P, en el momento cero, donde los productores estan dispuestos a ofrecer Qa en

el periodo 1, pero el mercado absorbe Qel, pero al precio F,. Este nivel de precio,

considerado alto para tanto para productores como para demandantes conduce a

una oferta de e en el periodo 2, pero el mercado esta dispuesto a consumir Qe
al precio B,. En esta grafica este proceso se repite en el tiempo hasta que se llega

a un equilibrio, donde se iguala la oferta y la demanda, igualmente puede
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visualizarse en el grafico 2, como el precio promedio del producto tiende en largo

plazo a igualar al precio de equilibrio.

Resulta, sin embargo, que en el proceso de ajuste a largo plazo del modelo de |a
telarana, no esta garantizado que el mercado sea estable y pueda equilibrarse.
Como lo ilustra el gréfico 3 y 4, el primero caracterizado por un proceso explosivo
donde la relacion de equilibrio entre precio y cantidades se va alejando cada vez
mas del equilibrio de mercado, y el segundo caracterizado por un proceso
estacionario alrededor del precio de equilibrio, o lo que es lo mismo el equilibrio de

mercado.

4.5 Relacién entre Oferta - Demanda

4.5.1 Desplazamientos en la Curva de Demanda

Como ya es conocido en la teoria econémica bésica la curva de demanda refieja
la cantidad de producto que los agentes econdmicos estan dispuestos a
demandar a un precio determinado y la curva de oferta la cantidad de producto
que [os oferentes estéan dispuestos a llevar al mercado. Conocido esto se procede
a analizar el efecto de los cambios de la demanda y la oferta en un mercado

determinado. En el grafico 7 se presenta un caso donde hay un desplazamiento en

la demanda arriba y la derecha ( DD, a DD, ). Esto genera, que la oferta rigida o
constante, que los demandantes estén dispuestos a consumir Q' al precio P,
pero debido a ia actitud maximizadora de los productores y la presion de
demanda, ocurre un movimiento hacia arriba en el nivel de precios hasta B,
donde los demandantes estarian dispuestos a consumir Q_,, generando un nuevo

equilibrio en el mercado. Por lo tanto, se concluye que desplazamiento hacia
arriba de la funcién de demanda ocasiona incrementos en el nivel de precios, y por
el lado de las cantidades ocasiona un primer incremento y luego una caida por el
ajuste del precio. Un desplazamiento hacia debajo de la curva de demanda

generaria un efecto contrario al anteriormente presentado.
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PRECIO 2

DD 4
Pe 2 el S8

T~

Pe 1

4.6 Desplazamientos en la curva de oferta

Los efectos ocasionados por un desplazamiento en la curva de oferta se pueden
visualizar en la grafica 8. En este caso puede visualizar un desplazamiento hacia
arriba y la izquierda de la funcién de oferta (lo que denota una caida en fa
capacidad productiva o la salida de empresas en la industria), estc ocasiona un
alza en los precios del producto hasta P’, pero por restricciones de oferta y
presiones de demanda ( por el alto precio) el precio y las cantidades de equilibrio
pasan de P, a P’ y luego a P,y las cantidades pasan de Q hasta Q..
llegando a un nuevo equilibrio. Por lo tanto podemos afirmar que una calda en la
capacidad productiva de la industria ocasiona caidas en produccién y precio, caso
contrario ocurre con un incremento en la oferta de las empresas, el cual tiene el

mismo efecto que un desplazamiento positivo y hacia arriba de la funcién de

demanda.
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PRECIO

55



CAPITULO 5: EL CONSUMO INTERTEMPORAL

La teoria econdmica considera al tiempo como una variable muy importante, lo
que no se considera cuando se efectlia un anélisis estatico. En el caso estatico, el
analisis se efectla entre caso y caso de un determinado periodo de tiempo, lo cual
no deja de ser importante. La diferepcia entre un andlisis estatico y dinamico se
puede explicar si comparamos fotos con una pelfcula. Todos sabemos muy bien
la diferencia, sin embargo, las fotos siguen vigentes, dado que es mucho mas

practico su uso en cualquier momento.

El presente documento tiene como objetivo analizar la toma de decisiones ‘de los

consumidores a través del tiempo dado el costo de oportunidad del dinero.

Las personas valoran el tiempo de diferente manera dependiendo la edad, cultura
y region donde viven. Las actividades deportivas, por ejemplo, tienen diferente
consumo de tiempo, y de ahi que algunas personas gusten de practicar deportes

intensivos en tiempo.

En tal sentido, las personas valoran de diferente manera el tiempo libre, entonces
existira un costo de oportunidad del tiempo para cada persona. Inclusive se puede
dar el caso que personas prefieran pagar mas pbr una actividad, cultural, por
ejemplo, que esperar mucho tiempo para acceder a la ventanilla de boletos. En
este caso, esta persona tiene un mayor valor del tiempo libre, es decir, el costo de
oportunidad es mayor. En este caso, el costo de oportunidad del tiempo es alto. Si
esta persona paga mas de lo que normalmente se paga por una actividad cultura,
destinard mucho menor tiempo para la adquisicion del ticket respectivo, lo que
significa que el costo del tiempo disminuye pro el costo monetario aumento. Esta
persona vera que el costo total, incluyendo el monetario y el del tiempo disminuye,
porque, de lo contrario, no estarfa dispuesto a pagar mas por el ticket. La suma de
ambos costos es menor después que paga mas por el ticket, Sin embargo,
valorizar el costo del tiempo no es tarea fcil. En este caso, la valorizaciéon se
puede dar en el siguiente sentido: 'que estaria dejando de hacer esta persona
cuando se demora demasiado en adquirir el ticket”. Se da en este caso una

56



comparacion de actividades, y de manera subjetiva dicha persona valora mas una

actividad respecto a la ofra, que en este caso, es el tiempo que invierte en ia

adquisicién del ticket.

Asi podemos apreciar que las personas efectian comparaciones entre actividades
y las valoran de manera subjetiva. Existira entonces un 6ptimo en la eleccion de

las actividades de las personas en base a parametros subjetivos perscnales.

El mercado de crédito es un caso excelente sobre la economia del tiempo. En este
mercade se define una tasa de interés que influye en el consumo al crédito de las

personas.

Cuando una persona consume al crédito el dia de hoy, tendra que pagar el valor
de este consumo més un interés que le cobra el vendedor del servicio. Igual

sucede si se adquiere un bien al crédito.

El vendedor cobra un interés en base a la tasa de interés que este mismo se

financia con una institucién financiera més un margen de ganancia.

La pregunta es ;por qué el vendedor cobra un interés? La respuesta es la
siguiente: “el vendedor cobra un interés porque ha entregado un bien sin recibir
ningln dinero adelantado (asumimos una venta sin cuota inicial por efecto de
simplificacion), y este monto de dinero le daria intereses a este vendedor si
estuviera depositado en un banco comercial. Entonces, la tasa de interés que
cobra el vendedor incluird este costo de oportunidad del vendedor, gastos

financieros y administrativos.

El consumidor estara obteniendo un bien sin desembolsar dinero el dia de hoy
pero en el futuro pagard mas por la adquisicion que efectud. En este caso, esta
persona esta dispuesta a pagar méas en el futuro por consumir el dia de hoy sin
desembolsar dinero. Otras personas no gustaran de endeudarse y consumiran al
contado. Entonces, ;de qué dependeré que ciertas personas consuman al crédito

y otras no deseen consumir al crédito?
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En [a realidad, las personas no llevan las cuentas de cuanto estara cobrando una

tienda si se consume al crédito o cuanto me cobraré tal tarjeta de crédito. Lo que
las personas realmente perciben es la carga financiera que estaran asumiendo al
consumir al crédito, es decir, los pagos que deberan efectuar mensualmente y que
proporcion de su ingreso mensual corresponden estos pagos. Si la proporcion es
pequena entonces, las personas estaran incentivadas a consumir, pero si los
pagos comienzan a tener una gran proporcién del ingreso mensual, entonces las
personas recapacitaran y dejaran de consumir al crédito. Sin embargo, en muchas
circunstancias de la vida de una persona, el ingreso mensual no satisface algunas
de las necesidades que se pudieran presentar de un momento a otro como es el

caso de la salud, viajes urgentes, adquisicién de ciertos bienes, etc.

Estas personas recurriran al crédito para satisfacer esta necesidad pero en el
futuro deberan devolver este valor mas un interés que se basa en la tasa de

interés que le cobra el vendedor al crédito.

El siguiente mes tendrdn menor disponibilidad de su ingreso mensual pofque parte
de éste sera destinado a pagar el principal de la deuda mas los intereses. El pago
del principal es el que verdaderamente disminuye la deuda, el pago de los

intereses es la ganancia del vendedor, a su vez, el costo del comprador al crédito.

Si la persona dispone menos de su ingreso, entonces, no estara incentivada a

endeudarse mas hasta que haya amortizado la deuda en su totalidad.

Las personas se pondrdn un limite de endeudamiento que lo controlard
conociendo la proporcién que representa las cuotas de pago respecto a su ingreso
mensual. Asi se puede observar que existiria un ciclo personal o familiar de “inicio
y paro de endeudamiento”. Si la persona o familia tendré mayores ingresos,
" entonces estaran incentivadas a consumir al crédito. Si la tasa de interés aumenta,

se desincentivaran de consumir al crédito.
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5.2 Un Modelo de Consumo Intertemporal
Sea el siguiente diagrama de flujos:

Ingreso 1 Ingreso 2 Ingreso 3
4 A 4
1 2 3
v L 4 v
Gasto 1 Gasto 2 Gasto 3

Analizando la figura de arriba, que es un flujo de ingresos y gastos proyectado,
asumimos que existen fres periodos donde cada uno tiene un ingreso y un gasto.

Para simplificar utilizaremos solamente el periodo? vy el periodo 2.

Vemos que en el periodo 1 el gasto es menor que el ingreso lo que’significa que
esta persona esta sacrificando consumo presente y ahorrara. El consumo extra

que podra tener en el periodo 2 sera definido por la siguiente ecuacion.
ahorro_capitalizado = (/; —C ).(1+1)

Es decir, el ingreso en el periodo 2 es el ingreso fijo pero existira un adicional que
es ahorro capitalizado. La diferencia entre el ingreso y el gasto es el ahorro en el
periodo 1, y es multiplicado por un factor de capitalizacién que incluye la tasa de

[{ IR

interés “i",
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Ingreso 1 Ingreso 2 mas
y: el ahorro
capitalizado
1 2
Y A 4
Gasto 1 Gasto 2

Si esta persona sigue consumiendo el mismo valor durante los siguientes periodos
entonces, el ahorro cada vez serda mayor y crecera exponencialmente de la

siguiente manera:
ahorro_per_2=(I, —G).A+i)+1, -G,

En esta ecuacion vemos que el ahorro disponible del consumidor en el periodo 2
sera el ahorro capitalizade mas su ingreso regular mensual menos el consumo del

periodo 2.

Asumiendo que los gastos e ingresos son iguales todos los periodos y

proyectando éstos hasta el periodo 4 tenemos las siguientes ecuaciones:

ahorro per 3=(/—G).(1+)*+(I-A.QA+D)'+(I -

ahorro_per_4=(/—G).(1+i)’ +(I - ®).A+i)* +(I -G+ + ([ -G

Vemos asi que se forma una serie uniforme que se capitaliza de acuerdo al

siguiente diagrama de flujos de la figura 3.
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Ahorro acumulado
en el periodo 4

Tenemos asi un diagrama dindmico equivalente aln teniendo en consideracién

que el ahorro aumenta mensualmente.

Este diagrama puede ser explicado por una ecuacién en diferencia de primer

grado:

Ay =4,0+D)+{I,~ )
Siguiendo el método de resolucion de ecuaciones en diferencia de primer grado

Sea la siguiente ecuacion en diferencias.

Y,

1

+aX¥ =C

De tal manera que comparandola con nuestra ecuacién de consumo, y dandoie la

forma respectiva, tenemos que
4,-1+D4 =(,~GC)

l_uego, el parametro “a" es el factor de capitalizacién (1+%), y el pardmetro “C”

es: ([,—-G)
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la solucién de la ecuacion en diferencia de primer grado, siguiendo el método de

_C
) el

la referencia: Y, = [Yo -
l1+a

Aplicando esta solucién a nuestra ecuacién de consumo, tenemos que:

- _ 1= —(—(1+MNT -G
14’~[A0 1—(1+i)}[ 1+ D] +(1+(~—(1+i))

Asumiendo que el ahorro en el periodo “0" es cero, y que t=n:

4=(l - C)[(l-f-z) ~1J

Con esta ecuacién se puede estimar el ahorro disponible y acumulado en “»"
periodos. El ejercicio tedrico planteado inicialmente consistia en que una persona
ahorra mensualmente, mantiene sus gastos constantes y percibe un ingreso
mensual fijo. Este ahorro que se va formando mensualmente se comporta come si

fuese una serie uniforme,

En esta ecuaciéon se puede tener como objetivo cierto ahorro en determinado
tiempo y se puede estimar el ahorro por perfodo que debera efectuarse, es decir,
el sacrificio en el consumo. O también se puede tener como dato el ahorro
acumulado deseado, el ahorro mensual y tener como incognita el periodo de
tiempo con el cual se lograra el ahorro acumulado deseado, dada la tasa de

interés.

También se pueden efectuar corridas para diferentes tasas de interés.

Hasta el momento hemos efectuado un analisis de un consumidor que ahorra. Sin
embargo, también se hace necesario analizar el endeudamiento y observar cémo
se veria afectado el consumo en el futuro.

Supongamos que una persona se endeuda el dia de hoy con un monto “2". Las

cudtas que pagard seran las siguientes:

62



—

C=P[<_1+_i>"-_i]
A+)" -1

Donde C es la cuota que pagaré en “n" periodos. Esta ecuacién es deducida de Ia

siguiente:

4

4=, ~G) [(—li‘—l]

En esta Ultima ecuacion, una serie de ahorros se proyectan con una tasa de

interés, “n" periodos Y se obtiene el acumulado. Si esta ecuacion la dividimos
entre (1+7)", que seria una operacion de actualizacion, obtendriamos el valor

presente de los ahorros.

En lugar de los ahorros, en nuestro analisis irfan las cuotas a ser pagadas, y en

lugar del valor presente de los ahorros, una vez agregado el factor de

actualizacion, (1+1)", irfa el monto del préstamo “ P,

(1+7)" mlJ

La ecuacion quedarfa de la siguiente forma: P=C
LA+D)"

Despejando el valor de las cuotas, “C", tendriamos luego la ecuacién planteada

anteriormente, la misma que reproducimos:

Cp[_@i)_J
I+)" -1

Ahora bien, cuando el consumidor se endeuda, vera reducido su ingreso

disponibie de la siguiente manera:

1+5"z
(1+)" -1

ingreso_disponible =7 —PI:

Supongamos que el consumidor se vuelve a endeudar, iuego, aparecera otras
cuota que se ird sumando a la anterior y asi. ;
A\
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Esta persona debera poner un tope al monto de la cuota que querra pagar como

parte de la deuda. Asumiendo que este monto es:
maxima cuota=R

Donde la diferencia entre el ingreso “;” Y la cuota a ser pagada “R” es el monto

gue el consumidor requiere para su manutencin.

Luego, esta maxima cuota debera ser, igual a la cuota a ser pagada:

R=P[ A+ J
(1+i)" -1

_(l+i)".i]

R
Si efectuamos arreglos, tenemos: F:[(l—}-i)” ]

Esta ecuacién nos explica que, dada la tasa de interés del crédito y la cantidad de
periodos del mismo, la cuota maxima de pago sera una proporcion determinada
del monto total de endeudamiento. Conocieﬁdo esta proporcién en base a los
datos del ratio dentro de! corchete de Ia Gltima ecuacion, y teniendo el dato de R”,

se puede estimar facilmente el valor del maximo endeudamiento.

5.3 Un Modelo de Consumo Intertemporal de dos Periodos
Sea un consumidor que ahorra en el primer periodo, capitaliza este ahorro y en el

siguiente periodo consume el ahorro capitalizado mas el ingreso de dicho periodo.

Esta logica la expresamos en la siguiente ecuacion: (4, ~C).(A+)+I, =C,
Efectuando arreglos: G =L+ 1 .(1+1)-C.(1+i)

Si el consumo en el periodo 1 es igual que cero, entonces el consumidor podra
consumir en el periodo 2 el ingreso de dicho periodo mas el ingreso del periodo 1

capitalizado al periodo 2.

Sin embargo este argumento no es muy légico por lo que deberad existir un

consumo en el periodo 1.

!
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consumir aumenta su consumo en el periodo 1, es decir, ahorra menaes, consumira

menos en el periodo 2. Si ahorra mas en el periodo 1, consumird mas en el
periodo 2. Si se endeuda en el periodo 1, entonces consumira en el periodo 2
menos que su ingreso en dicho periodo. Asi se observa que todo sacrificio de
consumo hoy es un mayor consumo en el futuro. Y en sentido inverso, todo
consumo mayor que el ingreso de hoy, ocasiona un sacrificio de consumo en el
futuro. Estos son los argumentos més interesantes del modelo de consumo

intertemporal de dos pericdos,
Ejemplos de modelo de consumo:

Ejemplo 1. En el marco del modelo de consumo de dos periodos, considere
una familia que gana $100 en el primer periodo y $220 en el segundc
periodo, siendo Ia tasa de interés del 10

a) Determine la restriccion presupuestaria de esta familia

forma muy simple.

Pues bien, formalizando los datos del problema conforme a los términos del
mencionado modelo tenemos que: I, =100, [, = 220, {=0.10

Ahora, en el modelo de consumo de dos periodos |a restriccién presupuestaria
_Intertemporal de la famiiia viene dada por: Cy +£—:¥ =1 +-1%

Expresion que puede reformularse como: G=L+A+)I - A+ic

Reemplazando los datos tenemos: €, = 220 + (1 + 0.10)100 — (1 + 0.10)¢,

Finalmente se tiene que la restriccion presupuestaria de la familia viene dada
por:
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b) Si las preferencias de esta familia son tales que desea consumir
exactamente el mismo monto en ambos periodos, ;Cudl sera el valor de su
consumo y ahorro en cada periodo?

De acuerdo con el modelo de dos periodos las preferencias de las familias
pueden ser expresadas en términos de una funcion de utilidad. Asi para el
caso de una familia que desee consumir exactamente el mismo monto en
ambos periodos la funcion de utilidad sera: U = Min(C;, C3).

La cual se maximiza siempre que este sobre la senda de expansién, es decir,
cuando €, =0

Entonces, reemplazando en la restriccién presupuestaria intertemporal hallada
tendremos que: C; = 330 —1.10¢,

De lo cual, resolviendo, se obtiene el consumo de cada periodo:

Dado esto, no es dificil hallar el ahorro. Siendo el ahorro la parte del ingreso
que no se consume el mismo vendra determinado por la expresion:

4=, —C)[%}

De este modo, para el primer periodo, dado que el ingreso disponible es igual
al generado en la produccién, tendremos que:

(1+0.10)' -1
0.10

4, =(100—157.14)[

4,=-57.14

En cambio, para el segundo periodo, donde hay ganancia o pérdida por
intereses, tendremos que

(1+0,10)* —1
=(220-157.14)| ~——=—
4, =132.006

Nétese que el ahorro del segundo periodo es mayor al del primero pero con signo
contrario. Asi, en funcién de su eleccion de estabilizar perfectamente el consumo

esta familia se endeuda en el presente y paga en e! futuro.
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Ejemplo 2. Suponga que el ingreso permanente se calcula como un
promedio ponderado del ingreso del periodo corriente y pasado segun Ia
siguiente férmula:

Yp=0L+(1-6)1

Donde:
Y p: Ingreso permanente
g: Parte de la renta que se considera permanente

¥,: Ingreso corriente
Y,_,: Ingresc del periodo anterior

Suponga ademas que el consumo viene dado por C=0.8Yp.

a) Si una persona ha ganado $5000 durante los ultimos afios, ¢Cual es su
ingreso permanente?

Los individuos buscan como suavizar su consumo a lo largo de su vida
gastando mas en funcién de su ingreso permanente © a largo plazo en funcion
de su ingreso corriente.

Entendido esto resulta claro, sin necesidad de hacer la operacién que el
ingreso permanente del individuo en cuestion es de $5000.

b) Suponga que el préximo afio esta persona gana $5500, asumiendo £#=0.7
¢, Cudl sera su ingreso permanente?

Como en este caso ha habido una variacidén en el nive! de ingreso de un
periodo es pertinente aplicar la ecuacion pues el individuo tendra que re-
estimar su ingreso permanente. De esta forma:

Yp,,, =0.7 (5500)+(1—0.7) 5000
Yp,., = 5350

Por tanto el nuevo ingreso permanente de esta persona sera de $5350.
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c) ¢Cudl es su consumo de este afic y el proximo?

Habfamos dicho que aqui el consumo depende directamente del ingreso
permanente, asi: C, = 0.8 (5000) =4000

C,, =0.8 (5350) = 4280

Es decir, el consumo de este afio sera de $4000 y el del préximo de $4280.
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ANEXOS

Graficas correspondientes a la tabla 2.6.1 que presenta cada uno de los casos

de comportamientos de Ia trayectoria de la sucesién solucion de la ecuacion en
diferencias.
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CONCLUSION

En este trabajo se ha desarrollado la teorfa de ecuaciones en diferencias la cual
permitic una mayor compresién y analisis de los modelos econémicos telarafia y
eonsumo ya que se hicieron demostraciones de mayor rigor matematico, tambien
mos permitié definir 1a teoria de ecuaciones en diferencias segln su aplicacién con
L eiras clencias logrando obtener un mayor conocimiento en dicha area.

Ademas se hizo un andlisis de la trayectoria que describe graficamente cada
ecuacion segln a que clase pertenece y la teorfa de los modelos econdmicos
gelarafia y consumo a través de ejemplo practicos.

De igual manera se logré resolver las ecuaciones en diferencias a los modelos
econdmicos telarafia y consumo aplicando los distintos métodos de solucion. Por
#dtimo también se ha logrado representar graficamente la solucién de los modelos

[de la Telarafia y Consumo.
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