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lNTRODUCCION

Las   ecuaciones   en   diferencias   desempeñan   una   gran   importancia   en   la   vida

cotidiana      debido   a   las   múltiples   aplicaciones   que   estas   tienen   en   diferentes

campos tales  como  en  las  cíencias  de  la computación y sobre todo en  lo  referente

a  sistemas  de  controi  digitai,  señaies  en  éi  tiempo  discreto,  así  como  en  otras

muchas   áreas   del   saber,   ia   ap!icación   de   esta   herramienta   matemática   nos

permite   la   síntesis   de   programas   que   realicen   una   determinada   tarea   que

sabemos  con  certeza  como sería  (o  habría  de  ser),  de forma  empírica,  mediante

una   ser,uencia   de  .'7i"   elementos.   En   este  documento  se   hará   un   ejercicio  de

abstracción,  para estudiar un poco más a fondo las ecuaciones de tipo.

En  consecuencia,  Ias  ecuaciones  en  diferencias  nos  describen  este  la  evolución

temporal   de  un  sistema  o  un.fenómeno,   de  forma  que  los  diferentes   estados

discretos,    por    los    que    pasa.    sucesivamente,    son    función    directa    de    los

correéE6ñdientes   estados   in'mediatamente   anteriores;   estos   son   los   llamados

sistemas  dinámicos  discretos,  es  decir con  evoluciones  a saltos  en  el tiempo y  no

de forma continua,  lo que vendría expresado por una ecuación diferencial.

n+as    ecuaciones     en     diferencias     tienen     discrepancia    con     las     ecuaciones

díferenciales  en  que las  primeras  están  definidas en  el  dominio  de tiempo discreto

es decir, para números enteros y las ecuaciones diferenciales están definidas en el

tampo de números  reales es decir en  el dominio de tiempo continuo.

Cuando   las   variables   cambian   en   forma   discontinua   o   discreta   en   lugar   de

cmntinua  o  instantáneamente,    se   utilizan  las  llamadas  ecuaciones  en  diferencias

en  vez  de  las  ecuaciones  diferenciales,   para  expresar  las  relaciones  existentes

enüe sus  cambios.  Las  ecuaciones  en  diferencias  suelen  ser útiles  en  los  anáiisis

pmpios  de  la  administración  y  la  economía,  pues  muchos  datos  económicos  se
-=±   considerando   periodos   uniformemente   espaciados.   Por   ejemplo,   el

T.-iHÉ  nacional  bruto  puede  darse  anualmente;   la  utilidad  por  trimestre;  las

mEa±g producidas (compradas o vendidas) en reporte mensual; etc.
'
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En muchos análisis de carácter económico,  el tiempo es  la variable independiente,

y el estudio se enfoca en  los cambios  de otras variables en función  del tiempo  que

se denomina  análisis  periódico,  y  las  ecuaciones  en  diferencias  son  la  base  para

tales estudios analíticos.

Rmiidemos que cuandg  los per.iodos  o lapsos  (o  más generalmente,  los cambios

ai la variable  independiente)  se  hacen  cada  vez  más  pequeños,  las  ecuaciones

e¥i diferencias  tienden  a  las  ecuaciones  diferenciales  como  es  el  caso  de  aplicar

Emfte.

En  muchos   estudios   de   análisis   económicos   y  administrativos,   incluyendo   los

modelos  que  se  estudiarán   a  lo  largo  de  esta  investigación  y  en  muchos  textos,

mmúnmente    la  variable  independiente  se  designa  por  la  letra    t;  pero  en  esta

míestigación nosotros  utilizaremos la variable  .T .

Ek3spués  de  definír  y  clasíficar  las  ecuaciones  en  díferencias,  se  determinará  su

sdución.  Luego  se  analiza  el   método  de  resolución  y  el  comportamientc)  de  la

simsión  o  secuencia  que  representa  una  solución  particular  de  las  ecuaciones

males en  diferencias,  de  primer y segundo  orden  con  coeficientes  constantes,  y

s= ±m la aplicacíón de estas ecuaciones en algunos modelos económicos.
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OBJETIVOS.

OBJETIVO  GENERAL:

•:.   Demostrar algunas  aplicaciones  de  las  ecuaciones  en  diferencias  de

primer   y  segundo   oraen   en   los   m.odelos   económicos   Telaraña   y

Consumo

OBJETIVOS  ESPECIFICOS:

•:.   Definir  la  teoría  de  ecuaciones  en  diferencias  según  su  aplicación

con  otras  ciencias.

•:.   Analizar la teoría de los  modelos económicos telaraña y consumo.

<.   Resolver  las  ecuaciones  en  diferencias  a  los  modelos  económicos

telarañayconsumo.

•:.   Representar    gráficamente la solución de los  modelos de la Telaraña

y Consumo.



CAPITULO  1 :  Definiciones básicas

En el   presente capítulo se definen y se analizan la clasificación de las ecuaciones

en diferencias dependiendo  de su  orden y de su  grado,  debido que  la  mayor parte

de   las   ecuaciones   en   diferencias   que   se.aplican   en   la   práctica   son   lineales,

también   se   definen   los   siguientes   operadores:   ldentidad,   Desplazamiento   y

Diferencia.

Definiciónl :  Una  ecuación  ordinaria  en  diferencias  es  una ecuación  que contiene

ma o más díferencias de una función desconocida cuyo argumento es el tiempo.

/()/x,Ay„A2)/*,A3)/xr..,An)/.)=O

Donde   A   representa   el   operador  retardo   o   diferencia.   Si   el   argumento   no  es

únicamente   el   tiempo   la   ecuación   pierde   el   calificativo   de   ordinaria   y   pasa   a

denominarse ecuación en diferencias finitas parciales.

Así   pues,    si    un    sistema   se    encuentra   en    un    estado        )/„]    con    x€Z+,

i={0,1,2,3 ,.... o,cz+1,cz+2 ,... }      Ia     formulación     general     de     este     tipo     de
'

eaiaciones se expresará:     ,vr+]  =  /(};*+[)

a, altemativamente,  partiendo de un estado inicial para el sistema,  )/o ,  podemos

gsnerar;asecuencia           yo,  /(yo),   /(/(yo)),   /(/(/(yo))) ,...

qE habitualmente se escribe en la forma siguiente:

/0 (J,o ) - J,o

/1(J,o)-/1(J,o);

/2(J,o)=/(/(yo));

/3 (yo, = /(/(/(yo,,)...

@  Suft)ma general sería:    );„]  =/n+1(,,o)   =/(,,r)   =/(/n(yo))



Para  familiarizarse   mejor  de  cómo   manejar     la   nomenclatura   convencional   en

estos casos, diremos que:

/();o)  es llamado primer iterante de  );o  en la función  /.

/2 ();o)  es  llamado segundo iterante de  )/o  en la función  /.

/" ()/o)   es llamado 7i-ésimo iterante de  yo  en ¡a función  /.

El    conjunto    de    todos    los    iterantes,    que    se    representa    normalmente    por

/" ();o),  n €Z+,o bien  por  /();o) ,  se denomina órbita de  );o

Ejemplol:  Sea  /();x)  =  (yx)"    y    yo  = 256 .   Entonces  la  secLiencia  de  iterante  se

corresponde a:

J,o = 256;

/(J,o)=16;

/(/(yo))-4;

/(/(/(yo,))-2;

/(/(/(/(yo,,,)=1.41;...

256;   16;  4;  2;  1.41;  1.19;  e£c

Como  se  puede  apreciar fácilmente,  esta  secuencia tiende  a  la  unidad,  que seria

entonces  un  punto  atractor de  la  Órbita,  donde,  además,  permanecería  el  sistema

indefinidamente.  Es  decir,  podríamos  considerarlo  como  un  estado  de  equilibrio

del  sistema.  En  la  resolución  de  este  tipo    de  ecuaciones  (obviamente  no  en  el

ejemplo   precedente)   se   encontrarán   comportamientos   curiosos   de   este   tipo:

putifos  afracfores,   a   los   que   el   sistema  tiende   asintóticamente;   pmfos  de
eqHj//.br/.o,  donde  el  sistema,  una  vez  alcanzados,  permanece,  y  que  a  su  vez

FEEden  ser estables  o  inestables;  punfos per7.Ód/.cos entre  los  cuales  el  sistema

cEda, tomando valores iguales alternativamente; y punfos de b/-furcac/.Ón, en los

gL]=  el  sis{ema   puede  tomar  varios  valores  simultáneamente,  encontrando  vías

±tes de evolución..
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1.1  Elementos del cálculo de las Ecuaciones en Diferencias

El   cálculo   correspondiente   a   las   ecuaciones   en   diferencias   es   muy  similar  al

correspondiente de las ecuaciones diferenciales e integrales y,  en este capítulo   se

discutirán  estas  analogías  que  ayudan  a  resolver  las  ecuaciones  en  diferencias,

haciendo  uso de  las técnicas de resolución  de las ecuaciones  que nos ocupan.  Se

definirán    una  serie  de  operadores  que    facilitarán  los  cálculos  y  que  serán  muy

útiles    en    el    futuro.    Estos    op.eradores    son:    operador    identidad,        operador

desplazamiento, y operador anti diferencia.

1.2     Definición     de     Operadores     Discretos:     ldentidad,     Desplazamiento,

Diferencia y Antidiferencia.

Dada una función  discreta,
/ :D 'cD -D

Vx É ] -+/(X) = J,„

Definición   2:   Operador   ldentidad:   Denominamos   operador   identidad   (1)   a

aquella  operación  en  el  sistema  que  deja  invariante  (sin  cambios)  su  estado,  es

decir:                                                           Vx€H  :      J)/.{=);*

Su apiicación sucesiva será:         Jb;*=J);*=yr

Definición  3:  Operador Desplazamiento (E ) (también llamado operador

Siguiente) es la operación que nos lleva a obtener el estado futuro de un sistema

a partir del estado precedente.  Consecuentemente este operador coincide con la

propia definición de ecuación en diferencias cuando el grado de la ecuación es

iino. mientras que será diferente si el grado de la ecuación es superior a la unidad:

VxeH  :  E)'*=y*+k

"iamente, Ia apljcacjón sucesiva del operador desplazamiento hace posible el

sñ de un estado a otro alejado en el futuro, o en forma abreviada:  Eb'x = y];+k

10



Definición  4:   Operador  Diferencia:   Denominamos   Operador  Diferencia   (D)  al

proceso  que  lleva a  obtener la diferencia entre dos  estados  consecutivos,  o lo que

es lo  mismo:

VJC E H  ,   -Z)J'x  = J'2.+1  -J'x
-Eyx-Iyx
-(E-I)yx

Este operador  D  también suele designarse por la letra griega  A , denominada a su

vez Retardo.

Es    inmediato   encontrar   que   el    operador   diferencia   es   combinación    de    los

operadores   identidad   y   desplazamiento,   siendo   complicada   la   relación   directa

entre  D  y E

Dyx--(E--I)yx--yx+L-yx

Por lo tanto,  su  aplicación sucesiva se puede escribir como:

Dkyx=(E-I)kyx

QE, recordando el desarrollo de la potencia de un binomio:

h-bf~-a2-2..ab+b2

¢-bf=a3-3.a2J)+3.ai)2+b3

(¢-b)k=£(-1,k
''=0

`.`,.`.':``

¢)(k+) .Ü

-1)(k-2)(k-3)...3.2.1

z.(z.-1)(z.-2)(z.-3)...3.2.1(k-z')(k-z.-1)(k-z.-2)...3

11



Con   0!=1.

Utuizando  los  operadores  esto equivale a:

D*yx=[E-Jr;J

=  £(-1,k
'`=1

: £(-1,k
'=1

=£(-1,k
:'=1

(k-t)Iiyx

x+k-l

Correspondiente se puede demostrar:

Ek"=É(íf(Á-„"

El  operador  diferencia   D   es  e[  equivalente  al  operador  derivada  en  el  cáM

diíerencial.

También son fáciles de deniostrar las siguientes igualdades:

n-l

Z]
x=0

Dnyx-yx-yo

Dn(Í")=„
'

SíiüÉrmente     podemos     definir     una     suma     de     potencias     del     operador

c±miento E, en forma polinomial:

P(F)=_aoE'+aTEn-`+azEn-2+...+an_,E+anl

12



Definición   5:    operador   Antidiferencia   (D-[    ó   A-t):   Denominamos   operador

antidiferencia   a   la   operación   que   consiste   en   deshacer   la   correspondiente

operación del    operador diferencia.  Obviamente,  en el  contexto de  las  ecuaciones

diferenciales  ello  equivale a  realizar la  integración.  Su definición será:

D D-` yx-yx

0  bien: D .D+ = I

Recordemos   la   definición   del   operador  diferencia  y  de   la   propia   ecuación   en

diferencias:

Por consiguiente:

yx+l-f(yx`)

t                 I) yx=yx+ryx

DJ,r+l     -J,}.+2 -J'a.+1

Df(yx)=f(yx+i)-f(yx)

Si añadimos una constante a la función que determina la ecuación:

yx+i=fúx)+b

la operación  D será:

Dyx=y.x+L-yx

=f(yx)+b-fúx+)-b
--f(yx)-f(yx+)

-Dt/(yJ  +ó)
-Dt/(yx_,))

'

8S decir,  añadir  una  constante  al  valor  de  un  estado  proporciona  el  mismo  valor

B=a la operación diferencia.  Obviamente el  operador anti diferencia en solitario no

iÉe  por  qué  proporcionar  exactamente  el  valor  de  la  función  que  determina  el

de un  estado  a  otro,  sino  ese valor salvo  una  constante,  ya que  la aplicación

r del  operador diferencia  nos  dará el  mismo  resultado.  Llamemos  F(y.)  a

n`@l que                    I)-]/(yr)   =F(J;x)

13



De  la  definición  de  anti  diferencia:

I) D-1/(yJ  = /(yJ
=DF(yJ)

=DtF(y*  +b)

O consecuentemente:                   D=+/(yx)   =F(yx)   +b

Donde   ¡   puede  tomar  el  valor  cero  (0).  En  definitiva  tenemos  infinitos  estados

posibles,   diferenciados   media'nte  constantes,   en  la  aplicación  del  operador  anti

diferencia.  Consecuentemente:     D-]I)F(yx)   =F()/x)  +G

Mientras que:                                      D D-í/(yx)   = /(yx)

En  este  caso  se  dice  que  los  operadores  D  y  D-t  no  conmutan  puesto  que  su

aplicación en orden diferente produce  resultados distintos.

Por otra par{e, como D(£„)=„

sÍ3 puede inferir con facilidad el resultado      D-[yx =£yHJ=0

1.3 Propiedades de los operadores

SÍ.-='][eJ ,  yti z` son dos funciones discretas, se cumple:

=c?eradoresJ,E,A   son lineales. Es decir,  VxE] ,  VÁü ,

t.3.t    ,t,,x+z.,=fy+fz*;       ftÁ.,,r,=Á.ryx.

•.32    Eü;x+zx)=Eyx+Ez*;      E(Á.];*)=ÁJryx.

-J3.3    A(}Jz+Zx)=A);#+&*;       A(Á.);x)=Á.Ayr.

14



EmiBstración:

EHdefinición de los operadores se demuestran las propiedades

13_1)      A(ÁJ,I)=Á(Ay,)

=Á(J,J+¿-J,x)

-ÁAyx.  lqqd

u2J    ,[J,J+Z,]= [J,J+[z.]
--Iyx  +Iz.     lqqd-

uJl    £[J,.+Zx]= [yJ+k]-[Z"*]
=Eyx  +Ezx     lqqd.

l-=-i}     A[J'.+Zx]=[yx+A +Zx++[yx+Zr]

=[J'x+k-J'x]+k+k-Z.t]

--^yx  +Azx     .lqqd.

1.4    Identidad,  Desplazamiento  y  Diferencia  de  un  producto  de funciones

discretas: Vx EB ,  )/.`, z.t.

L£-D   J (J,I . Zr ) -JyJ . Zzr .

lj£-7)   EÜJr . Z*) = E);x . Ez*.

f=,    At ,,,. z.j=Azr.F,,x+z..Ayr

EkEfflción:
LÉ.D    J(jJ,.Zz)=   [j;x].[Zx]

--Iyx  .Izx     lqqd.

LÉJ)      E(yz.Zx)=  [y„A].[Zq
=   Eyx.Ezx     lqqd.

15



1.4.3)       A(yx.  Zx)=y;wk.Zx+k-yx.Zx

=J'w.Zm-yx+k.Zx+J/#+kzr-yx.Zx

=yx+k[Zx+k-Zx]+Z#[yx+k-yx]

= yx+kAZx+ ZxAyx   lqqd.

1.5   ldentidad,  Desplazamiento  y  Diferencia  de  un  cociente  de  funciones

discretas: Si,  Vx €D ,  z.í ± 0 , se cumple:

•.5.1"(¥)-#

•.5.2,    E(¥)

1.5.3)     A

Ekmostración:

1.5.3)     A

=2i.
'.:`....

A:yx.zx -Lzx.yx

_Z±_Zi
Zx+k         Zx

J,x+k)(Zx)-

(zJ)(Z.+k)

=zllzx(yx+k -yx(z#+k -z.)

(z.)(zx+k)

A:yx-yx.±

(zx)(z"¿)
A:yx.zx -Azx.yx

(zx)(Ezx)
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1.6 Punto de Equilibrio de una ecuación en di'ferencias.

Es  particularmente interesante estudiar los puntos de equilibrio.  Llamamos  punto o

estado de equilibrio de una ecuación en diferencias a aquel estado  yx  que verifica:

yx++-f(yx)-yx

es  decir,  el  estado  permanece  invariante. Veámoslo  mediante  un  ejemplo.  Sea el

valor del  estado:                                     }'x=X

y la función  que determina la evolución del sistema:

J,x+l =/(y,  = J,x.J,J.J,r -J,: -X3

Esta ecuación representa un sistema con tres puntos de equilibrio, a saber:

x - 1,  x --1 y x - 0

Si el  sistema llega a[guna vez a tomar alguno de estos tres valores, tras  pam de

tma  condición  inicial  (un  valor  de  x)  determinada,  habrá  alcanzado  un  punto  de

equilibrio.

Triste una diferencia fundamental  entre este tipo de equilibrio,  obtenidos  mediante

fflaciones   en   diferencias   y  los   obtenidos   mediante   una   ecuación   diferencial.

men{ras   en   estas   últimas   los   equilibrios   son   soluciones   bien   definidas   de   la

fflación,  en  los  sistemas  tratados  en  diferencias,  una  solución  de  la  ecuación

FJede   Qo   representar   un   equilibrio   de   partida   pero,   tras   un   número  finito   de
-±ciones,  puede alcanzar un  punto de equilibrio y,  si  es estab]e,  permanecer er`

at.íellodependerádelascondicionesinicialesdelproblema,esdecirdelvalorde

-...  El  ejemplo  anterior  no  es  muy  ilustrativo  al  respecto,  ya  que   x3sólo  puede

aEmr alguno  de  los tres valores  si  parte  inicialmente  de ellos.  Pero se  pueden

crmtitiar sistemas que se compor{en  de tal  manera que se alcance la estabilidad

±iendo de la condición inicial.
17



Ejemplo2: Sea el sistema descrito por la ecuación en diferencias:   };„]=/Ó;r)

Con  /();x)=2);.t   si  )/r  toma valores  en  el  !ntervalo  cerrado

inclusión  de los valores  correspondientes  a I.os extremos).

(es  decir,  con

/(};x)=2 (1-);x)   SÍ  )/r  toma valores  en  el  intervalo  abierto  por la  izquierda
'

(es    decir,    con    inclusión    del    valor    del    extremo    derecho    y    exclusión    del

correspondiente valor del  borde izquierdo).

/(};x)  =  2)Jx-1   Si  );*  toma Valores  mayores que la unidad.

1
Tomemos  como condicíón  inicial  );o =É,   síguiendo el  proceso de iteración,

Encontramos:

y así indefinídamente.

Es  decir  hemos  alcanzado  un   punto  de  estabilidad  en  sólo  cuatro   iteraciones,

dmde  el  Sistema   permanecerá  en   el  futuro,   sin  cambio  alguno.   El   estado  de

eEi].Iibrio  es  0.  Se  puede  comprobar fácilmente que existe otro  punto  de equilibrio

é valor 2 / 3 .

embargo,  si tomamos como condicíón  inicíal )/o =5/9 ,  el sistema crece en valor

idamente.
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Las   ecuaciones   en   diferencias   proveen,   en   muchas   áreas   del   conocimiento

(Economía,  Física,  Biología,  lngeniería,  etc.),  la  solución  de problemas  ligados  a la

estabilidad,  asintoticidad  de  un  comportamiento  dinámico,  oscilaciones,  teori'a  del

control,  caos, fractales,  etc

1.7  Diferencias sucesivas de una ecuación.

Supongamos  que y  es función  de x,  es decir,)/=/(x)  donde y está definida  para

valores   entero   de   x,   o   sea,x=0,1,2 ,... En   el   contexto   de   las   ecuaciones   en

diferencias,   la   relación  funcional,   };=/(x)   se   indica  frecuentemente   por};r,   EI

cambio  en  y  cuando   x  varía    de  x   a  x+1  es  la  primera  diferencia  de  yx  y  se

escribe:                                                Z)# = J'ri/ -J'r

Observe que  A);,  es también una función  de  x,  A  es un operador que proporciona

la  regla  para  evaluar   A.v*a  partir de  la  sucesión  (o  Secuencia)  );o,};[,);2 ,...., );k .   ASí

mismo,  se  obtiene  diferencias  de  orden  superior  como  diferencias  de  diferencias

aplicando  el  operador  A .

La segunda diferencia de  j;x  es:

A2J,,-A(yr)

- Aly x„- A;y x

-(J,x+2-y,+1)-(J,.+1-yI)

= J,xi2 - 2y„l + J,r .

la tercera diferencia de   );r  es:
\

A3:3yx=NÍ!AZyx)

=(Ayx+2-2Ay„[+Ay.)

=(yx+3-y*2)-2(y*+2-y*i)+(y*i-y#)

= J/m - 3J'r+2 + 3J'*i - J'x .
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D,(x)=#_y(x+ft)-J,(X)
:`:::,--`-`+`-.`

D es  el  operador de  diferenciación  que  aplicado. a  una función  no  es  más  que  la

==rivada  de  dicha función.  El  coci:nte  =gles  la  pendiente  de  la  recta  que  urm

:=s puntos  de  la  representación  gráfica de  y  correspondientes  a  las  abscisas  x  y

-_ - y .

s sucesivas diferenciaciones de una función se indican con potencias sucesivas

=El operador  D  la  segunda  derivada  se  representa  por  Z)2y  ,  la  tercera  derivada

¥r D3J, , etc.

1.9 0peración inversa de la diferenciación

=ada una función  y  tal  que  Dy=);,  se  dice  que  y,  es  la función  primitiva  de  },`

=ga  ser  consecuentes   con   la   notacion   utililizada,   simbolizaremos   el   operador
'=ffirso de diferenciación con la  notación  D-[  y escribiremos   y=D-[y.

iL"Lie  esta   notación   es  de  gran   utilidad   en   esta   investigación  y  en   muchos

=±,  es  mas  frecuente  la  notación   y=í  );dy   y  la  denominación  para   yde

rí3gral  indefinida  de  la  función   y,  puesto  que  Z)y=y   y  también    D(y+C)=y

sÉm  C  una constante arbitraria.

_iiÉndo  esta  Qotación  (  J  en  vez  de  de  D-`)  se  exponen  algunos  resultados

=midos  del  cálculo  diferencial  y  las  fórmulas  análogas  que  le  corresponden  al

flo de diferencias.  Una de estas fórmulas del cálculo diferencial se derriostrará
=±ente a partir de los correspondientes resultados del cálculo de diferencias sin

TÍ= qlie apiicar iímites.
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il-Hla de analogía entre el cálculo en diferencias y el cálculo diferencial

1.    Ay(jr) -J,(^-+¢) -J,(X)

z.    Any=A(A"-'y)  7t=|

3-    A(cy)-cAy

•,. z"-*#
2'.  Dny=D(D"-]y)   7t=1,2,3...

iiii-

3,. D (cy) -cZ)

4.     A(C]);, +C2y2)=CiAyi+C2Ay2

5.     Si  }; es  un  polinomio  de grado   72,  A")/

Esamnte y las diferencias de orden superior

sm nulas

4',D(Ciyi+C2J'2)=Cizpi+C2Z>2

5'. Si  };  es  un  polinomio  de grado   7t , A"};

Es  constante  y  las  derivasa  de  orden  superior

son  nulas.

6.    b]|1n) =nh±h-+)

7.    A(w)=(Ew)Av+vAw

vAjM-uA:w
8_A

6' .   Dx{n) =nhxr-`

7'.   D(u.w)=ul»+vlh

8'.A
vDu-uDv

9.    Si   Ay=y,A-[);=y+pdondepesuna

ftincjón  periódica  de  periodo  h.

9,. Si Dy-y,Jy-y+c

LO 2:    Ecuaciones en diferencias lineales  de primer orden.

E=n o grado de las ecuaciones en diferencias

Émplos   expuestos   hasta   ahora   son   de   ecuaciones   de   primer  orden,   o==_  j_  _.i__~  .,.i^   ñ^rnua  ^aria  aetarln  r]enenrle  del  inmediato  anterior.  Siáre. pr¡me,r  grado,  porque  cada  estado  depende  de,  ¡nmed¡ato
en función  del valor de dos  o  más±ón describiera el valor de un estado  X

anteriores,  pongamo§  por caso:

J,x+1-/(yJ

qije es  de  un  grado  u  orden  mayor que  la  unidad.  En  el  ejemplo  anterior

sería 5, ya que un estado concreto es función directa de lo que aconteció

s anteriores.
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=ü=den existir combinaciones de varios estados anteriores,  como por ejemplo:

J'x=/(J'*4)+g(J'x_3)+Á(J'*_i)

:LiTaremos "designador de instante" al  número entero que,  restado del valor de

=_  -rLfiiffi  cuántos  estados  anteriores   hay  que  considerar  en  el  correspondiente

irño de la ecuación. Así la expresión anterior podríamos escribirla como:

_v*-/(y,_a,)+g(yx-q)+h(yJ

=_1  v.alores   q =4,fl2 =3   y   q =1.  Los  coeficientes  cií  son  los  designadores  de

r=±Ht.e y han de pertenecer a los enteros positivos  (a, € Z+) .

=   _Tg=do   u   orden   de   la   ecuación   vendrá   determinado   por   el   mayor   de   los

=+Edoresdeinstantes(cií).Laecuación:

3J;.t+i.-2);x=x+2

=  = g]ado uno,  (además de tratarse de una ecuación  lineal  no homogénea).  Sin

_8, la siguiente:

3J,xió -2J,x - 0

ms= §n una ecuación de quinto grado (que es además lineal y homogénea).

= -=:LrEÍón de estas ecuaciones necesita de tantos valores iniciales como grado

¥p-j :+a que, en principio,  no están definidas todas las condiciones de partida de
LI

=  -Jsiás. Es decir,  continuando con el  mismo ejemplo anterior,  si se conoce el

-±  ~-,.=,  también  se  conocerá    el  estado  de  };x+5,  pero  se  desconocen  los

±      intermedios};„],);x+2,};„3   e   )Jxri       y      no      podremos      determinar

-£riBjJz+ú, }J„ );„  }/„ y Sus correspondientes posteriores, salvo que se

-= estos valores explícitamente al comienzo.
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Este tipo  de  ecuaciones  lineales  en  diferencias  de orden  mayor que  la  unidad son

=:ásicas  en  casi todos  los  ámbitos  de  la ciencia. Así están  presentes en  el  estudio

cíe  la  dinámica  de  poblaciones  de  una  sola  especie  (cuando  se  hacen  intervenir
',.an.as especies,  nos  enfrentaríamos a la resolución de sistemas de ecuaciones en

díferencias),  en  la  evolución  de  la  economía,  cuando  se  hace  intervenir  una  sola

variable,  en el estudio del  movimiento de un único cuerpo en física.

22  Solución de las ecuaciones ]ineales en diferencias.

Si   una   ecuación   es   lineal   de   cualquier   grado,   sea   homogénea   o   no,   con
ffleficien{es  constantes o variables,  es decir:

yx+1-£gk(X,yr
h_O

S:endo  x   un  número  entero,  y  admite  más  de  una  solución,  la  suma  combinada
-combinación   lineal)   de   las   soluciones   es   también   solución   de   la   ecuación.

Efectivamente,  sean  )/,*   e   );2x  dos solucíones cualesquiera.  La combinación:

J,J   -PJ,1*  +  QJ,2x

=`=n  P  y  9  dos  números  reales  indeterminados, también  es solución.  Escribamos

= eaiación en la forma:

Jt+l-£gk(X,yx-o
k=0

:.:Fm}/,.   e   );2xson soluciones,  ambas verifican:

ylx+l-£gt(x,ylx-o
k-_0

y2„l-£&(X,y2x-o
k-_0
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Por lo tanto:

p[Jft+,-£g-,]+g[""1-£g""„X]-o

EIlo  nos  resultará  especialmente  útil  para  encontrar  las  soluciones  generales  de

rLuestras  ecuaciones:  aquellas soluciones  que  nos  permiten  definir la evolución  de

m sistema  para cualquier condici.ón  inicial.

Si   tenemos    un    conjunto   de    soluciones    linealmente    independientes    de   una

=mación  lineal,  es decir,  una combinación lineal  arbitraria de ellas  en  la forma:

fiJ'ir   +P2y2.¥   +P3J'3x   +  ...  +PmJ'm

==3  sólo  puede  anularse  si  se  anulan  cada  uno  de  los  coeficientes   Pm ,  Ia  combiriación

=.=rior es  también  solución  no  trivial  de  la  ecuación.  Si  ese  conjunto  de  soluciones  es

~T=pleto,  es  decir  hemos  encontrado  todas  las  soluciones  linealmente  independientes

=,=±!es.  esa  combinación  lineal  nos  proporciona  la  solución  llamada general y  podremos

===-:mmar el valor de  y.  para un valor cualquiera de  )/o .

:: ==uaciones lineales en diferencias,

±n  6:   Una   ecuación   en   diferencia   se   dice   que   es   lineal   si     en   la   variable

=ei===nte   solo   aparece   en   expresiones   de   primer  grado,   es   decir,   si   la   variable

±:±nte  no  figura  con  un  exponente  mayor  que  la  unidad,  y  no  se  presenta  en

-.~j= de producto cruzado. Pctr tanto una ecuación en diferencias es lineal si se puede

=±ñ en la forma:

CZo(X)J/„+q(X)J/„_i+...+CZ„i(X)y*+i+CZ„(X)J'x=g(X)

=   ir_Í3   q],cz ,,..., cz„_t,czny   g   son  funciones  de   x   (pero  de   )/*)  definidas   para

= =  -_  --1...
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Una ecuación  lineal  en  diferencias es de orden  n  si está escrita en la  forma, tanto

czo  como   a„

Son distintas  de cero  para todos los valores  de  x  que se consideran es decir;  una

ecuación   lineal   en   diferencias   es   de   orden    n    si   comprende   valores   de   }'

correspondiente  a  valores  de  x  que  difieren  en   n   pero  no  en   más  de  n.   Las

ecuaciones  en  diferencias  que  no  son  lineales,  en  general  son  muy  difíciles  de

resolver, y rara vez se emplean.

Una  ecuación  en  diferencias  de  orden   n   puede  escribirse  como función  implícita

de  los  valores  de  la  variable   y   en   n   diferentes  valores  de   x   (es  decir,  los   #

valores espaciados de y).

F[yJ+„,y"„-,r..,yx]-O

0 bien,  puesto que el conocimiento de   m   valores de  y  permite calcular el \/alor

de   y    ysus  primeras 7L diferencias:

F[AnyriAn-'y„.,Aywx]=0

Ejemplo4:A2);x-3Ay¥-3yx=xpuedeescribirsecomo

A(J;„i-yr)-3Ay#-3}J2=X

(y*+2-2yt+i+y+3(y#i-yr)-3yx#
J,„-5J,x+1+J,J-X-0

2.4 Soluciones de las ecuaciones en diferencias.

"  solución  de  una  ecuación  en  diferencias  es  una  relación  funcionai  que  no

cmtiene   diferencias,   que   está   definida   para   los   enteros   no   negativos   y   que

cen  la  ecuación en  diferencias.
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La solución general  de una ecuacíón  en  diferencias de orden  7t  es la que contiene

n     constantes     arbitrarias.     La    función     discreta          /(k,C[ ,..., C„)=.vk     siendo

C„..,C„ €H   es   la  solución  general de  una  ecuación  en  diferencias de orden    #  si

es  una  solución  que  depende  de  tantas  constantes  como  indica  el  orden  de  la

ecuación.

Se  puede  demostrar  que  la  solución  general  de  una  ecuación  en  diferencias  es

única o  unívoca.

Una solución  particular de una ecuación en díferencias es la que se puede obtener

a  pariir  de  la  solución  general  así  dándole  valores  particulares  a  las  constantes

arbitrarías  de  esta  solución.  Como  en  ei  caso  de  las  ecuaciones  diferenciales,  las

constantes  arbitrarías  de  una  ecuación  en  diferencias  de  orden   7t   comprende  72

constantes   arbitrarias,   y   una   solución   pariicular   requiere,   por   consiguiente,   la

especificación  de    #   condiciones  iniciales  o  de frontera,  para  que  la función  pase

por un punto concreto.

Ejemplo  5:  Comprobar que  ia función    )/r =3x-1,  es  una solución  particular de  la

ecuación en diferencias  )/„] +2}/* -9x = 0

Solución:  Sustituyendo  los valores  de  }Jr,  en  la ecuación en diferencias

[3(x+1)-1]+2(3x-1)-9x=0
3x+3-1+6;x;-2-9x  = 0

0=0

2.5  Ecuaciones  lineales  en  diferencias  de     primer  orden  con  coeficientes

constantes.

En  esta  sección  se  estudiará  el  método  de  resolución  para  las  ecuaciones  en

=Erencias   lineales   de   primer  orden     con  coeficientes  constantes.  Además  se

i-Lalizará  el  comportamiento  de  la  sucesión  que  representa  una  solución,  y  se

j=úen así mismo los conceptos de equilibrio y estabilidad.
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Una ecuación en diferencias lineal y de primer orden  puede escribirse en la forma:

CZo(X)J'r+i+q(X)J'x =g(X)       X=0,1,2 ,...

Donde los coeficientes    czo(x) ±Oy  a](x) ±0 .  En forma alternativa

J'„l.= #+#
-Si   q(x),  a2(x)   y   g(x)  son constantes,  es decir,  de hecho  no son funciones de  j¥,

=jltonces                                                   };x+[ = 4)J. + B

=n donde  Á    y  8  son  copstantes y  ú4±0  .  Se tiene que  8=0  solo si  g=0  en  la

=mación  original.  Así,   la  ecuación   en  diferencias   }Jx+,=4y*+B   es   la  ecuación

==neral lineal,  de primer orden y con coeficientes constantes.

± solución de tal ecuación  puede obtenerse por inducción, tal como sigue:

y\ = Ayo + 8

J'2=J4y,=4(Z1.yo+B)+B

=A2yo+AB+8

y3=.4y2=j4(j42yo+AB+B)+B

=j43);o+j42B+48+8

y4=¿4y3=4(.43yo+,42B+4B+B)+B

=j44),o+438+z|2B+4.8+8

•W=4*yo"(1+Á+Á2+Á3+„+4r-l)

•    =n   consecuencia,    observamos    que    1+4L42+43+„+4ri    es    una    serie

¥rÉmcacuyasumaesE_#,]aso,uc,Ónde„+]=4„es
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yr„o+BE#  para  .4±í  x=0,],2 ,...

};*=)/o+Bx   para   4=1    x=0,1,2 ,...

Observemos   que   esta   solución,   obtenida   por  inducción,   satisface  de  hecho   la

ecuación

};.t+] =4);+8   ya  que para  Á±1

_v*l = ÁJ,* + 8

=4(Áxyo+B=)+B

= J4"1J,o + 8 A-Ax+'+1-A
1-,4

Para  J4 = 1

-Ax+,yo+B1#

J,,¥+l - J,J + 8
=(J,o+Bx)+B

-J,,+B(x+1)

Existen    {res    casos    especiales    de    la    ecuación     };*+]=Á};r+B     que    ocurren

frecuentemente en el análísis de datos de las ciencias económicas.

Caso  1 :  La diferencia de primer orden es una constante:

);„] -);r =8  (Caso especial para 4 =1  )

Solución:  );* =};o +Bx
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Caso  2:  La diferencia de  primer orden  es  proporcional  a la variable:

);r+,-);x =o);]í+,   (Caso especial:   4=T±,  8=0)

Solución:  );r =

Caso  3:  La  diferencia de  prímer orden  es función  lineal de la variable:

J'z+i-J;x= C¥);x+,+4    (Caso especial:4=±, B=±)

Solución     „=(±)xyo+£[(±)+

Ejemp,o  6:   Reso,ver  ,á  ecuación  en  diferencias   3J,x+|-gx+8-o     y    obtener  ,a

1
saiución  particular si   J'o =í.

3J,*+l -9j¥ + 8 = 0

J,x+,  =  3x  -  ±
3

=:nde claramente se sabe que  4 =3 ,  É7 =-i
3
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y-o-g(=)
J-J"É(1-3r)

yx-(yrÉ)3J+É

.1sz'J'o=5   =

yx-(:-í)3+É

yr=É-3-

2.6 Comportamiento de la secuencia so!ución de una ecuación en
diferencias.

Una sucesión o secuencig es un conjunto de términos sucesivos que se forman de

acuerdo con  una regla,  o  lo que es lo mismo,  una sucesión es  una función definida

para valores  de números  enteros  positivos  de la variable dependiente.  La solución

de  una  ecuación  en  diferencias  es,  por  consiguiente,  una  secuencia  o  sucesión.

Cuando  la  varíable  Índependiente  es  el  tíempo,  dicha  sucesión  se  llama  a  veces
"trayectoria  en  el  tiempo"  de  la  varíable  dependiente.  En  el  caso  de  una  ecuación

en  diferencia  lineal  y de  primer orden,  la  especificación  de    )/o  determina o  genera

la   secuencia   solución    )/o,  )/„  };2 ,... ;   cada   término   se   determina   a   partir  de   la

ecuación  en diferencias

J'x+i =4*+B    x=0,1,2 ,...

0 en forma equivalente,  a partir de la solución,

*=ÁryomEg   para  4±1     x=0,1,2 ,...

J;x=);o+Bx    para  4=1    jx:=0,1,2 ,...
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Cuando  se  dan  los  valores  de   .4   y  8,  la  especificación  de   );o   determina,   por

®nsiguiente,  una secuencia solución de número reales.

El comportamiento de la sucesión que es la solución  particular de una ecuación  en

dférencias   es   de   mucho   interés   en   muchas   aplicaciones,   tal   comportamiento

cíepende  de  los \Íalores  de  );o, .4  y  8   . Tal  como se  muestra en  la tabla siguiente:

además   se presenta un esquema   para cada tipo de comportamiento según   cada

aso señalado en dicha tabla.

2L6.1  Comporiamiento de [a secuencia solución de   );„ =4)/x +8

yo y„ x -1, 2' .. Comportamiento
secuencia solución

AÍ1

A>1

A>1

0<A<1

0<A<1

-1 < ,4 < 0

yo -y* yx -y* Constante: yx  = y*

yo  = y*

yo  < y*

yx > y*

yx < y*

deia

Diverge              en l® (moriótona
creciente)

Diverge        en        -cx)(monóton.d

decreciente).

yo > yt

yo  < y*

yo±y*

A=-1
h   l       A<-1
L      1         4-1

A=1
8-_0
8>0

yx = y*

yx < y*

Converge       en       y*(monótona
decreciente)
Converge       en       y*(monótona
creciente)

Converge        en        y*(oscilatoria
amortiguada)

yo Í y*
yo  = y*

Diverge  (oscila finitamente)

Diverge (oscila  infinitamerite.)

yx = yo
yx > yo

A=1

Constante y,c = yo
Diverge        en        +cxJ(monótona
creciente)

yx < yo Diverge       en       -cx)(monótona
decreciente)

Fesultados de esta tabla   se pueden  resumír en el siguíente Teorema:
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Teorema:       La      ecuación      en      diferencias      lineal      y      de      primer      orden

);*]  =4}/.t+B        x=0,1,2 ,...  tiene  la solución:

}Jx =z4r()/o-)/+)+y-r}.  j4±1    x=0,1,2„.

)/* =)/o+Bx                   sz.  Á=1    x=0,1,2,„.

En  dóndey+=i=fz.   Si   -1<Á<1,. la  secuencía  solución  converge  en);+;  de  lo

con{rario  diverge,  a  no ser que  );x =);o .

Ejemplos   7:   Resuelva   las   siguientes   ecuaciones   en   diferencias,   determine   el

comportamiento  de  la  secuencia  solución,  y  calcula  los   primeros  cuatro  valores

para   dicha sucesión.

A.    6J,J+I+2J,.y-3  -0,        J,o-l
EJ

Solución:  Reescribimos  la  ecuación  en   diferencias de la forma:

11
J'x+,   =  -iJ'x+  z

Donde Á=-:   y   8-1
2

Sustituyendo estos valores en la ecuación de la solución general

•-(-:)x-i

•-(i)ryoi(1-(-:)r)

•-(i)'(yr;).á
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siyo=1,yJ=á(-;)ri(So,uC,Ónpari,cu,ar,

Como  --1<-;<0   y   );+ =:    sabemos que la sucesión corresponde al caso  f)  de

.3
la tabla  anterior   por lo tanto  yx.converge a    y  =É   y es oscilatoria amortiguada y

los  cuatro  prímeros   términcjs de dicha sucesión son:

5
J'o  = É-

5
J', = É

5
J'2 = ?

nEl-E

(i)O

(-i)`

(-á)2

(-;)3

+i=1
8

3+-=
8

319+---
854

B.  3);*+,-2);.t-6=0,     );o=4

Solucíón:  Reescribimos  la  ecuación  en diferencias

"+,-3Jt+2
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4-É      y     8=2

yx-(Z)Jyo"

yr-(.Z)Jyo+6-6(Z)*

J,,=(J,o-6)

Sz'J,o-4   =   J,^.--2

Como   O<2<i   y  );o <)/*   se  sabe  que  ia  sucesión  corresponde  ai  caso  e)  de  ia

tabla anterior por tanto la sucesión es monótona creciente y converge en   )/' = 6
E=

Los cuatro primeros términos de dicha sucesión son:

J,o - 4
14

J', = T
46

J'2 = T

146
J'3 = i7

454J`4=T  .

CAPITULO  3:  Ecuaciones  en  diferencias  lineales  y  de  segundo  orden  con

coeficientes constantes.

Es  esta   seccíón   se   estudiará   el   método   de  solución   para   las   ecuaciones   en

diferencias    lineales    de    segundo    orden    con    coeficíentes    constantes,    y    el

comporiamiento  que toma  la secuencia solución.  Se  utilizarán  métodos especiales

de  resolución   cuando  las  ecuaciones  de  segundo  orden  no  son  homogéneas;  se
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descríben  tales   métodos  y  se  definen   el   equilibrio  y  la   estabilidad     para  dicha

sucesión.

La  ecuación  en  diferencias  general,  líneal,  de  segundo  orden  y  con  coeficientes

constantes se puede expresar en la forma siguiente:

J,.+2 + 4J,m + 4J,, -g(X)

Consideremos el primer caso especial cuando  g(x) = 0 .

J'x+2 + 4.Vx+i + 4J'x = °

Una  ecuación  cuyo  término  constante  es  cero  se  llama  homogénea.  Así  pues,

j;„ +4);*+, +4);x = 0  es la ecuación en diferencias general,  lineal,  homogénea, de

segundo   orden   y  con   coeficientes   constantes.   La   definición   de   una   ecuación

homogér)ea  no  debe  confundirse  con  la  definición  de función  homogénea;  los  dos

usos de la palabra homogénea no tienen  relación entre sÍ.

A fin  de obtener la solución

J,xií2 + 4J,r+1 + 4J,x -o

Seforma  la  ecuación  auxiliar     77t2+477t+4 =O

Y se obtienen sus  raíces,  usando la fórmula cuadrátíca

Tales   raíces   #t,   y   77i2   pueden  ser  reales  y  distintas,   reales  e  iguales,   o   bien,

complejas.  La forma  de  la  solución  de  ¡a  ecuación  );„2+4};r+]+4);r =0  depende

de la  naturaleza  de  los valores  de  las  raíces  m]  y  77i2 ,  como se resumirán en  esta
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sección   más  adelante.   La  solución  general  de   una  ecuación  en  diferencias  de

segundo   orden   incluye   dos   constantes   arbitrarias,   y  una  solución   particular  ia

especifican dos condiciones de frontera,  es decir,  dos valores consecutivos de y.

caso  i:  77C]   y  77t2  son  reaies  y distintas  (m|   ± m2)

soiución:   yx = ct#q* +c2rít2x

caso  2:  77t]   y  7712  son  reaies e  iguaies  (m|  = m2  = m)

soiucíón:    );X = c[773' +c2a:77c'

Caso 3:  mw  77i2Son complejas  (q =cz+óz.,   pi =cz-6z. en donde  z.=fi)

Solución:    yx = r* (C[ cos6x+C2senGx)

Donde  r =VZ¿iÉT y   G  es el ángulo para el cual  tmG=£ ; en forma alternativa,  G

paraelcual:  se#G=£,    cosG=±.       -rr

Ejemplo 8:  Obtener la solución general para  la ecuación en diferencias

y„ -4yr+[ +4j/r = 0   y-i'a Soi'CJcfón parfi.cuíar sr yo =1  y  );] = 6.

Solucíón:  La  ecuación  auxiliar es

77z2-477t+4=O    y

4+JFffi
77Zl  -

2

4-JT3ri6m2=-

=2

=2
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sección   más  adelante.   La  solución   general  de  una  ecuación  en  diferencjas  de

segundo   orden   jncluye   dos   constantes   arbitrarias,   y  una   solución   particular  la

especifican dos condiciones de frontera,  es decir,  dos valores consecutjvos de y.

Caso  1:  7%,   y  7712  Son  reales  y distintas  (m|   ± m2)

Solución:    );r=C]mix+C277zX       .

caso 2:  m,  y  m2  son  reaies e iguaies  (m|  = 77t2  = 77i)

S0lución:    );.r = C[m* +C2J7#r

Caso3:773,ym2Soncomplejas(m]=ci+6z.,q=~endondez.=J=i)

Solución:    };x = r* (C] cosGJx+C2se#Gx)

•Jmfüé-r=vo[':ÉTyé/-esei.á.ngulóparaelcualtanG=Í;enformaalternativa,G

para el  cual:  Sené}=£,    cosGr=±rr

Eiemplo 8:  Obtener la solución general para la ecuación en diferencias

rz=z ~4yx+[ +4yx =0   y  la Soluc.tón particular sí  yo --1  y  y, -_ 6 .

Sblucjón:  La  ecuación  auxíliar es

7722-4m+4=O    y

4+JraR

4-JTTü6m2--
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Entonces la solución general está dada por:

J'r = Ci 2* + C2J;2X

Si  J,o -1

1 - Cl + 0

Si  J,l = 6

6 = 2C] + 2C2

C,-1

C2=2

Y la solución  particular es:   ~v. =2r+  x2"] .

3.1  Compor[amien'!o de  la secuencia solución.

El  comportamiento  de  la  sucesión  o  secuencia  solución  particular  depende  tanto

de  la  ecuación  en  diferencias  como  de  las  condiciones  iniciales;  las  raíces  de  la

ecuación  auxiliar  indican  el  comportamiento  en  el  límite  de  la  secuencia  solucjón,
\_

como sigue:

Caso  1:  Raíces  reales distin{as,   77i[  ± 7n2

SÍ   mí   es.  la   raíz   de   valor   absoluto   mayor,   es   decir,|m[|  >  |m2|,   entonces   el

comportamiento  en  límite,   de  la  Secuencia  solución   {C]m]"+C27qr},  es  el   mismo

que para   {C,m]"} consíderando  que  C] ± 0 .

Esto puede demostrarse escribiendo

cri+czri--m;
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Como  -i<Z2<i  ,
ml

``:    ,.,.::.`.

+0   amedídaque   x+cx]   y

c|m:+c2mz      c,+c2(m2/m\)x
+  £=1   a  medidaque x+cx].

C,

De este  modo  el  comporiamiento en  el  límite de  {C]m]+C27%r}  es  el  mismo que e)

de  {C[mx}   si  |mí|  >  |m2|.  El  comportamiento  en  el  límite  de    {C]mr}ya  se  analizó

en   la   sección.   anterior  cuando   hablábamos   de   las   secuencias   solución   de   las

ecuacíones  en  diferencías  de  prímer  orden.  El  comportamíento  en  el  límite  puede

resumirse con  la notación de esta sección como sigue:

Si  |mí|  Í=  1,  Ia sucesión o secuencia converge.

Si  |mi|  <  1,  la  sucesíón  diverge.

Si -1  < mí  < 0,  la sucesión es oscilatoria amortiguada.

Si m  < -1,  la sucesíón  oscila  infinitamente.

si   c[=o  ,   ia   su:esión   soiución   es   {c2m¿'}   y  aseveraciones  semejantes   a   ias

mencíonadas  se  aplican  a  esta  secuencia.  Observemos  que  si   C] =0,  entonces

yo =C2    y    };, =C2J7£.  De    manera  que   C, =0   implica  condiciones  de frontera  que

específican  una solución  particular.

Caso 2:  Raíces reales  iguales,  q =77z =m

La  secuencia  solución   es   {(C,+C2x)7m*},   que  diverge  si   |m|  >  1,   a   menos  que

C,=C2=O    y   también   diverge   si   |77i|  =1   a   menos   que    C2=0.   Si   |m|  <1,   la

secuencía  solucíón   {xmr}converge  a  cero,    y    {(C]+C2x)7%+  tambjén  converge  a

cero.  si  772 es  negativa,  ia sucesión  es osciiatoria.
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Caso  3:  Raíces  complejas,    m =cz+óz.,   7q =cz-az. .

La  secuenc¡a  so,uC¡ón  es  oSC¡,ator¡a;  Converge a  Cero S¡  0<Vñ2.<]  y d¡verge

Se    requiere    una   clasificación    completa    de    las   secuencias   solución    de   las

ecuaciones      en      diferencias      homo.géneas      lineales      de      segundo      orden:

J;x+2+4J;x+i+4);'x =O   ya   que   Para  Valores   iniciales   excepcionales   para   C,ó   C2

ambos,  son  iguales  a  cero.  Existe un  caso en  el  que  la secuencia solución  para  la

ecuación  lineal  homogénea de segundo grado converge en cero para cada posible

par de valores iniciales,  como se resume en el teorema siguiente:

Teorema   2:   Si    p=máx(|m]|,|m2|),   en   donde    7n]y    77[2son   las   raíces   de   la

ecuación   auxiliar   de   la   ecuación   en   diferencia   lineal   homogénea   de   segundo

orden,     );,+2+4);xí,+4);x=O     entoncesp<1    es    una    condición    necesaria    y

suficiente  para  que  la  sucesión  solución   {);x}   converja  con  límite  igual  a   0 ,  para

todos  los  valore  iniciales  }.o    y    .y[.

Más específicamente la definición de  P  es la siguiente:

casoi :  777, y  77t2 son  reaies  y distintas

p-   máJ¥(| 77i |,  | 77i2 |)

caso 2:  ,"[y  77C2  son  reaies e iguaies,  m] =7q =7#

p  =   1  77t  1

Caso  3:  7%[  y  7%2  Son  Complejas:  m] =a+óz.,    nt =a-óz.

P-- a2 + b2.
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3.2  Ecuaciones en diferencias de segundo orden no homogéneas

SÍ     la     ecuación     en      diferencjas      homogénea     lineal     de     segundo     orden

J;x+2+4y,*]+4};x=O    tíene    Solución    general    y„    entonces    las    ecuación    en

diferencias lineal de segundo orden no homogénea  );.+2 +4);*+] +4};r =g(Jc)

Tiene  la  solución  general  y+);p,  en  donde      yp    es  una  solución  par{icular de  la

ecuación  en  diferencia no homogénea.

Por  desgracia  no  existe  una  regla  general  para  determinar  )/p .  La  forma  de   )/.o

depende  de  la forma  de  g(x) ;  para  las formas  más  senciHas,    );p  es semej.ante  a

g(x) ,  pero hay muchos casos especiales.

Cuando  g(x)   es  una  constante,   }/p  puede  determinarse fácilmente.  Supongamos

que  g(x) es una constante,  k ; es decir

J,„ + 4J,J+1 + 4J,r - ¿

Primero  probemos  una  solución  de  la  forma   );p=  constante,  o  bien   yp =¿ .  Si  la

solución  );p =k  satisface la ecuación  en diferencias,  entonces

k+A|k+A!k--K        y

Á-

1+4+4

Por    tanto     J,p Jr
1+4+4

es    una    solución    de    la    ecuación    en    diferencias

J'x+2 +4J'„i +4J;r =Jr, a menos que   1+4 +4 =0 .
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Si  1+4 +4 =0 ,  pruébese una solución de la forma   )/p =b,  por consiguiente

k(k+2)+4k(k+1)+4kx:=K
k(1L4[+4)x+k(2+4)=K

Pero  lL4[ +4 = 0 , y así

k-_i
4+2

K
Yentoncesyp=z-iz,amenos1+4+4.=Oy4+2=0.

Si   1+4+4=Oy  4=-2,  es  decir,  si   4=-2  y   4=1,  entonces  pruébese  una

solución de la fcrma:  );p = b2 ,  puede verificarse que,  este caso,  );p =

Obsérvese que esta solución  es apropiada solo para la ecuación  en diferencias de

la  forma  );.t+2-2j;„[+);#=K.  Excepto  si   g(x)     es  una  constante,  la  ecuación  en

diferencias  );„2 +4);x+] + 4};* =g(Jc)     tíene una soluciónparticular,  );p ,  que es  una

constante.

En    resumen    cuando    g(x)        es    una   constante,    la   ecuación   en    díferencias

J'r+2 +4J'„i +4JJx =g(J;)     tiene como solución  particular:

K 1+4+4±0

Ky,-iñ,    4+2Í0

yp=fx2 si      1+4+4=0

J4l + 2 - 0
(esdecir,   4=-2,   4=1)

Ejemplo  9:  Encontrar la  solución  general  de  la ecuación  en  diferencias.
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);„2-6)J*t+8=9      y   una   solución   particular     si      );o=10,    );]=25.   La   ecuación

auxilíar de la  ecuación  homogénea es:

7722 -677t + 8 = 0

(77t-4)(7-2)-0
77| = 4  ^  7% = 2

Por tanto la solución general  de la ecuación  homogénea es:

J'r = Ci 4X + C2 2X

Y la solución general de la ecuación  no homogénea es:

J'r=C`i4X+C22X+}/p

En  donde  );p
K9

1+4+4     1-6+8
=3  y en consecuencia,

J;x=Ci4"+C22"+3    Si  );o=10,    }J]=25,

C] + C2 = 1 0 - 3 = 7

4C, + 2C2 = 25 --3 = 22

2C, =8

Cl=4

C2-3

Portanto  la solucíón  particular es:  );x =4X+]+(3)2'+3    .

CAPITULO 4:  Resolución de las ecuaciones en diferencias del modelo de la
telaraña o cobweb.

Este   modelo  debe  su   nombre   a   que   [a  trayectoria   seguida   por  el   precio  y  la

cantidad   adopta   la   forma   de   una   telaraña.   Es   considerado   como   un   modelo
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dinámico  simple  donde  las  cantidades  dei  producto  que  se  van  a  ofrecer  en  el

mercado,   están  en  función  del  precio  del  mismo  en  el  periodo  inmediatamente

anterior.

Supuestos  básicos del  Modelo de la telaraña

Supuesto  1:  Se debe estar en  un  mercado de competencia perfecta,  es decir,  un

mercado   donde   existan   muchos   productores   y   demandantes,   los   productos

ofrecídos   son   homogéneos,   información   perfecta,   maximización   de   beneficios,

libre movilidad de factores y costos de transacción  nulos.

Supuesto  2:  Las  cantidades  demandadas  están  en  función  del  precio  (supuesto

implícito  del  modelo),  es  decir;

Q demandadas =  F = (j?)

Supuesto   3:   Las   cantidades  ofrecidas  están  en  función  del   precio  del   periodo

inmedíatamente anterior (supuesto  implícito),  es decir;

Q 0frecídas =   F = (f;_,)

Supuesto  4:  Eco®mía  cerrada,  por  lo  tanto,   no  se  podrá  importar  ni  exportar

productos.  (Supuesto  Explicito)

Supuesto 5:  Existe poca capacidad de almacenamiento.  (Supuesto explicito).

El  modelo de la telaraña trabaja  para situaciones económícas donde es importante
los  conceptos  de  oferta  y  demanda,  el  cual  se  puede  estudiar  con  el  siguiente
modelo.

Oferta           qt; = a+ Ppt.+

Demanda      P£  =7z+Órg£

Con    go=go    (valorconocidoen  £=o)

P=0,   5<0
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Donde  c¥, ¢, y  y  a    son  constantes,    p  es  precio  y  q  es  cantidad,  y ambas  son

funciones  del  tiempo  t,  sustituyendo  la  segunda  ecuación  de  dicho  modelo  en  la

primera:

ql -a + Py + G5qt-l

Y ahora sustituyendo la primera ecuación 'en la segunda de dicho  modelo:

p t -- y + o c 5 + P 5 p t -l
Estas  ecuaciones  se  pueden  resolver  por  el  método  usual,  sin  embargo,  1o  que

interesa es  el  comportamiento de la secuencia solución en cada  uno de los  casos.

Como   4>0,    ó<O      entonces   el   producto   4ó<O   y  la  secuencia   solución   es

siempre oscilante   y   el  punto de equílibrio es;

(p+,g*,-(#,

Si     -l<4ó<O   las  secuencias  o  sucesiones   {pÍ}    y     {gí}     son  amortiguadas  y

converge  a  (p*,g*) ;   si     4Ó<-1.  La sucesión oscila de  manera finita;  si  ¢ó<-1,

las  sucesiones  oscilan  de  modo    infinito.  Por tanto  el  equilibrio  es  estable  solo  si

+ = P6 =0 .

4.2 Demostración matemática dei modelo de la telaraña

Sea
D,-&bpt
S, -  - y + wf?-,

donde   D,    representa   la demanday  SÍ  laoferta.

Donde  bj:  representa la pendiente de la función de demanda y  w£_[  la pendiente

de la función de oferta. Ahora se procede a igualar la función de la oferta con la

demanda y se obtiene lo siguiente:

a-bp  ---y+wP-l



Sumándoles  un  periodo  a  ambas  pendientes  y  agrupando  términos  semejantes

obtenemos;

a+y   -   bp(+wP,-l (2)

Luego   de   aplicar   operaciones   matemáticas   básicas   obtenemos   la   siguiente

ecuación;

j?+,__    cz+J'         Wf;
bb

(3)

c==
(1

Á--É

Susti{uyendo  las expresiones anteriores en  la ecuación 3   obtenemos  la forma

reducida:

P„,  -  AP,   +   C (4)

Por lo tanto  para obtener los  precios  para  periodos futuros  podemos  hacerlo de  la

siguíente  manera:

dL

P, - J4 . Po  +  C

P2 = J4 . P, +  C

p2-J4.(Á.Po  +  C)    +  C

P2=Á2..Po   +.4.C     +      C

P3 = A.P2 + C

P3=Á.(Á2.Po+Á.C+C)+C

P3=.43.Po+42.C+4.C+C

P3=Á3.Po+C.(Á2+4+|)

(6)

(7)

De   una   manera   genérica   e   infinita   podemos   visualizar  la  fórmula   general   del

modelo de  la telaraña:
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f: = 4' .Po +
C.(,4'-1)

J4-1
(8)

Restituyendo  las  expresiones  iniciales  (las  vistas  hasta  la  ecuación  3),  se  puede

observar [o siguier.te:

£-(Í)'po  + ¥ (9)

Operacionalizando  la ecuación  anterior obtenemos  lo siguiente:

i-(po-#)(=)'+=

Donde;

pe-#

•`  -=--`

Representa el  precio de equilibrio en un mercado

(10)

Cambíando    Pe      por la  expresión  correspondiente en  la  ecuación  (10),  se  obtiene

la fórmula  reducida del  modelo de  la telaraña;

j?=(po-pe). +Pe     lqqd.

Ejemplo 10:  En  las  ecuaciones  lineales en  diferencias, tenemos el modelo de

la  telaraña,  que  se  refiere  a  la  versión  discreta  del  modelo  de  ajuste  del

precio de un  bien en el mercado.

J-3j?



Calcular:

1 )  La trayectoria temporal  del  precio.

2)  La tendencia del  precio  a  largo  plazo.

3)  La  representación  gráfica de la solución  del  modelo.

Solución:

Igualando ambas ecuaciones   de la oferta y de la demanda, se obtiene la ecuación

en diferencias:

5-3j?   =  -2+£-1

3P, +  P,_, =  7   (*)

La ecuación  característica de la ecuación  homogénea es     3Á+  1  =   0    >Á=-13

!uego la solución general de la ecuación homogénea es z=c(i,'.

Por   otra   parte,    una   solución   par{icular   de   la   ecuación   completa   se   obtiene

haciendo  3A+  A=  7     de la ecuación  (*) en donde   Á=Z.4

Luego la solución general completa de la ecuación   es  PÍ =C

Para  £=0,    4= C+   =±   de donde se obtiene la trayectoria temporal del precio
44

£-:(-;)'+:
7

2) aplicando   }|Ej]  se sabe que   P,  converge  a  7.

3)  La gráfica es  la   siguiente:
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4.3 Dentro del modelo de ía. telaraña tenemos otros tipos:

•    Modelo de la telaraña Amortiguado o Convergente:  en este caso el  nivel

de  precios  y  las  cantidades tienden  al  equilibrio,  pahiendo  de  una  situación  en

la  cual  la  demanda  del  producto  en  su  periodo  inicial  es  mucho  mayor  a  la

cantidad  ofrecida,  que  luego  por presiones  de  demanda y de oferta, tiende  en

el  mediano o  largo  plazo al  equilibrio,  ver las siguientes gráficas:

Gr-dfico  1

Precio

QI           Q3                Q4          Q2                            CANTIDADES

Grafico 2
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En   esta   gráfico   se   puede   observar  más  fácilmente   como   el   precio   del

producto  tiende  el  largo  plazo  a  estabilizarse  e  igualarse  con  el  precio  de

equi'ibrio.

Modelo  de  te!araña  Explosivo  o  Divergente:  Es  llamado  de  esa  manera

porque existen fuertes y grandes fluctuaciones en el  nivel de precios,  Io que

va  generando  la  no  existencia  de-un  punto  de  equilibrio,  es  decir,  no  va  a

ver coincidencia  entre  los  productores  y los  demandantes,  gráficamente  se

puede visualizar lo anterior;

Grafico 3

0.3       QI               Q2

Grafico +

CANTIDADES

PRECIO

Precio
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Al contrario del  gráfico 2,  en  este se puede evídenciar como conforme pasa

el  tíempo  el  nivel  de  precio  del  producto  tiende  a  retirarse  paulatinamente

del  precío  de  equílibrio

Modelo  de  Telaraña  Constante:  en  este  caso,  debido  a  que  las  inversas

de   las   pendientes   de   las   ourvas   de   oferia  y  demanda  son   iguales,   se

presenta  una  forma  de  telaraña  que  se  mantiene  fuera  del  equilibrio,  pero

no  se  va  alejando  del  mismo,  se  mantiene  en  un  movimíento  constante  en

el  mísmo sitío,  observe  la siguiente gráfica:

Grafico 5

PRECIO

CANTIDADES

Grafico 6
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Obsérvese  como  en  este  caso  la  evolución  del  precio  del  producto  se  mantíene

alrededor   del   precio   de   equilibrio   y   nunca   de   aleja   lo   suficiente   como   para

asemej.arse  al  modelo  explosivo  o  nunca  se  aleja  lo  demasiado  para  parecerse al

modelo amortiguado.

4.4 Relación entre Precio -Cantidad.

En  el  modelo de la telaraña  las decisiones sobre la oferta se toman con  un  periodo

de  antícípación,  por  ejemplo  un  año,  6  meses,  3  meses,  etc.  Este  supuesto  es

relativamente  razonable  en  el  caso  de  muchos  productos  que  se  oferten  en  el

sector  agrícola.  Por  ejemplo,  supongamos  que  los  agricultores  toman  su  decisión

de sembrar en función  del  precío  del  último  periodo,  una vez que se  ha sembrado

los  agricultores tienen  que vender al  precio que  rija en  el  mercado. A su vez sÍ  los

productores  observan  que  e!  precío  de  mercado  está  muy  bajo,  ellos  no  tendrán

muchos  incentivos  de  llevar  una  gran  producción  al  mercado,  por el  contrario  !os

demandantes  estarían  dispuestos  a  comprar  mucho  por  un  precio  bajo,   lo  cual

evidencia  que  para  los  demandantes  existe  una  relación  inversa  entre  precio  y

cantidades   (   mientras   más   alto   precio,   la   demanda   será   menor)   y   para   los

oferentes  existirá  una  relación  directa  y  positiva  (  mientras  mas  alto  el  precio,  la

oferia será  mayor).

Las consecuencias sobre el ajuste del precio y las cantidades a lo largo del tiempo

pueden  analizarse  gráficamente  (ver gráfico  1).  El  proceso  se  inicia  con  Precio  =

Po  en  el  momento  cero,  donde  los  productores  están  dispuestos  a  ofrecer  gci    en

el periodo  1,  pero el  mercado absorbe  gel ,   pero al precio   P] .  Este nivel de precio,

considerado alto  para tanto para productores como para demandantes   conduce a

una  oferta  de  í2#  en  el  periodo 2,  pero  el  mercado  está dispuesto a consumir  ge2

al  precio  P2 .  En  esta gráfica este  proceso se repite en el tíempo  hasta que se  llega

a   un   equilibrio,   donde   se   iguala   la   oferta   y   la   demanda,   Ígualmente   puede
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visualizarse  en  el  gráfíco  2,  como  el  precio  promedio  del  producto tiende  en  largo

plazo  a  igualar al  precío  de  equilibrio.

Resulta,  sin  embargo,  que  en  el  proceso  de ajuste a  largo  plazo  del  modelo  de  la

telaraña,  no  está  garantizado  que  el  mercado  sea  estable  y  pueda  equilibrarse.

Como  lo  ilustra  el  gráfico  3  y 4,  el  primero  caracterizado  por un  proceso  explosivo

donde  la  relacíón  de  equilibrio  entre  precio  y cantidades  se va  alejando  cada  vez

más   del   equilibrio   de   mercado,   y   el   segundo   caracterizado   por   un   proceso

estacionario alrededor del  precio de equilibrio,  o  lo que es  lo  mismo  el  equilibrio de

mercado.

4.5 Relación entre  Oferta - Demanda

4.5.1  Desplazamientos en la Curva de Demanda

Como  ya  es  conocido  en  la  teoría  económica  básica  la  curva  de  demanda  refleja

la    cantidad    de    producto    que    los    agentes    económicos    están    dispuestos    a

demandar   a  un  precio  determinado  y  la  curva  de  oferta  la  cantidad  de  producto

que  los  oferentes  están  dispuestos  a  llevar al  mercado.  Conocido  esto se  procede

a  analizar  el  efecto  de  los  cambios  de  la  demanda  y  la  oferta  en  un  mercado

determinado.  En el gráfico 7 se presenta un caso donde hay un desplazamiento en

la  demanda  arriba  y la  derecha  (  DDj  a  DD2).  Esto  genera,  que  la  oferta  rígida o

constante,  que  los  demandantes  estén  dispuestos  a  consumir   Q'   al  precio   Pe],

pero   debido   a   la   actítud   maximizadora   de   los   productores   y   la   presión   de

demanda,   ocurre  un   movimiento  hacia  arriba  en  el   nivel  de  Precios   hasta   Pe2,

donde  los  demandantes  estarían  dispuestos  a  consumir  Qe2 ,  generando  un  nuevo

equilibrio   en   el   mercado.   Por  lo  tanto,   se  concluye  que  desplazamiento   hacia

arriba de la función de demanda ocasiona incrementos en el nivel de precios, y por

el  lado  de  las  cantidades  ocasiona  un  prímer incremento y luego  una  caída  por el

ajuste   del   precio.   Un   desplazamiento   hacia   debaj.o   de   la   curva   de   demanda

generaría un efecto contrarío al anteriormente presentado.
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4.6 Desplazamientos en la curva de oferta

Los  efectos  ocasionados  por  un  desplazamiento  en  la  curva  de  oferta  se  pueden

visualizar  en  la  gráfica  8.  En  este  caso  puede visualizar un  desplazamiento  hacia

arriba   y   la   izquierda   de   la  función   de   oferta   (lo   que  denota   una   caída   en   la

capacidad  productiva  o  la  sa!!da  de   empresas  en  la  industria),  esto  ocasiona  un

alza   en   los   precios   del   producto   hasta   P',   pero   por  restricciones   de   oferta   y

presiones  de  demanda  (  por el  alto  precio)  el  precio  y  las  cantidades  de  equilibrio

pasan   de   Pe]   a     P'     y  luego   a   Pe2y  las   Cantidades   Pasan   de   Qet   hasta   Qe2,

llegando  a  un  nuevo  equiljbrio.  Por lo  tanto  podemos  afjrmar que  una  cai'da  en  la

capacidad  productiva de la  industria   ocasiona caídas en  producción y precio,  caso

contrario  ocurre  con  un  incremento  en  la  oferta  de  las  empresas,  el  cual  tiene  el

mismo   efecto   que   un   desplazamiento   positivo  y  hacia   arriba  de   la  función   de

demanda.
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CAPITUL0 5:         EL CONSUIVIO INTERTEMPORAL

La  teoría  económica  considera    al  tiempo  como  una  variable  muy  importante,  lo

que  no se considera cuando se efectúa  un  análisís estático.  En el  caso estático,  el

análisis se efectúa entre caso y caso de un determinado periodo de tiempo,  lo cual

no  deja  de  ser  importante.  La  diferencia  entre  un  análisis  estático  y  dinámico  se

puede  explicar si  comparamos fotos  con  una  película.   Todos  sabemos  muy  bien

la  diferencia,  sin  embargo,   las  fotos  siguen  vigentes,  dado  que  es  niucho  más

práctico su  uso en cualquier momento.

El  presente  documento  tiene  como  objetivo  analjzar  la  toma  de  decisiones  de  los

consumidores a través del tiempo dado el costo de oportunidad del dinero.

Las  personas  valoran  el tiempo  de  diferente  manera dependjendo  la  edad,  cultura

y  regíón  donde  viven.   Las  actividades  deportivas,   por  ej.emplo,  tjenen  diferente

consumo  de tiempo,  y de  ahí que algunas  personas  gusten  de practicar deportes

intensivos en tiempo,

En  tal  sentido,  Ias  personas valoran  de diferente  manera  el  tiempo  libre,  entonces

existirá  un  costo de oportunidad  del tiempo  para  cada persona.  lnclusive se puede

dar  el  caso  que  personas  prefieran   pagar  más  por  una  actividad,   cultural,   por

ej.emplo,  que  esperar  mucho  tiempo  para  acceder  a  la  ventaniHa  de  boletos.  En

este caso,  esta  persona tiene un  mayor valor del tiempo libre,  es decir,  el costo de

oportunidad es  mayor.  En  este caso,  el costo de oporiunjdad del tiempo es alto.  Si

esta persona  paga  más  de  lo  que  normalmente se  paga  por una actjvidad  cultura,

destinará  mucho  menor  tiempo  para  la  adquisíción  del  ticket  respectivo,   lo  que

signjfjca  que  el  costo  del  tiempo  disminuye  pro  el  costo  monetario  aumentó.  Esta

persona  verá que  el  costo total,  jncluyendo  el  monetario y el  del tiempo  djsmjnuye,

porque,  de lo contrario,  no estaría dispuesto a pagar más por el ticket.  La suma de

ambos   costos   es   menor  después   que   paga   más   por  el  ticket,   Sin   embargo,

valorizar  el  costo  del  tiempo  no  es  tarea  fácjl.   En  este  caso;   la  valorización  se

puede  dar  en  el  siguiente  sentido:  "que  estaría  dejando  de  hacer  esta  persona

cuando  se  demora  demasiado  en  adquirir  el  ticket".   Se  da  en  este  caso  una
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comparación  de actívidades,  y de  manera subjetiva dicha  persona valora  más  una

actividad  respecto  a  la  otra,  que  en  este  caso,  es  el  tiempo  que  invierte  en  la

adquisición  del ticket.

Así podemos aprecíar que las personas efectúan comparaciones entre actividades

y  las  valoran  de  manera  subjetiva.  Existirá  entonces  un  óptimo  en  la  elección  de

las actividades de las  personas en  base a parámetros subjetivos personales.

El mercado de crédito es un caso excelente sobre la economía del tiempo.  En este

mercado  se  defjne  una tasa  de  int.erés  que  jnfluye  en  el  consumo al  crédito de  las

personas.

Cuando  una  persona  consume  al  crédito  el  día  de  hoy,  tendrá  que  pagar  el  valor

de  este  consumo   más   un   interés   que  le  cobra  el  vendedor  del  servicio.   lgual

sucede si se adquiere  un  bien  al crédito.

El  vendedor  cobra  un  interés  en  base  a  !a  tasa  de  interés  que  este  mismo  se

financia con  una Ínstítución financiera más un margen de ganancia.

La   pregunta   es   ¿por  qué   el   vendedor  cobra   un   interés?   La   respuesta   es   la

siguiente:  "el  vendedor  cobra  un  interés  porque  ha  entregado  un  bien  sín  recibir

ningún   dinero   adelantado   (asumimos  una  venta  sin  cuota   inicial   por  efecto  de

simplificación),   y   este   monto   de   dinero   le   daría   intereses   a   este   vendedc)r  si

estuviera  depositado  en   un   banco  comercial.   Entonces,   la  tasa  de  interés  que

cobra   el   vendedor   Íncluirá   este   costo   de   oportunidad   del   vendedor,    gastos

financjeros  y administrativos.

El  consumidor  estará  obteniendo  un  bien  sin  desembolsar  dinero  el  día  de  hoy

pero  en  el  futuro  pagará  más  por  la  adquisición  que  efectuó.  En  este  caso,  esta

persona  está  dispuesta  a  pagar  más  en  el  futuro  por  consumir el  día  de  hoy  sin

desembolsar dinero.  Otras  personas  no  gustarán  de  endeudarse  y consumirán  al

contado.  Entonces,  ¿de qué dependerá que cíertas  personas  consuman  al  crédito

y otras  no deseen consumir al crédito?
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En  la  realidad,  las  personas  no  llevan  las  cuentas  de  cuanto  estará cobrando  una

tienda  sÍ  se  consume  al  crédito  o  cuanto  me  cobrará  tal  tarjeta  de  crédito.  Lo  que

las  personas  realmente  perciben  es  la  carga financiera  que estarán  asumiendo  al

consumir al  crédito,  es decir,  Ios  pagos  que deberán efectuar mensualmente y que

proporción  de  su  ingreso  mensual  cor[esponden  estos  pagos.  Si  la  proporción  es

pequeña  entonces,   las   personas  estarán   incentivadas  a  consumir,   pero  si   los

pagos  comienzan  a  tener  una  gran  proporción  del  Íngreso  mensual,  entonces  !as

personas  recapacitarán y dejarán de consumir al crédito.  Sin embargo,  en  muchas

circunstancías  de  la vic]a de una  persona,  el  Íngreso  mensual  no satisface algunas

de  las  necesidades  que  se  pudieran  presentar de  un  momento  a  otro  como  es  e!

caso de la salud, viaj.es urgentes,  adquisición de ciertos bienes,  etc.

Estas  personas  recurrirán  al  crédito  para  satisfacer  esta  necesidad  pero  en  el

futuro  deberán  devolver  este  valor  más  un  interés  que  se  basa  en  la  tasa  de

interés  que  le cobra  el vendedor al  crédito.

El siguiente  mes tendrán  menor disponibilidad de su  ingreso  mensual porque parte

de  éste será destinado a  pagar el  principal  de  la deuda  más  los  intereses.  El pago

del   principal   es   el   que   verdaderamente   disminuye   la   deuda,   el   pago   de   los

Íntereses es  la ganancia del vendedor,  a su vez, el costo del comprador al crédito.

Si  la  persona  dispone  menos  de  su  ingreso,  entonces,  no  estará  incentivada  a

endeudarse más hasta que haya amortizado la deuda en su totalidad.

Las    personas    se    pondrán    un    límite    de    endeudamiento    que    lo    controlará

conocíendo  la  proporción que representa las cuotas de pago respecto a su  ingreso

mensual.  AsÍ se  puede  observar que  existiría  un  ciclo  personal  o familiar de  "inicio

y   paro   de   endeudamiento".   Si   la   persona   o  familia   tendrá   niayores   ingresos,

entonces estarán  incentivadas a consumir al crédito.  Si la tasa de interés aumenta,

se desincentivarán  de consumir al  crédito.
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5.2   Un Modelo de Consumo lntertemporal
Sea  el  siguiente diagrama  de flujos:

Ingreso 2 Ingreso 3

Gasto l             Gasto 2                 Gasto 3

Analizando  la  figura  de  arriba,  que  es  un  fluj.o  de  ingresos  y  gastos  proyectado,

asumimos  que  existen  {res  periodos  donde cada  uno tiene  un  ingreso y  un  gasto.

Para simplificar utilizaremos  solamente el  periodol  y el  periodo 2.

Vemos  que  en  el  período  1  el  gasto  es  menor que  el  ingreso  lo  que significa  que

esta  persona  está  sacrifjcando  consumo  presente  y  ahorrará.  El  consumo  extra

que podrá tener en el  período 2 será definido por la siguiente ecuación.

ahorro_capitalizado = (J¡ -C ).(1 + z.)

Es  decir,  el  ingreso  en  el  período  2  es  el  ingreso fijo  pero  existirá  un  adicional  que

es  ahorro  capitalizado.  La  diferencia  entre  el  Íngreso  y el  gasto  es  el  ahorro  en  el

periodo  1,  y  es  multiplicado  por  un  factor  de  capitalización  que  incluye  la  tasa  de

interés  " '. „.
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Si esta  persona sigue consumiendo el  mismo valor durante los siguientes periodos

entonces,   el   ahorro   cada   vez  será   mayor  y  crecerá   exponencialmente   de   la

siguiente  manera:

ahoiTOLper_2 = (Jt -G[ ) . (1 + Z.) + J2 -G2

En  esta  ecuación  vemos  que  el  ahorro  disponible  del  consumidor en  el  periodo  2

será el ahorro capitalizado  más su  ingreso  regular mensual  menos el consumo del

periodo 2.

Asumiendo    que    los    gastos    e    ingresos    son    iguales    todos    los    periodos    y

proyectando éstos hasta el periodo 4 {enemos las siguientes ecuaciones:

ahorroLper_3=(J-G).(1+z.)2+(/-G).(1+z.)[+(f_®

ahono|)er_4=(/-G).(1+z.)3+(J-G).(|+z.)2+(J-G)(|+z.)+(J-G)

Vemos  así  que   se  forma   una  serie   uniforme   que  se  capitaliza  de  acuerdo   al

siguiente diagrama de flujos de  la figura   3.
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Tenemos  así  un  diagrama  dinámico  equivalente  aún  teniendo  en  consideración

que el  ahorro aumenta mensualmente.

Este  diagrama     puede  ser  explicado  por  una  ecuación  en  diferencia  de  primer

grado:

4+L - 4 (1 + t) + (In - G)

Siguiendo el  método de resolución de ecuaciones en diferencia de primer grado

Sea  la siguiente ecuación  en  diferencias.

¥+1 + CZ¥ -C

De tal  manera que comparándola con  nuestra ecuación de consumo,  y dándole la

forma respectiva, tenemos que

4+i -(1 + z')4 = (J„ -G)

l_uego,  el  parámetro "a" es  el factor de  capitalizacíón   (1+z.) , y el parámetro " C"

es'.   (In-G)
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La solución de la ecuación en diferencja de primer grado, siguiendo el  método de

'a referencia.                ¥ -(yo -i=).-o,, +É

Aplicando esta solución a  nuestra ecuación de consumo,  tenemos que:

[-(-(1+z.,,],+
I-G

(1+(-(1+z.))

Asumiendo que el ahorro en el periodo "0" es cero, y que   f =n :

4 -(In -C) (1+z'y-1

Con  esta  ecuación  se  puede  estimar  el  ahorro  disponible  y  acumulado  en  "#."

perjodos.  El  ej.ercicio  teórico  planteado  injcialmente  consistía  en  que  una  persona

ahorra   mensualmente,   mantiene   sus   gastos   constantes   y   percibe   un   ingreso

mensual fijo.  Este ahorro  que se va formando  mensualmente se comporta  como si

fuese una serie uniforme.

En  esta  ecuación  se  puede  tener  como  objetivo  cier{o  ahorro  en  determinado

tiempo  y se  puede  estimar el  ahorro  por periodo  que deberá  efectuarse,  es  decir,

el   sacrificio   en   el   consumo.   0   también   se   puede   tener  como   dato   el   ahorro

acumulado   deseado,   e[   ahorro   mensual   y  tener  como   incógnita   el  periodo   de

tiempo  con  el  cual  se  logrará  el  ahorro  acuniulado  deseado,  dada   la  tasa  de

interés.

También se pueden efectuar corridas para diferentes tasas de interés.

Hasta el  momento  hemos  efectuado  un  análisis  de  un  consumidor que ahorra.  Sin

embargo,  también  se  hace  necesario  analjzar el  endeudamjento  y observar cómo

se vería afectado el consumo en el  futuro.

Supongamos  que  una  persona  se  endeuda  el  día  de  hoy con  un  monto  "P".  Las

cuotas que pagará serán  las siguientes:
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C=P (1+z.)".z.

Donde C es  la  cuota que pagará en "# " periodos.  Esta ecuación  es deducida de la

sigujente:

4 - (1 n -- G) (1 + z`) " - 1

En  esta   última  ecuación,   una  serie  de  ahorros  se  proyectan  con   una  tasa  de

jnterés,   "77"  periodos   y  se  obtiene  el  acumulado.   Si  esta  ecuación   la  dividimos

entre   (1+z-)",  qLe  sería  una  operación  de  actualización,  obtendríamos  el  valor

presente de los ahorros.

En  lugar  de  los  ahorros,  en  nuestro  análisis  irían  las  cuotas  a  ser  pagadas,  y en

lugar   deí    valor   presente    de    los    ahorros,    una    vez   agregado    el   factor   de

actualización, (1 + z.)" ,  iría el  monto del  préstamo `.P ".

La ecuación quedaría de la siguienteforma:     P=C (1+z')"-1

Despejando  el  valor  de  las  cuotas,  "C",  tendríamos  luego  la  ecuación  planteada

anteriormente,  la  misma que reproducimos:

C=P

Ahora bien,  cuando el consumidor se endeuda, verá reducido su  ingreso

disponible de  Ía sjguiente manera:

ingreso_disponible=J-P (1+z.y.z.

Supongamos  que  el  consumidor  se  vuelve  a  endeudar,  luego,  aparecerá  otras

cuota que se irá sumando a la anterior y así.
'
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Esta  persona  deberá  poner un  tope al  monto  de  la  cuota  que querrá  pagar  como

parte de la deuda. Asumiendo que este monto es:

máxima      cuota=ÉZ

Donde  la  diferencia  entre  el  ingreso  "z."  y  la  cuota  a  ser  pagada  "JZ"  es  el  monto

que el consumidor requíere para su  manutención.

Luego,  esta máxima cuota deberá ser,  igual a la cuota a ser pagada:

R-_P

Si efectuamos arreglos, tenemos:   ==

(1+z.y.z.

(1+z`)"-1

Esta ecuacjón  nos expljca que,   dada  la tasa de interés del crédito y la cantidad  de

periodos  del  mismo,  Ia  cuota  máxima  de  pago  será  una  proporción  determjnada

del   monto  total  de  endeudamiento.   Conociendo  esta   proporción  en   base  a  los

datos del  ratio dentro del  corchete de la  última ecuacjón,  y teniendo el dato de "R",

se puede estimar fácilmente e! valor del máximo endeudamjento.

5.3 Un Modelo de Consumo lntertemporal de dos Periodos

Sea  un  consumidor que  ahorra  en  el  primer periodo,  capjtaliza  este ahorro y en  el

siguiente  periodo  consume el  ahorro  capitalizado más  el  ingreso de dicho  periodo.

Esta lógica la expresamos en la siguiente ecuación:      (J] -C,).(1+z.)+J2 =C2

Efectuando  arreglos:                   C2 = J2 +J,.(1+z.) -C].(1+z.)

SÍ  el  consumo  en  el  periodo  1   es  igual  que  cero,  entonces  el  consumidor  podrá

consumir en  el  periodo  2  el  ingreso  de  dicho  periodo  más  el  ingreso  del  periodo  1

capitalizado al  periodo 2.

Sin   embargo   este   argumento   no   es   muy   lógico   por  lo   que   deberá   existir  un

consumo  en  eí periodo  1.

'

64



Laúltimaecuacjónesljnealdependjentenegatjvaconunapendjenteigualqueel

térmjno(" .   Este  térmjno  es  el  factor  de  capjtaljzación.  A  medida  que  el

consumiraumentasuconsumoenelperiodo1,esdecir,ahorramenos,consumirá

menos   en   el  perjodo  2.   Si  ahorra   más  en   el  perjodo   1,   consumjrá   más  en  el

periodo  2.  Sj  se  endeuda  en  el  periodo   1,  entonces  consumirá  en  el  perjodo  2

menos  que  su  jngreso  en  djcho  perjodo.  Así  se  observa  que  todo  sacrificjo  de

consumo   hoy  es   un   mayor  consumo  en   el  futuro.  Y  en  sentido  inverso,   todo

consumo  mayor  que  el  jngreso  de  hoy,  ocasjona  un  sacrificjo  de  consumo  en  el

futuro.   Éstos   son   los   ar'gumentos   más   jnteresantes   del   modelo   de   consumo

intertemporal de dos periodos,

Ejemplos de modelo de consumo..

Ejemplo  1.  En  el  marco  del  modelo  de  consumo  de dos  perjodos,  considere
una  famiJia  qm  gam  m  en  el  prjmer  periodo  y  $220  en  el  segundo
periodo, sjendo la tasa de interés del  10 % .

a)   Determjne la restrjcción presupuestarja de esta familÉ

El  modelo  de  consumo  de  dos  periodos  es  un  modelo  sobre  la  eleccjón  de
consumoyahorrodelasfamjliasenelqueseconsideraenabstractoalprjmer

periodo  como  el  presente  y  al  segundo  perjodo  como  el  futuro.   La  princjpal
ventaj.a   de   este   esquema   es   que   modeliza   la   mayoría   de   los   aspectos
intertemporales  jnteresantes  de  las  decjsiones  económicas  de  las  fami'ljas  de
forma  muy sjmple.

Pues  bjen  formaljzando  los  datos  del  problema  conforme  a  los  térmjnos  del
mencionadomodelotenemosque:     /í=100,        /2=220,            Í=0.10

Ahora,enelmodelodeconsumodedosperiodoslarestrjcciónpresupuestaria

jntertemporaldelafamiliavienedadaPor:C'i+#=/i+±

Expresiónquepuedereformularsecomo:C2=/2+(1+q-(1+m

Reemplazandolosdatostenemos:C2=220+(1+0,10)100-(1+0,10)C'i

Finalmente  se  tiene  que  la  restricción  presupuestarja  de  la  familia  viene  dada

Por:

C2  = 330 -1.10Ci
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b)   Si    las    preferencias    de    esta    familia    son    tales    que    desea    consumir
exactamente el  mismo  monto  en  ambos periodos,  ¿Cuál será el valor de su
consumo y ahorro en cada periodo?

De  acuerdo  con  el  modelo  de  dos  periodos  las  preferencias  de  las  familias

pueden ser            expresadas en términos de una función  de utilidad. Así para el
caso   de   una  familia   que   desee  consumír  exactamente  el   mismo   monto  en
ambos  periodos  la función  de  utilidad.será:     U = Min(Ci,  C2).

La  cual  se  maximiza síempre  que  este sobre  la senda  de expansión,  es  decir,
cuando                                                       Ci  = C2

Entonces,  reemplazando  en  la  restricción  presupuestaria  intertemporal  hallada
tendremos que:                                 Ci = 330 -1.10C'i

De lo cual,  resolviendo,  se obtiene el consumo de cada periodo:

Ci  =  C2  =  157.14

Dado  esto,  no  es  difícil  hallar  el  ahorro.  Siendo  el  ahorro  la  parte  del  ingreso

que no se cons.ume el  mismo vendrá determinado por la expresión:

De este modo,  para el primer periodo,  dado que, el ingreso disponible es  Ígual
al generado en  la produccíón, tendremos que:

4 = (100-157.14)
(1+0.10)'-1

0.10

4 --57.14

En   cambio,   para   el   segundo   periodo,   donde   hay  ganancia   o   pérdida   por
intereses, tendremos que

4+i = (220 -157.14)
(1+0,10)2-1

0.10

4+i =132.006

Nótese que  el  ahorro  del  segundo  periodo  es  mayor al  del  primero  pero con signo
contrario.  AsÍ,  en función  de  su  eleccíón  de  estabilizar  perfectamente  el  consumo
esta familia se endeuda en el presente y paga en el futuro.
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Ejemplo   2.    Suponga   que   el    ingreso   permanente   se   calcula   como   un

promedio  ponderado  del  ingreso  del  periodo  corriente  y  pasado  según  la
siguiente fórmula:

yp = é7¥ + (1 - é') ¥-1

Donde:

yp :  lngreso  permanente

G :  Parie de la renta que se considera permanente

y :  lngreso corriente

¥_, :  lngreso  del  período anterior

Suponga además que el consumo viene dado por  C=0.8yp .

a)   Si  una  persona  ha  ganado  $5000  durante  los  últimos  años,   ¿Cuál  es  su
ingreso permanente?

Los   individuos   buscan   como   suavizar   su   consumo   a   lo   largo   de   su   vida

gastando  más  en función  de su  ingreso  permanente o  a  largo  plazo en función
de su ingreso corriente.

Entendido   esto   resulta   claro,   sin   necesidad   de   hacer   la   operación   que   el
ingreso  permanente del  individuo en  cuestión  es de $5000.

b)   Suponga  que  el  próximo  año  esta  persona  gana $5500,  asumiendo  É)=0.7

¿Cuál será su ingreso permanente?

Como   en   este  caso   ha   habido   una  variación  en  el   nivel  de  ingreso  de   im

periodo   es   pertinente   aplicar  ia   ecuación   pues   el   individuo  tendrá   que   re-
estimar su ingreso permanente.  De esta forma:

yp,+,=0.7(5500)+(1-0.7)5000

yp,+1=5350

Por tanto el  nuevo ingreso permanente de esta persona será de $5350.
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c)   ¿Cuál es su consumo de este año y el  próximo?

Habíamos   dicho   que   aquí   el   consumo   depende   directamente   del   ingreso

permanente,  así:                          C, = 0.8 (5000) =4000

CÍ+i = 0.8 (5350) = 4280

Es decir,  el consumo de este año será de $4000 y el del próximo de $4280.
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ANEXOS

Gráficas correspondientes a la tabla    2.6.1  que presenta cada uno de   los casos
de compor{amientos de la trayectoria de la sucesión solución   de la ecuación en
diferencias,
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CONCLUSION

Eñ este trabajo  se  ha  desarrollado  la  teoría  de  ecuaciones  en  diferencias  la  cual

Eemitió  una  mayor compresión  y  análisis   de  los  modelos  económicos telaraña  y
t"sumo  ya  que  se  hicieron  demostraciones  de  mayor rigor matemátíco,  también
gms permitió  definir ia {eoría  de  ecuaciones  en  diferencias  según su  aplicación  con
ffis ciencias  logrando   obtener un  mayor conocimiento en dicha área.

jademás   se   hizo   un   análisis   de   la  trayectoria   que  describe  gráficame.nte  cada
fflación  según  a  que  clase  pertenece  y  la  teoría    de  los  modelos  económicos
eE5laraña y consumo a través de ejemplo prácticos.

De  igual  manera  se  logró  resolver  las  ecuaciones  en  diferencias  a  los  modelos

®nómicos  te!araña  y  consumo  aplicando  los  distintos  métodos  de  solución.  Por

üliimo también  se  ha  logrado  representa.r   gráficamente la solución de  los  modelos

de la Telaraña y Consumo.

73



BIBLIOGRAFIA.

•>   Matemáticas  empresariales.1995,  editorial  ac,  Madrid,

¢.   Matematicas  para  la Administración  y  Economía,  cuaha edición  1984.  Jean

E. Weber.  Editorial  Harla  Mexico.

•:.   Arya,    Jagdish    C,    y    lardner,    Robin    W.    Matematicas    aplicadas    a    la

adminis{ración  y  la  economía.  Quinta  Edición,  Pearson  Educacion  Mexjco,

2009  lsBN:  978-607-442-302-0.

•:.   lntroducción   a   las   ecuaciones   en   diferencias   finitas.   Samuel   Goldberg.

Editorial  Pueblo  y educación  Calle  15  N° 604

Web grafía

+  EiÉS//ocw.unican.es/ciencias-sociales-y-juridicas/macroeconomia-

iiffiterial-de-clase-2/ocwlb.pdf

•:.   http://www.zanaeconomica.com/modelo-telarana

<+   http://webdelprofesor.ula.ve/economia/christi/programas_materias/Introducc

ion   Economia_l/lntroduccion_7.pdf

•:.   http://www.monografias.com/trabajos87/teorema-telarana/teorema-

telarana.shtml

•;.   http://www.economia48.com/spa/d/teorema-de-la-telarana/teorema-de-la-

telarana.htm

74


