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5 Resumen

El objetivo del presente trabajo se inscribe dentro del estudio de las bases de Grobner para
la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales por medio de teoria de eliminacion,
debemos enfatizar que las bases de Grébner, son una herramienta fundamental y basicas en
muchos aspectos de la geometria algebraica de las cuales fueron introducidas por Bruno
Buchberger en su tesis doctoral en 1965 hecha bajo la direccion de Wolfgang Grobner.
Recurriendo a los conceptos de algebra abstracta tales como Grupo, Grupo abeliano,
Campo, Espacios Vectoriales, Médulo, etc. Asi como también la introduccion de Ordenes
Monomiales tales como orden lexicografico, orden lexicogréafico graduado, etc. ldeales,
Algoritmo de la division, Algoritmo de Buchberger y Teorema de la Base Hilbert.

Durante el desarrollo de este trabajo se utilizard el software CoCoA version 4.7.5
(Computations in Conmutative Algebra), ya que este nos permitira solucionar de manera
mas rapida los célculos, para la implementacion de algoritmos en sistemas de ecuaciones
polinomiales. Debemos argumentar que los sistemas polinomiales son una pieza importante
dentro de la modelacién de problemas reales del estudio y célculo de sus soluciones exactas
constituyendo todo un campo de trabajo con aplicaciones directas en ingenieria, robdtica,

informatica, economia, telematica, etc.
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6 Introduccion del Temay Subtema

En sus origenes, el algebra clasica era el arte de resolver ecuaciones (la palabra &lgebra
proviene de un vocablo &rabe que significa reduccion). El algebra moderna esta
caracterizada por el estudio de ciertas estructuras abstractas que tienen en comdn una gran
variedad de objetos matematicos. En los Gltimos afios nuestra habilidad para manipular
sistemas de ecuaciones expresadas mediante polinomios ha experimentado algunas
transformaciones cruciales. Comenzando con el descubrimiento de las bases de Grobner
por Bruno Buchberger a finales de los afios 60 y apoyado por el espectacular crecimiento
de las capacidades de los ordenadores modernos, muchas herramientas de la geometria
algebraica clasica han ganado una gran importancia y, a su vez, la han hecho més accesible
y aplicable. Recientemente, las bases de Grébner han sido aplicadas en multitud de
problemas por su capacidad de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales y como
modelo algebraico de computacion. Este transcurrir de ambas disciplinas ha proporcionado
diversas y fructiferas colaboraciones entre ellas hasta la actualidad, donde las interacciones

mutuas son multiples.

En efecto, el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales pasé, hace mucho tiempo, de ser
una mera manipulacion de formulas a convertirse en el estudio de una serie de estructuras
algebraicas abstractas. Desde un punto de vista clésico, la geometria algebraica es el
estudio de los espacios de soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales en varias

variables.

La resolucién de sistemas de estos tipos no es un tema trivial. Incluso en algunos casos no
podemos llegar a saber las soluciones exactas debido a la gran complejidad que puede
llegar a alcanzar dichos sistemas. En cualquier caso, son una herramienta imprescindible a
la hora de abordar la resolucion de problemas de la vida cotidiana dentro de diversos
campos (ingenieria, biologia, arquitectura, economia, telecomunicaciones, transportes,

etc.).
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Probablemente la primera pregunta que surge a partir del titulo de este trabajo es: ¢ Qué es 0
de qué trata la solucion de ecuaciones polinomiales basada en las bases de Grobner y teoria
de eliminacion? El objetivo principal serd presentar suficientes elementos para ir formando

una posible respuesta.

En geometria algebraica computacional, y en algebra conmutativa computacional el
algoritmo de Buchberger constituye una pieza fundamental puesto que dicho algoritmo ha
revolucionado los métodos algoritmicos asi como las aplicaciones de la geometria
algebraica, y es un area de investigacion actual. Este algoritmo fue creado por el

matematico austriaco Bruno Buchberger y presentado en su tesis doctoral.

Seminario de Graduacion Pdgina 7



Bases de Grobner y Teoria de Eliminacion

7 Justificacion

Lo que se pretende realizar en el presente trabajo es dar solucion a sistemas de ecuaciones
polinomiales, por medio de las bases de Grobner utilizando Teoria de Eliminacion. Ya que
en los ultimos afios ha sido una transformacién dramética en nuestra habilidad para
manipular sistemas de ecuaciones polinomiales comenzando con el descubrimiento de las
bases de Grobner por Buchberger, a finales de los afios 60 y apoyado por el espectacular
crecimiento de las capacidades de los ordenadores modernos, muchas herramientas de la
geometria clasica han ganado gran importancia siendo estds mas accesible y aplicable en

las bases de Grobner.

Recientemente las bases de Grobner han sido aplicadas en multitudes de problemas por su
capacidad de resolver sistemas de ecuaciones polinomiales y como modelo algebraico de
computacién como (Maple, Mathematica, Reduce, Axiom, Macaulay y CoCoA).
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8 Objetivos

8.1 Planteamiento del problema

¢;Cémo obtener soluciones exactas en la resolucion de Sistemas de Ecuaciones

Polinomiales?

En 1964 se present6 un “método” para encontrar una base linealmente independiente para
el espacio vectorial del anillo de clases residuales de un ideal polinomial generado por un
conjunto de polinomios (multivariados), el cual fue planteado por Wolfgang Grobner y
pregunto “cuando, para un conjunto de polinomios dados este método puede finalizar
garantizando que la base obtenida mediante este sea una linealmente independiente” y si

este fuese posible como este método podia ser puesto en marcha en un cerebro electrénico.

8.2 Objetivo general

Resolver sistema de ecuaciones polinomiales utilizando Bases de Grébner y Teoria de

Eliminacion.
8.3 Objetivos especificos
» Considerar las principales definiciones del algebra abstracta sobre las cuales
desarrollaremos nuestro trabajo.

» Describir la utilizacién del software CoCoA 4.7.5 para encontrar bases de Grobner.

» Mostrar la resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales por medio de la teoria
de eliminacioén.

> Aplicar las bases de Grobner y la teoria de eliminacion en la solucion de un
problema de aplicacién en el area de la Robética y la Medicina.
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9 Desarrollo del Subtema

9.1 Antecedentes

Desde que el hombre empezd a contar con sus dedos se enfrentd a un sin namero de
problemas que se presentan cada vez que su mundo se hace mas y méas complejo. Para
darnos una idea de los origenes del problema que aqui tratamos, sera necesario echar un

vistazo al pasado.

El periodo de 1700 A. C. a 1700 D. C., se caracterizé por la invencion gradual de simbolos
y la resolucidn de ecuaciones. Dentro de este periodo encontramos un algebra desarrollada
por los griegos (300 A. C.) llamada algebra geométrica, rica en métodos geométricos para
resolver ecuaciones algebraicas (y algunos sistemas). Thymaridas (400 A. C.). Habia
encontrado una férmula para resolver un determinado sistema de n ecuaciones con n

incognitas.

El algebra aparece acompafiada de las primeras ecuaciones lineales de una indeterminada,
las que luego pasaron a ser cuadraticas, cubicas y de grado cuatro. Paralelo a esto surgia la

necesidad de resolver sistemas de ecuaciones hasta de tres indeterminadas.

Finalmente, llegamos al planteamiento y solucion de los Sistemas de Ecuaciones
Polinomiales actuales. Como ocurre a menudo, hay muchas personas que presentaron

algunos resultados para formular ciertos aspectos de esta teoria.
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El mayor paso fue dado por Bruno Buchberger (matematico austriaco) a mediados de los
sesenta. El formul6 el concepto de bases de Grobner y, ampliando una sugerencia de su
asesor Wolfgang Grobner, encontré un algoritmo para el calculo de estas. Su algoritmo ha
sido estudiado, mejorado y generalizado en los ultimos 40 afios, y lo mas importante, se
han encontrado multitud de aplicaciones a las ramas més diversas, incluidas criptografia,
fisica, ingenieria y robdtica entre otras. La naturaleza constructiva y computacional de esos

métodos, en la era de la informatica, lo hace lider de las aplicaciones en muchos campos.

Su algoritmo ha sido puesto en marcha y forma parte de todos los sistemas o paquetes de
calculo simbdlico actuales tales como Mathematica, Magma, Maple, Derive y Reduce,
CoCoA.
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9.2 Marco Teorico

9.2.1 Conceptos Preliminares de Estructuras Algebraicas

En este capitulo introduciremos algunos de los tdpicos bésicos de la teoria que
estudiaremos, podemos definir lo que es un polinomio ya que el lector esta familiarizado en
una y dos variable, pero aqui necesitaremos discutir sobre los polinomios en n variables (o

indeterminadas) x4, x5, ..., x,, con coeficientes en un campo arbitrario K.

Definicion 1. Un Grupo (G,") es un conjunto G provisto de una operacion -: G X G - G

que satisface las siguientes condiciones:

% Asociatividad: para todo g4, g2, g3 € G, €S
(91°92) - 93 = 91 (92 g3).
% Elemento neutro: existe un tnico e € G tal que paratodo g € G es
erg=9g=g-e
% Inverso: paratodo g € G,3! g' € G tal que
9:9'=e=g"yg
Si ademas para todo par g,h € G es g - h = h - g entonces el grupo se llama

abeliano o conmutativo.

Definicion 2. Un subconjunto no vacio H de un grupo G se llama subgrupo de G, si H

mismo forma un grupo relativo al producto de G.
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Definicion 3. Un anillo (4, +,") es un conjunto no vacio en donde estan definidas un par

de operaciones Ilamadas suma y producto, las cuales denotamos por + y - respectivamente.

Estas operaciones satisfacen cada una de las propiedades siguientes:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4
X/

L X4

X/
L X4

X/
L X4

Cerradura respecto a la suma: Paratodo a, b € A, se tiene que a + b estan en A.
Asociatividad respecto a la suma: Paratodo a, b, c € A se tiene que
a+(b+c)=(@+b)+c
Existencia del idéntico aditivo: Existe un elemento neutro 0 en A, el cual
Ilamaremos cero, tal que
a+0=a=0+aparatodo a en A.
Existencia del inverso aditivo: Para todo a en A, existe otro elemento en A4,
denotado por —a, el cual llamamos el Opuesto de a y que verifica
a+(—a)=0=—-a+a
Conmutatividad respecto a la suma: Para todo a, b en A se tiene
a+b=b+a

Cerradura respecto al producto: Paratodo a, b € A, se tiene que a - b estan en A.

Asociatividad respecto al producto: Para todo a, b y c en A se satisface
a-(b-c)=(a-b)-c
Existencia del idéntico multiplicativo: Para todo a, existe un (Gnico) elemento, e,

en A que es neutro de la operacion -, es decir

Je€e AAVa€eA:era=a=a-e
Leyes distributivas del producto respecto a la suma: Para todo a,b y c en A se

satisface
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
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Definicidn 4. Un Monoide (M,") es una estructura algebraica en la que M, es un conjunto
Yy - €S una operacion binaria interna en M, que cumple las siguientes propiedades.
1) Operacion interna: para cualesquiera dos elementos del conjunto M operados
bajo -, el resultado siempre pertenece al mismo semigrupo M. Es decir:
Vx,yEM:x-yeEM
2) Asociatividad: para cualesquiera elementos del conjunto M no importa el orden en
que se operen las parejas de elementos, mientras no se cambie el orden de los
elementos (ver grupo abeliano), siempre daréd el mismo resultado. Es decir:
Vx,y,ZzEM:x - (y-z)=(x-y)-zeEM
3) Elemento neutro: existe un (Gnico) elemento, e, en M que es neutro de la
operacion -, es decir:

Jlee M,VxeEM:e-x=x=x"¢€

Un Monoide es conmutativo o abeliano si satisface la propiedad conmutativa.

Definicion 5. Sea K un conjunto no vacio, y sean + y - dos operadores internas sobre K el

sistema (K, +,") es un campo si cumple:

% Asociatividad respecto a la suma: Paratodo a, b, c € K se tiene que
a+(b+c)=(a+b)+c
« Conmutatividad respecto a la suma: Para todo a, b en K se tiene
a+b=b+a
< Existencia del idéntico aditivo: Existe un elemento neutro 0 en K, el cual
Ilamaremos cero, tal que

a+0=a=0+aparatodoaenk.

+ Existencia del inverso aditivo: Para todo a en K, existe otro elemento en K,
denotado por —a, el cual llamamos el Opuesto de a y que verifica

a+(-a)=0=-a+a

Seminario de Graduacion Pdgina 14



Bases de Grobner y Teoria de Eliminacion

« Conmutatividad respecto a la suma: Para todo a, b en K se tiene
a+b=b+a
« Asociatividad respecto al producto: Paratodo a, b y c en K se satisface
a(b-c)=(a-b) c

« Conmutatividad respecto al producto : Para todo a, b en K se tiene

 Existencia del idéntico multiplicativo: Existe un (Unico) elemento e € K , tal que

para todo a es neutro de la operacién -, es decir

Jde€ K,VaeEK:era=a=a-e

+ Existencia de elementos inversos multiplicativo: Para todo a € K,3a’ € K, es
decir:
aa=e
Definicion 6. Un A —Mdédulo a izquierda es un grupo abeliano (M, +) provisto de un
morfismo de anillos
p:A - Endz(M)

ar pg

En otras palabras, dar una estructura de A — maédulo a un grupo abeliano M es asignar a
cada elemento a € A una endomorfismo del grupo M. La condicién de que esta asignacion
sea un morfismo de anillos dice que:
* py =Idy.
® Pab = Pa " Pb-
® Pa+p = Pa T Pp-

Seminario de Graduacion Pdgina 15



Bases de Grobner y Teoria de Eliminacion

Definicion 7. (Espacio Vectorial) Sean dos conjuntos, no vacios V y K, donde K es un
campo. En V se definen las operaciones:

1. Suma de vectores u + v.

2. Multiplicacion por un escalar au.
El conjunto V' es un espacio vectorial sobre el campo K, si para todo vector u,v,w €V vy

para todo escalar «, 8 € K se cumple que:

ut+v eV
u+v)+w=u+@w+w)
u+v =v+u

u + e = u, donde e es el elemento neutro para la suma.

au €V

(aB)u = a(Bu)

1
2
3
4
5 u+ (—u) = e, donde — u es el elemento inverso de u para la suma
6
7
8. (a+pBu=au+pu

9

a(u+v)=au+av

10. (1)u = u, donde 1 es la unidad del cuerpo.
Teorema 8. (Teorema fundamental del algebra)
Todo polinomio en una variable de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene

almenos n raices (real o compleja).

Sea f(x)=aox"+ax™! +-+a,_1x +a,,n=>1, con coeficientes complejos

cualesquiera. Podemos ver que al descomponer f(x) en la forma

fO) =(x —a)ek)
Los coeficientes de ¢(x) son nuevamente reales o complejos y entonces, ¢(x)tiene una

raiz, en virtud del teorema anterior, de donde

fO) = (x —a))(x —az)p(x)
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Si continuamos de este modo obtendremos la descomposicién (Unica, salvo el orden de los

factores) del polinomio f(x) de n — ésimo grado en un producto de n factores lineales,

f(x) = ag(x—ay)*1 (x—az)*2 - (x—a))",
Donde

ki+ky,+=+k=n,y a #a, #F a.

9.2.2 Polinomios en varias indeterminadas (el anillo K[xy,...,xn])

Definicidn 9. Un monomio en x4, x5, ..., x,, €s un producto de la forma
an

a 04
X%, x,%2, .0, X

Donde todos los exponentes a;, @, ..., a, SOn enteros no negativos. El grado total de este

monomio es lasuma a; + a, + - +a,.

Notacién: Escribimos x* por x;%.x,%,..,x,** donde a = (a;,ay,...,a,)€S UNA

n — upla de entero no negativos. Si a = (0,0, ...,0), x* = 1. Ademas,
la] =X, a;, denotael grado total del monomio x“.

Ejemplos de monomios

3x7y4Z Ex3y _ySZZ
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Definicion 10. Sea K un campo. Un polinomio f en xq, x5, ..., x,, con coeficientes en K es
una combinacion lineal finita (con coeficientes en K) de monomios. Escribiremos un

polinomio f en la forma

fzz%x“,aa EK
a

Donde la suma se realiza sobre un ndmero finito de n —uplas a = (a4, ay, ..., ay). El
conjunto de todos los polinomios en x4, x,,...,x, con coeficientes en K se denotara

por K [x1, X2, ..., Xn].

Cuando tratemos con polinomios en un numero pequeiio de variables, usualmente
prescindiremos de los subindices. De esta manera, polinomios en una, dos y tres variables

perteneceran a K[x], K[x,y] y K[x, y, z], respectivamente.
Por ejemplo,
3
f=2x3y%z+ Ey3z3 — 3xyz + y?

Es un polinomio en Q[x,y,z]. Cominmente usaremos las letras f,g,h,p,q,r para

referirnos a polinomios. Usaremos la siguiente terminologia para tratar con ellos.
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Definicidn 11. (Términos y coeficientes)

Sea f =Y ,a,x%unpolinomioen K[x;,xy, ..., xp].
i) Llamaremos al a* el coeficiente del monomio x¢.
ii) Sia, # 0, a,x* es un término de f.

iii) El grado total de f denotado grad(f) es el maximo |a| entre todos los monomios

cuyos coeficientes a, son distintos de cero.

Por ejemplo, el polinomio dado anteriormente.
3,4,2 3 3.3 2
f =2x°y z+§y z°—=3xyz+y

Consta de 4 términos y grado 6. Observe que hay 2 términos de grado total maximo, algo

que no puede suceder para los polinomios en una variable.

La suma y el producto de dos polinomios es de nuevo otro polinomio. Diremos que un
polinomio f divide al polinomio g si g = fh para algun h € K|[x4, x5, ..., x,]. Podemos

observar que bajo la adicion y la multiplicacion definidas de la manera usual

Za aaxa + Za baxa =Za(aa + ba) x% Y

Zaax“-Zbﬁxﬁzz z aq * bg | x¥
B

a Yy \at+f=y
K|[xq, x5, ..., x,] Satisface todas las propiedades de campo excepto por la existencia de

inverso multiplicativo (porque por ejemplo — N0 €es un polinomio). Tal estructura
1

matematica es conocida como anillo conmutativo, y por esa razon nos referimos

a K[xq, x5, ..., x,] como un anillo polinomial.
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Corolario 12.

Si K es campo, entonces todo ideal de K[x] se puede escribir de la forma (f) para algin

f € K[x]. Ademas, f es Unico salvo por un factor no nulo en K.
Observacion 13.

Otros resultados interesantes son: Si d(x) es el maximo comun divisor de los polinomios
f(x)y g(x), existen polinomios u(x) y v(x) tales que f(x) - u(x) + g(x) - v(x) = d(x),
ademas si los grados de f(x) y g(x) son mayores que cero, entonces el grado de u(x) es

menor que el grado de g(x), y el grado de v(x) es menor que el grado de f(x).
Aplicando este resultado a polinomios primos, obtenemos el siguiente resultado:
Los polinomios f(x) y g(x) son primos entre si, si y s6lo si, existen polinomios u(x) y

v(x) que satisfacen la igualdad f(x) - u(x) + g(x) - v(x) = 1.

¢Existe un algoritmo para decidir si un polinomio dado f € K[x] pertenece al ideal
(f1, -, fs)? La repuesta es si, y el algoritmo es facil de describir. EI primer paso es usar
los mcd para encontrar un generador h de (fi, ..., fs). Entonces, puesto que f € (fi, ..., fs)
es equivalente a f € (h), solo necesitamos usar el algoritmo de la division para escribir
f =qh+r, donde grad(r) < grad(h), se deduce que f pertenece al ideal si y solo si

r=0.

Definicidn 14. (Maximo Comun Divisor Generalizado)

Un méximo comun divisor de los polinomios fi, ..., f; € K[x] es el polinomio h tal que
(i) hlfy, ..., hl fs.

(ii) Si p es otro polinomio que divide a f;, ..., f; entonces p | h.

Si h cumple estas propiedades escribimos h = mcd(fy, ..., f;).
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Proposicion 15.
Sean fi, ..., fs € K[x], donde s > 2. Entonces:

i. mcd (fy, ..., f;) existe y es Unico salvo por la multiplicacién de una constante no
nulaen K.
ii. mcd (fy, ..., f;) esun generador del ideal { f1, ..., f;).

iii.  Existe un algoritmo para calcular el med (fi, ..., f5)-

Demostracion:

Las pruebas de las partes (i) y (ii) son similares a las principales propiedades de los mcd y

seran omitidas: para probar (iii), sea h = mcd(f>, ..., f;). Probaremos que:
<f1) h) = (fl’fZ! :f:s*)
Probemos que (fi, f>, ..., fs) € {f1, h). Sea

fl =f1+0h1

fi=mihi2SiSS,

Entonces fi, ..., fs € (f1,h). Por tanto,(fi, f>, ..., fs) € {f1,h). Sigamos con la otra

inclusion (f;, h) c (fi, f>, ..., fs). Recordemos que f; € {f1, f2, ..., fs) Y que h puede ser
expresado de la siguiente forma por (ii)

h = mzfz + - +msfs,
h = Of1 + mzfz + - +msf:g,

entonces, f1, h € (fi, f2, ..., fs). De esto se deduce que (f;,h) < {fi, fo, ..., fs). Por tanto,
(fll h) = (flffo JfS)

Por la parte (ii) de esta proposicion vemos que

(med(fi, h)) = (med(fy, ..., f))-
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Entonces mcd(f;, h) = med(fy, ..., f;) resulta de la parte de la unicidad del Colorario (12),

lo que prueba lo deseado.

Finalmente, necesitamos demostrar que existe un algoritmo para calcular mcd(fy, ..., fs).
La idea béasica es combinar la parte (iii) con el algoritmo de Euclides. Por ejemplo,

supongamos que queremos calcular med (f, f>, f3, f2) usando dos veces (iii) obtenemos

med(f1, f2, f3, fa)
mCd(fl) mCd(fZI f3' f4))r
med(fy, med(f,, med(f3, f2))).

Si usamos tres veces el algoritmo de Euclides (una vez por cada mcd en la segunda linea

de (6)). Obtenemos el mcd de fi, f>, f3, fa- La proposicion ha sido probada. m

Ejemplo 16.
Calcular el m. c.d de los polinomios f, g, h,i € K[x].
Sean:
f=x6-1; g=x*-1 ; h=x*-3x+2 ; i=x’-1

El comando del méaximo comdn divisor en la mayoria de los sistemas del algebra
computacional solo maneja dos polinomios a la vez. Por lo tanto, para trabajar mas de dos
polinomios, tendra que utilizar el método descrito en la demostracion de la proposicion

anterior.
Consideremos el ideal:
I=(x®—1,x* —1x%x3-3x+2,x2—1) € K[x]

Sabemos que m.c.d (x® —1,x* —1,x3 —3x + 2,x2 — 1) es un generador. Ademas, se

puede verificar que:

mc.d(x®—1,x*—1,x3-3x+2,x2-1)
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m.c.d(m.c.d (x®—1,x*—1),m.c.d (x> -3x+2,x2-1))
lo cual resultan Unicamente dos polinomios.
m.c.d(x*—1 ,x—1)

Ahora encontrando el m. c.d. Para estos nuevos polinomios por medio del algoritmo de la

divisién tenemos:

a=x+1

X% +X
x-1
- x+1

m.c.d (x—1)

Por tanto por medio del algoritmo de Euclides el m.c.d de I es x — 1.
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9.2.3 Ideales Polinomiales

Definicidn 17. Un ideal I c K[x4, ..., x,] €s un ideal monomial si existe un subconjunto
A € 7%, (posiblemente infinito) tal que I estd formado por todos los polinomios que son

sumas finitas de la forma:

Z h,x®

a€EA

Donde h, € K|[x4, ..., x,,]. En este caso, escribimos I = (x*: a € A).

Lema 18. Sea I = (x*: a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio x# € I si y s6lo

si xP es divisible por x%, para algun a € A.

Demostracion:

Si x# es multiplo de x® para algin a € A, entonces x? € I por definicion de ideal.
Reciprocamente, si x? € I, entonces xf =Y5_, h,x*®, donde h; € K[xy,...,x,] Y
a(i) € A. Si desarrollamos cada h; como una combinacién lineal de monomios, vemos que
todo término del miembro derecho de la ecuacion es divisible por algtin x*®. Por tanto, el

miembro izquierdo x# debe tener la misma propiedad. m

Lema 19. Sea I un ideal monomial, y sea f € K|[x, ..., x,]. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

)] fel
i) todo término de f estaen I.

i)  fesuna K — combinacién lineal de los monomios en 1.

Seminario de Graduacion Pdgina 24



Bases de Grobner y Teoria de Eliminacion

Demostracion:

()= (ii). Seal = (x*:a € A) € K[x4, ..., x| v f € I, entonces

N
f= Z hix®®D a(i) € Ay h; € K[xy, ..., Xp].

=1
al desarrollar el producto h;x*® nos quedaran términos de la forma a;jxPx*®, donde
xPx*® € [ lo que significa que cada a;xfx*® € I.

(if)< (iii). Para facilitar la demostracién veamos que si un término pertenece a I el

monomio respectivo pertenece a 1.
1
agx* €l = (a—) (agx*) el =x%*€l
a

Esto lo podemos hacer porque los coeficientes los tomamos del campo K c K|[xy, ..., x,].
Entonces podemos trabajar con monomios en I y luego pasarnos a términos multiplicando

por una constante adecuada al monomio respectivo.

Sea f = Y5, ap;yxfP € K[xy, ..., x,], donde cada ap;x#U) € I. Entonces x#U) € 1.
Por tanto. f es una K— combinaciéon de monomios en I (recuerde que esto significa que f

es una sumatoria de elementos del campo por monomios).

(iii)=(i). Si f esuna K— combinacion lineal de los monomios en I, f es de la forma:

N

f= Z aa(i)xa(i)

i=1

Donde a,y € ky x*® €1, entonces cada a,;)x*? € I, y como f es una sumatoria de

elementosdeI,f €l. m

Colorario 20. Dos ideales monomiales son iguales, si y solo si contienen los mismos

monomios.
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Definicidn 21. Un subconjunto I ¢ K|[xy, ..., x,,] s un Ideal si satisface:
)0el
ii)Sif,g€l, entonces f +gel

iii)Sif €1y h € K[x4, ..., x,] entonces hf € I.

Definicion 22. Sea I ¢ K[xy,...,x,] un subconjunto no vacio. I se llama un ideal

polinomial si:
a)f+gelSiempreque felygel

b) pf €1 Siempreque f € I,y p € K[x4, ..., x,] €5 un polinomio arbitrario.

Definicidn 23. (Sumay Producto de Ideales)

Si 1y ] son ideales, entonces los conjuntos

I+]={f+g:fel,gel}
n
Ijz{kagk:fkel,gkE]connEN,lSkSn
k=1

son ideales.

Lema24.Sif,, ..., f;, € K[xq, ..., x,] entonces

(Fio o o) = {Z hifiihy, o) hg € K[xg, oo, 2]
i=1

es un ideal de K[x4, ..., x,] llamado el Ideal generado por fi, ..., f;.
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Demostracion:
En primer lugar, 0 € (fi, ..., fs) porque 0 = }.7_; 0: f;. Supongamos ahora que

f=2icpifi ¥ 9=2Xi-1qifi yseah € K[xy, ..., x,]. Entonces.
S S S
fH9=) pifit ) afi= ) (ifi+aif)
i=1 i=1 i=1

f49=) 0+ adfi € fur fo)
i=1

Porque es de la forma: };;_, h;f; donde h; = p; + q; € K[xy, ..., x,], ¥

hf = ) (hpOf; € (fur o fo)

porque es de la forma };;_; h;f; donde h; = hp; € K[x4, ..., x,].

Esto prueba que (f;, ..., fs) esunideal. m

Uno de los hechos generales mas importante acerca de los ideales en K|x, ..., x,] es el
Teorema de las bases de Hilbert. En este contexto, una base es otra forma de nombrar al
conjunto de generadores de un ideal cualquiera. Para polinomios en una variable, este

teorema es una consecuencia del algoritmo de la division de polinomios univariados.

Aritmética de los Ideales:

L. I+]={f+glfelge]}

. 1] = figil gi €1,9: €, n €N}
M. I:]={f€Klxy,...x,]l fg €1,V € J}
IV. InJ={f€e€K[xy, .. x,]If €ELf €]}
V. "= fifo fil foo fi €13
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Definicidn 25. Un ideal I es finitamente generado si existen fi, ..., f; € K[xy, ..., X, ]

tales que

I = <f1, ...,fg)
en este caso décimos que fi, ..., fs forman una base de I.

9.2.4 Ordenes Monomiales y Algoritmo de la Division en K[X1,...,xn]

En este capitulo abordaremos algunos de los 6rdenes monomiales orden Lex, DegRevLex,
etc. Para estudiar este problema cuando hay méas de una variable, formularemos un
algoritmo para dividir polinomios en K[x;, ..., x,,] que extienda el algoritmo para K[x]. En
el caso general, la meta es dividir f € K[x4, ..., x,] por fi, ..., fs € K[xq, ..., x,]. Como

veremos, esto significa expresar a f en la forma

f=afi ++asfs +7r

Donde los “cocientes” a4, ..., as y €l residuo r estan en K[x, ..., x,]. Cierto cuidado sera
necesario en decidir como caracterizar al residuo. Aqui es donde usaremos los érdenes
monomiales introducidos anteriormente. Veremos entonces, como el algoritmo de la

division se aplica al problema de la pertenencia a un ideal.

La idea basica del algoritmo es la misma que en el caso univariado: queremos cancelar al
término principal de f (con respecto a un orden monomial fijado) multiplicando y restando
cierto f; por un monomio apropiado. Entonces este monomio se convierte en un término del
correspondiente a;. Antes que establezcamos el algoritmo en general, primero trabajemos

con algunos ejemplos para ver lo que esté involucrado.
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Definicion 26. Un orden monomial en K[xy,...,x,] es una relacion > en zZ,, o

equivalente, una relacion en el conjunto de monomios x%, a € zZ,, que satisface:
(i) > es un orden total (o lineal) en zZ,.
(ii)sia>pyy € zly entoncesa +y > B + 7.

(iit) > es un buen orden en zZ,. Esto significa que todo subconjunto no vacio zZ, tiene un

elemento minimo bajo >.

Lema 27.

Una relacion de orden > en ZZ, es un buen orden si y sélo si toda sucesion estrictamente

decreciente en ZZ,

a(l) > a(2) > a(3) -
es finita.
Demostracion:

Probaremos esto con el contra reciproco: > no es un buen orden si y s6lo si existe una

sucesion estrictamente decreciente infinita en ZZ,,.

(=) Si > no es un buen orden, entonces algin subconjunto no vacio S c ZZ, no tiene
elemento minimo. Escojamos a(1) € S. Como a(1) no es elemento minimo, de modo que
existe un a(2) € S con a(1) > a(2). Pero a(2) no es el elemento minimo, de modo que
existe un a(3) €S son a(2) > a(3). Continuando de esta manera, obtenemos una

sucesion estrictamente decreciente
a(l) > a2) > a(3) > -
(<) Dada una sucesion infinita estrictamente decreciente,

a() > a(2) > a3) > -

entonces {a(1), a(2), a(3), ... } es un subconjunto no vacio de ZZ,. Que no tiene elemento

minimo. Por tanto > no es un buen orden. m
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Definicion 28. (Orden lexicogréafico) Sea a = (ay,..,an) YB = (By, ... Bn) € zL.
Decimos que a >, B si, en la diferencia vectorial « — 8 € z", la primera componente no

nula por la izquierda es positiva. Escribiremos x* >, ., xf sia >,., B.
Proposicion 29. El orden lexicogréafico en zZ, es un orden monomial.
Demostracion:

(i) Que >,., es un orden total se deduce directamente de la definicion y del hecho que el

orden numérico usual en z, es un orden total.

(ii) Si a >, B, entonces la primera componente no nula mas a la izquierda en a — .
Digamos a,—fx > 0 es positiva. Pero x%-x¥ = x**Y y xF - x¥ = xA*Y. Entonces en
(a+y)—(B+y)=a-—pB,laprimera componente no nula méas a la izquierda es de nuevo

ak—ﬁk > 0.

(iii) Supongamos que >;., no fuera un buen orden. Entonces por el lema (27), existiria

una sucesion estrictamente decreciente infinita
a(l) >Lex CZ(Z) >Lex (X(3) ZlLex >
de elementos de zZ,. Mostraremos que esto conduce a una contradiccion.

Consideremos las primeras componentes de los vectores a(i) € zZ,. Por definicion del
orden Lex, estas primeras componentes forman una sucesion no creciente de enteros no
negativos. Como zZ, es bien ordenado, las primeras componentes de los a(i) deben
eventualmente “estabilizarse”. Es decir, existe un K tal que todas las primeras componentes

de los a(i) coni = K son iguales.

Comenzando en a(K), la segunda y las subsiguientes componentes entran en juego en
determinar el orden Lex. Las segundas componentes de a(K),a(K + 1), .... Forman una
sucesion decreciente. Por el mismo razonamiento de antes, las segundas componentes
también se “estabilizan” en algin momento. Continuando de la misma manera, vemos que
para algin I, las a(l),a(I + 1),... son todas iguales. Esto contradice el hecho que

a(l) >exa(l+1). =
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Observacion 30:

Es importante comprender que existen muchos ordenes Lex, dependiendo de como las
variables son ordenadas. Hasta aqui, hemos usado el orden Lex con x; > x, > -+ > x,,.
Pero dado cualquier orden de las variables x,...,x,, existe un correspondiente orden
lexicografico. Por ejemplo, si las variables son x y y, entonces obtenemos un orden Lex
con x > y y un segundo con y > x. En el caso general de n variables, existen n! 6rdenes
Lex. En lo que sigue, la frase “orden Lex” se referird a uno con x; > -+ > x,, @ menos que

se indique lo contrario.

En el orden Lex, notamos que una variable domina a cualquier monomio que involucre
solamente a las variables menores, sin importar su grado total. Asi, por el orden Lex con
x>y >z tenemos x >, y®z*. Para ciertos propésitos, podemos también necesitar
tomar en cuenta los grados totales de los monomios y ordenar monomios de mayor primer

grado. Una manera de hacer esto es con el orden lexicografico graduado.
Ejemplo 31. (Orden lexicogréafico)
Lo desarrollaremos en el siguiente ejemplo; K[x,y,z] ,x >y > z;
Tenemos los monomios

(a)x6y322

(b) x3y*z

Vamos a ordenar estos monomios segun el orden Lex.

Entonces:

2 3.,,4
>Lex X"y

xby3z
=(6,3,2) — (3,41)

=(3,1,1)
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Por tanto

64,3 ,2

xX"y'z > Lex x3y4z

Definicion 32. (Orden Lexicogréfico Graduado)
Seaa.f € zl,. Decimos que @ >pegrex 5, Si

|0(|= 7i1=1ai>|ﬁ|= ?=1ﬁi' ) |a|=|ﬁ| ya>lexﬁ-

Vemos que el orden lexicografico graduado ordena con el grado total primero, luego

cuando son iguales usamos el orden lexicogréfico.

Ejemplo 33. (Orden Lexicografico Graduado)
Lo desarrollaremos en el siguiente ejemplo; K[x,y,z] ,x >y > z;
Tenemos los monomios
(@) x6y322
(b) x3y*z
VVamos a ordenar estos monomios segun el orden DegLex.

Entonces:

64,32 34,4
X"y z >DegLex xXy'z

(6+3+2)=11 Y |B3+4+1)|=8

Por tanto

6,,3,2 3.4
xX'y'z >DegLex X'y'z
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Definicidn 34. (Orden Lexicografico Graduado Revertido)
Sean a.f € zJ,. Decimos que @ >p.grevrex B Si-

lal =YY" a; > Bl =218, O |al =|Blyena—p €Z" laprimera componente no

nula por la derecha es negativa.
Ejemplo 35. (Orden Lexicografico Graduado Revertido)
Lo desarrollaremos en el siguiente ejemplo; K[x,y,z] ,x >y > z;
Tenemos los monomios

(a) x°y?z

(b) x2y4zz
VVamos a ordenar estos monomios segun el orden DegRevLex.
Entonces:

x°y?z >pegreviex X°y*z?
|(G5+2+1)|=8 Y |2+4+2)|=38

Como vemos el grado total de los monomios son iguales, entonces usamos la diferencia

vectorial, encontrar la primera componente no nula por la derecha sea negativa.

Luego:
x5y?z >DegRevLex x2y*z?
=G+2+1) - (2+4+2)
=3,-2,-1)
Por tanto

54,2 2.,4,2
xX'y“z >DegRevLex xX"y'z
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Definicién 36. (Orden Lexicografico Inverso)

Sean a.f € zZ,. Diremos que @ >;..in B, Si Y s6lo si en la diferencia vectorial @« — 8 €

z", la primera componente no nula por la derecha es positiva.
Ejemplo 37. (Orden lexicografico Inverso)
Lo desarrollaremos en el siguiente ejemplo; K[x,y,z] ,x >y > z;
Tenemos los monomios

(a) x°y?z

(b) x2y4zz

Vamos a ordenar estos monomios segun el orden Lexin

Entonces:
xX°y*z Spen  XPy*2?
=0G+2+1) - 2+4+2)
=(3,-2,-1)
Por tanto
xX2y*z?  Speun X°y'z

Observacion 38.

Para aclarar la relacion entre el orden lexicografico graduado del orden lexicografico
graduado revertido, observe que ambos usan el grado total del mismo modo. Pero la

diferencia estd en que DegLex usa el orden Lex.

Es decir, mira la variable (mayor 0) méas a la izquierda y escoge la mayor potencia. En
cambio, cuando en el DegRegLex coinciden los grados totales, mira la variable (menor 0)

mas a la derecha y escoge la menor potencia.
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Existen muchos otros drdenes monomiales ademas de los considerados aqui. Muchos de los
sistemas de algebra computacional implementan el orden lexicografico y muchos también

permiten otros érdenes, tales como DeglLex y DegRevLex.

Nota 39. Ejemplos de 6rdenes Monomiales en anexo 12.1 pagina 93.

Definicidn 40. (Multigrado, Coeficiente y Monomio Principal)
Sean f = Y., a,x“ un polinomio no nulo en K|[xy, ..., x,] Yy > un orden monomial.

El Multigrado de f es

multigrad(f) = max{a € Z%, : a, # 0}.
(El maximo es tomado respecto a >).
El Coeficiente Principal de f es

cp(f) = amuitigraacr) € k-

El Monomio Principal de f es
mp = xmultigrad(f)
(Con coeficiente 1)
El Término Principal de f es

tp(f) = cp(f) - mp(f)

para ilustrar, sea f = 6xy3z + 3y?z — 7x* — 8x2y3 y sea > el orden lexicografico.

Entonces:

multigrad(f) = (4,0,0) cp(f) = -7 mp(f) = x* tp(f) = 7x*

En los ejercicios, se mostrara que el multigrado tiene las Utiles propiedades siguientes.
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Lema 41.
Sean f, g € K[x4, ..., x,] polinomios no nulos.
Entonces:
(i) multigrad(fg) = multigrad(f) + multigrad(g).
(ii) Si f + g # 0, entonces
multigrad(f + g) < max{multigrad(f), multigrad(g)}

Si, ademéas multigrad(f) + multigrad(g), se cumple la igualdad.

Teorema 42. Algoritmo De La Divisién Multivariado

Fijemos un orden monomial > enZ%, y sea F = (fy, ..., fs) una S — uplas ordenada de

polinomios en K [x4, ..., x,]. Entonces todo f € K|[x, ..., x,,] Puede ser escrito en la forma:
f=aifi ++asfs+r

Donde a; r € K[x4,...,x,], yr =0 0 r es una combinacién lineal de monomios (con
coeficientes en K), ninguno de los cuales es divisible por alguno de tp(fy), ..., tp(fs).

Llamaremos a r un residuo de division de f por F. Ademas, si a;f; # 0, entonces tenemos

multigrad (f) > multigrad(a;f;).
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Dividendo

Divisores I

La importancia de poder dividir m por una s — upla de polinomios, con s > 1, es porque
mas adelante los divisores g; seran considerados como generadores de algun ideal I; en
particular; teniendo presente que los ideales en K[xy,...,x,] para n = 2 no podran ser

generados por cualquier polinomio.

Ejemplo 43.
Para ilustrar el Algoritmo de la Division en K|[x, ..., x,].
Dados:
fi=3x3—4x?—5x -2
f2= x? =1

fs=x-2
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Dividiendo f; por f, y f; Obtenemos:

a, :3x—4
a; -2 r

f,=x"-1 3x® —4x* -5x -2
f,=x-2 -3x° +3X

—4x* —2x -2

NG —4

-2X -6

2x -4

-10

0 wep —10

Por tanto:

3x3 —4x? —5x—-2=0Bx—-4)x*—-1 +(-2)x—2-10

Definicidn 44. Sea I c K|[x4, ..., x,] un ideal distinto de {0}.
Denotamos por tp (1) al conjunto de todos los términos principales de los elementos de I.
Asi

tp(I) = {cx*: existe f € I con tp(f) = cx*}

denotamos por (tp(1)). Al ideal generado por los elementos tp(1).

Proposicion 45. Sea I c K|[x;, ..., x,] un ideal.

(tp(I)) es un ideal monomial.

Existen g4, ..., g; € I tal que (tp(D)) = (tp(gy), ..., tp(gp)).
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9.3 Metodologia

9.3.1 Tipo de investigacion

El presente estudio, segun el disefio es de tipo descriptivo, ya que se describe el algoritmo

de Buchberger por medio de losS — polinomios y los criterios de los S-pares de
Buchberger, la idea inmediata es tratar primero de extender el conjunto generador original
hasta conseguir una base de Grdbner, luego describimos el teorema de eliminacion, el paso
de eliminacién significa dar un procedimiento sistematico para encontrar elementos de I,
(I — ésimo, ideal eliminacién), con un orden monomial apropiado, las bases de Grobner
nos permite hacer esto instantaneamente, describimos el teorema de extension que se utiliza
para eliminar cualquier nimero de variables. Todo esto es fundamental para la resolucion
de sistemas de ecuaciones polinomiales, asi como también la solucién de un problema

aplicado y se hace mencion de las aplicaciones de la bases de Grobner.

9.3.2 Recursos computacionales

En el desarrollo del presente trabajo llevamos a cabo la resolucion del problema de interés,
resolver sistemas de ecuaciones polinomiales, los cuales se logran por medio de la
obtencion de una base de Grobner. Para encontrar una base de Grébner observamos que se
requiere de mucho tiempo y de mucha destreza en el calculo aritmético, los cual nos lleva a
la necesidad de utilizar una herramienta que nos facilitara la obtencion de dicha base de
Grobner.

El problema planteado es de actual interés por tanto como herramienta basica se utiliza el
software CoCoA 4.7.5 para facilitar la obtencion de una base de Grébner, como también se
utiliza para obtener ideales de eliminacion que nos permite encontrar la variedad de un

sistema de ecuacion polinomial.

Cabe mencionar que en la actualidad existen diversos software para dar solucién a un
sinnimero de problemas matematicos tales software son (Maple, Mathematica, Reduce,

Axiom, Macaulay, CoCoA, Sage, etc.)
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9.3.3 (Qué es CoCoA?
Computations in Commutative Algebra

El CoCoA es un sistema de algebra computacional. Es libremente disponible y se puede
encontrar en Internet, en la direccién URL

http://cocoa.dima.unige.it

CoCoA se entendera “Calculos en Algebra conmutativa”. Es capaz de realizar operaciones
sencillas y sofisticadas en polinomios multivariados y sobre diversos datos relacionados
con ellas (ideales, modulos, matrices, funciones racionales). Por ejemplo, se puede calcular
facilmente las bases de Grobner, sicigias y resolucion minima libre, interseccion, la
division, el radical de un ideal, el ideal de los sistemas de cero-dimensionales, series de
Poincaré y funciones de Hilbert, factorizacion de polinomios. Las capacidades de CoCoA y
la flexibilidad de su uso se han mejorado ain més por el lenguaje de programacion de alto
nivel dedicado. Para mayor comodidad, el sistema ofrece una interfaz textual, un modo de

Emacs, y una interfaz grafica de usuario comun a la mayoria de las plataformas.

Cabe destacar que en el presente trabajo se utiliza el software CoCoA 4.7.5 y que a partir
de este momento todos los ejemplos resueltos manualmente se presentaran por medio del
software CoCoA 4.7.5.

Aqui mostramos el ejemplo (43) realizado por medio del software CoCoA 4.7.5.

Use R ::= QQ[x,y,z],Lex;
F 1= 3x"3-4x"2-5x-2;
L := [x"2-1,x-2];
Print "El resultado de la divisién algebraica es:";
DivAlg(F, L);

El resultado de la division algebraica es:
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9.4 Sistemas de Ecuaciones Polinomiales

La geometria algebraica es la parte del algebra que se ocupa de los sistemas de ecuaciones

polinomiales con més de una incégnita y cuyas soluciones son elementos de un cuerpo.

Los sistemas de ecuaciones polinomiales aparecen en muchos modelos matematicos de
sistemas fisicos, en el estudio de estructuras algebraicas y en la descripcion algebraicas de
objetos geométricos. Por tal razon debemos tener en mente que la meta principal es resolver

dichos sistemas.

En este capitulo pretendemos aprender un poco sobre la naturaleza de las variedades.

9.4.1 Algoritmo de Buchberger y Bases de Grébner

Buchberger bautizo estas bases con el nombre de bases de Grobner, en honor a su director
de tesis, W. Grobner, que estimuld su interés por este problema, en realidad, H. Hironaka
habia descubierto ya este tipo de bases con antelacién, a las que llamé bases estandar. Sin
embargo, aunque demostré su existencia, su demostracion, que no era constructiva, no
arrojaba luz sobre el problema de cémo calcularlas. Buchberger, junto a su demostracion,
present6 un algoritmo que permitia construir una base de Grébner a partir de un conjunto

de polinomios dado.

Las bases de Grobner, aunque inicialmente no tuvieron demasiada difusion, tuvieron
finalmente un gran impacto en areas muy diversas. Se emplean fundamentalmente para
resolver el problema de la pertenencia al ideal en un anillo de polinomios y para decidir la

relacién de congruencia inducida por el ideal.
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Una corta historia B. Buchberger.

Comencé mis estudios en matematica en 1960 en la Universidad de Innsbrukc, Austria, a la
edad de 17 afos. A partir de 1963 empecé a ganarme la vida trabajando como programador
tiempo completo. A principios de 1964 trate de encontrar un tema para mi tesis de

doctorado y asisti al seminario del profesor Wolfgang Grébner (1899-1980).

Un dia, en su seminario, el presento un “método” para encontrar una base linealmente
independiente para el espacio vectorial del anillo de clases residuales de un ideal
polinomial generado por un conjunto de polinomios (multivariados) y pregunto “cuando,
para un conjunto de polinomios dados este método puede finalizar garantizando que la base
obtenida mediante este sea una linealmente independiente” y, si este fuese posible como
este método podia ser implementado en un cerebro electronico. Yo pensé “esta €S mi
oportunidad”, y después del seminario lo busque en su oficina y le pregunte si me podia
permitir trabajar en esta pregunta. El asintid, le pregunte si existia literatura sobre este
tema y me respondi6 que no, ademas no me dijo que el problema (mejor dicho una version
de este problema) era conocido como “El problema principal de la teoria de ideales

polinomial”) en el famoso libro de algebra de VVan Warden.

Luego Siguieron meses de trabajar duro seguidos con decenas de intentos de atacar el
problema por un lado y por otro. Entonces, en algin momento de claridad. Vi que los
puntos decisivos en los que ‘“algo interesante” podia suceder durante el proceso de
reduccién con respecto a un sistema de polinomios eran los minimos comun multiplos de
los términos principales de los polinomios, la nocién de lo que entonces llamarias “S —
polinomios” (S por el tipo especial de “sustraccion”) y que si se sabe que los S —
polinomios reducen a cero, todas las reducciones de los polinomios en el ideal deben

reducirse también a cero. A partir de este momento, todo fue rapido y facil.

Mi algoritmo consistia de repetidos calculos de S — polinomios, correccion de la prueba,
finalizacion de la prueba, implementacion en el lenguaje del computador, y primeras
consideraciones de complejidad, primeras aplicaciones (para resolver sistema de ecuaciones
polinomiales, para célculos de Hilbert) y también la nocion de “base con la propiedad “base

de Grobner”).
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En 1965 entregue mi tesis, en la oficina de estudios de mi profesor Wolfgang Grébner,
Pienso que tenia suficientes pruebas de que no leeria mi tesis, mas bien, se la entregd a un
asistente para revisarle, recibi algunos comentarios sin importancia de su asistente y esto si
era importante una carta de la oficina de estudio que decia que mi tesis habia sido aceptada
y que era admitido para el examen final. Grébner en ese entonces, nunca me dio un
comentario de mi trabajo, siendo franco, estaba completamente frustrado por esto Como
consecuencia, cambie completamente mi campo, pero, antes de hacer esto, afortunadamente

publique los resultados de mi tesis en un articulo periodistico.

En 1976 cuando las bases de Grobner aparecen en el tapete de una manera bien rapida: fui
invitado a dar una charla sobre mi nueva investigacion (“machine Independent algoritm
theory”) en la Universidad de Kaiserslautern. Antes de mi charla, un colega vino a mi
oficina (su nombre es Ruidiger loos). El era un fisico de educacion y me dijo “Sefior
Buchberger, no quiero asistir a su charla. No porque no tenga tiempo si no porque
encuentro, de cierto modo el titulo de su charla tonta”. Claro que quede en shock por un
momento y luego pensé que quizas estaba en lo correcto. Pero antes de ceder, cogi toda mi
resistencia: psicoldgica y pregunte: “¢Sefior Loos, que es lo que estd haciendo que
aparentemente cree que es importante y no tonto?” El respondi6: “Soy fisico necesitamos
nuevos algoritmos matematicos, no los numéricos sino exactos, algebraicos y, en esta area,
aparentemente, para los problemas mas simples no sabemos algoritmos” Replique “por
ejemplo”. Loos: “Dados dos polinomios multivariados y un conjunto de relaciones laterales
polinomiales queremos saber si los dos polinomios dados son equivalentes bajo las
relaciones laterales. Si bien todo esto puede ser expresados en términos de +,* y variables,
nadie parecer tener un algoritmo para este aparentemente simple problema”. Sefior Loos,
creo que sé como resolver su problema”. El me vio dubitativamente y yo le prometi
enviarle mi articulo de Aequationes Mathematica, al dia siguiente me telefoned diciendo:
“Buchberger”, esto es fantastico, por favor escribe lo méas pronto posible una presentacion

detallada de tu algoritmo y su teoria para nuestra revista ACM SIGSAM.
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A partir de este momento, mi vida cambio drasticamente, fue como una explosion:
invitaciones a muchas conferencias, instituciones, etc. Muchos grupos en el mundo
empezaron a investigar mi “Teoria de las bases de Grobner” y el interés de las

investigaciones sobre mi teoria continda extendiéndose hasta el presente.

Definicion 46. Fijemos un orden monomial. Un conjunto finito ¢ = {g4, ..., g¢} de un

ideal I es una base de Grébner para I (0 base estandar) si

(tp(g1), ..., tp(ge)) = (tp(1)).

Equivalentemente, aunque muy informal, un conjunto G = {g4, ..., g:} © I s una base de

Grobner de I si y sélo si el término principal de cualquier elemento de I es divisible por uno

de los tp(g;).

Colorario 47. Fijemos un orden monomial. Entonces un ideal I # {0} c K[x4, ..., x,,] tiene

una base Grobner. Ademas, toda base de Grébner de un ideal I es una base de 1.

9.4.1.1 Propiedades de las Bases de Grobner

Proposicion 48. Sea G = {g,, ..., g:} una base de Grébner para un ideal I c K[xy, ..., x,],
y sea f € K[x4, ..., x,]. Entonces existe un uUnico r € K[x4, ..., x,] con las siguientes

propiedades.

i) Ningun término de r es divisible por cualquiera de tp(g1), ..., tp(g:)
i) Existeung e Italque f =g+ .
En particular, r es el residuo en la division de f por G sin importar como los elementos de

G sean listados cuando usemos el algoritmo de la division.
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Observacion 49.

El residuo r es a veces llamado la forma normal de f y sus propiedades de unicidad seran
exploradas en los ejercicios. En realidad las bases de Grébner pueden ser caracterizadas por

la unicidad del residuo.

Aunque el residuo r es tnico, para una base de Grobner, los “coeficientes” a; producidos
por el algoritmo de la division f = a,;g; + -~ +a.g; + r pueden cambiar si listados los

generadores en un orden.

Corolario 50. Sea G = {g4, ..., g} una base de Grobner para un ideal I ¢ K[xq,...,x,]. Y
sea f € K[xy, ..., x,]. Entonces f € I si y sélo si el residuo de la division de f por G es

cero.

Definicion 51. Denotaremos por f¥. Al residuo que resulta de dividir £ por la S — upla
ordenada F = (fy, ..., f;). Si F es una base de Grébner para (fi, ..., f5), entonces podemos

considerar a F como un conjunto (sin orden en particular).

Ejemplo 52.

Sea f:x°y? con F:(x3y? —y3,x°y3 —y3) € K[x,y]

a,: x’+y
a;:0 r
f, = x3y? —y? x°y?
f, = xPy*—y® ~xfy? 1 %%y
X3y3
Xy gyt
y4
y4
Q m— y*
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Entonces:

T

{x3y2—y3,x5y3—y3}
64,2 — 4
x°y =Yy

Puesto que con el algoritmo de la division produce
xy? = (2% +y) (*y* = y°) + 0(x°y® — y%) + y*

Comprobacién mediante CoCoA.

Use R 1= QQ[x,y,z],Lex;
F = x"6y"2;
L := [x"3y"2-y"3,x"5y"3-y"3];
Print "El resultado de la division algebraica es:";
DivAlg(F, L);

El resultado de la division algebraica es:

Discutiremos después cémo saber si un conjunto generador dado de un ideal es una base de
Grobner. Como hemos indicado, el “obsticulo” para que {fi,...,f;} sea una base de
Grobner es la posible aparicion de combinaciones polinomiales de los f; cuyos términos
principales no estén en el ideal generado por tp(f;). Una forma en que esto pueda ocurrir es

si los términos principales en una combinacién adecuada
af _ phyB
ax“f; — bxP f;
Se cancelan, dejando solo términos mas pequefios. Por otra parte,

ax“f; —bxﬁfj el,
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Asi su término principal esta en (tp(I)). Para estudiar este fendbmeno de cancelacion,

introducimos las siguientes combinaciones especiales.

Definicion 53. (§ — polinomio) Sean f, g € K[x, ..., x,] polinomios no nulos.

Si el multigrad (f) = a y el multigrad (g) = 8, entonces p = (y4,..., ) donde
p; = max(a;, f;) para cada I. Llamamos a x” el minimo comin mdaltiplo del mp (f) y

mp (g), y escribimos

xP = mem(mp (), mp (9)).

El S — polinomio de f y g es la combinacion
xP xP

FOITIOR

S(f,9) = g

Un S — polinomio S(f, g) esté disefiado para producir la cancelacion de los términos

principales.

Ejemplo 54.

Calcular el S — Polinomio de f = (4x%z — 7y?), g = (xyz? + 3xz?) € R[x,y] conel

orden Lex.
xP xP
VD =%m e ?
xP = x?yz*
tp(f) = 4x*z
tp(g) = xyz*

x%yz?

x?%yz? 2 2 2 2
S(f,9) =4x—22(4x z—T7y%) — (xyz* + 3xz°)

xyz?

S(f,9) = %(49622 - 7y?) — x(xyz? + 3xz?%)
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S(f,9) = x*yz* — %y3z — x2yz? — 3x?22
S(f,9) = —%y3z — 3x%z72

Ordenando segun Lex.

7
S(f,g) = —3x%z% — Zy?’z

Comprobacién de S — polinomios mediante CoCoA.

Use R ::= QQ[x,y,z],Lex;

Fl1:= 4x"2z-7y"2;

F2:= xyz"2+3xz"2;

TP1:=LT(F1);

TP2:=LT(F2);

M:=LCM(TP1, TP2);
SPOLY:=(M/TP1)*(F1)-(M/TP2)*(F2);
Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:

- 3x"2z"2 - 7/14y"3z
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Nota 55. Cabe destacar que el algoritmo que presentamos para calcular S — polinomios es
un algoritmo especial que fue programado para correrse en el CoCoA 4.7.5, esté programa
fue elaborado por nuestro equipo de investigacion, ademas de esté programa existen otros

software que calculan directamente S — polinomios como el Mathematica, Maple, etc.

Comprobacién de S — polinomios mediante Maple.

with( Groebner) -
[r=4*x"2%z — T*y"2:
gi=xF*y*zA2 + 3*x* N2
SPolynomial( f, g, plex(x, y, z) );

“12x° 2 —7y3z

Lema 56. Supongamos que tenemos una suma Y;_,c;f;, donde c¢;€ K y el
multigrad(f;) = § € Z%, para todo i. Si el multigrad(3i-,c;f;) <&, entonces
Y.i=1 ¢if; es una combinacién lineal. Con coeficientes en K, de los S — polinomio S(fj,fk)

para 1 < jK <'s. Ademas cada S(fj,fk) tiene multigrad < §.

Teorema 57. (Criterio de los § —pares de Buchberger)

Sea I un ideal polinomial. Entonces una base G = {g,, ..., g:} de I es una base de Grébner
de I si y solo si para todas las parejas i # j, el residuo de la division de S(g;, g;) por G

(listado en cierto orden) es cero.
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Demostracion:

(=) Si Ges una base de Grobner, entonces, dado que S(g;, g;) € I, el residuo de la
division por G es cero por el Corolario 50.

(&) Sea f € I un polinomio no nulo. Debemos probar que si todos los S — polinomios
tienen residuo cero al dividirlos por G, entonces tp(f) € (tp(g1), ..., tp(g:)). Antes de dar

los detalles, vamos a bosquejar la estrategia de la demostracion.
Dado f € I = (g4, ..., g¢), existen polinomios h; € K|[x4, ..., x,,] tales que
f = Xi-1higi (2
Del lema 18, se sigue que
multigrad (f) < max(multigrad (h;g;)) 3)

Si la igualdad no ocurre, entonces alguna cancelacion entre los términos principales de (2)
debe ocurrir. El lema 56 nos permitira reescribir esto en términos de los S — polinomios.
Entonces nuestra suposicion de que los S — polinomios tienen residuo cero permitira
reemplazar los S — polinomios por expresiones que involucren menos cancelaciones. Asi,
obtendremos una expresion para f que tenga menos cancelaciones de términos principales.
Continuando de esta manera, encontraremos eventualmente una expresion (2) para f donde

la igualdad ocurre en (3). Entonces
multigrad (f) = (multigrad (h;g;))

Para algun i, y de ello se seguird que tp(f) es divisible por tp(g;). Esto demostrard que

tp(f) € (tp(g1), ..., tp(g+)), que es lo que queremos probar.

Demos ahora los detalles de la demostracion. Dada una expresion (2) para f, sea m(i) =

multigrad (h;g;), y definamos § = max(m(1), ..., m(t)).
Entonces la desigualdad (3) se vuelve
multigrad (f) < 6.

Ahora consideremos todas las posibles maneras en que f puede ser escrito de la forma (2).

Para cada una de estas expresiones, obtenemos posiblemente un & diferente. Ya que un
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orden monomial es un buen orden, podemos seleccionar una expresion (2) para f tal que §

sea minimo.

Mostraremos que una vez que este § minimo es escogido, tenemos multigrad (f) = 4.
Entonces la igualdad ocurre en (3), y como observamos, se sigue que tp(f) €

(tp(g4), ..., tp(g;)). Esto probaré el teorema.

Resta probar que multigrad (f) = §. Probaremos esto por contradiccion. La igualdad
prueba fallar solo cuando el multigrad (f) < &. Para aislar los términos de multigrado &,

escribimos f en la forma siguiente:

f = 2m@=shigi + mwy<s higi = Zmwy=s to(hi) g; + Zm(i)<5(hi - tP(hi)) 9i + Xmi)<s higi (4)
Los monomios que aparecen en la segunda y la tercera suma del miembro derecho de la

igualdad tienen multigrad < &. Asi, la suposicion de que multigrad (f) < 6 significa

que la primera suma también multigrad < é.

Sea tp(h;) = c;x*®, Entonces la primera suma

tp(h))gi = Z cix®® g,

m(i)=68 m(i)=8
tiene exactamente la forma descrita en el lema 65 con f; = x*®g;. Asi el lema 56 implica

esta suma es una combinacion lineal de los S — polinomios. S(x*@Wg;,x*® g, ). Sin

embargo,

x8 1

_ X alg X jatog

S(x“(j)gj ) xa(k)gk) —

x® x®
=79 39
tp(g;) T tp(gi) 7F
x%. xYik x%. xYik

= Vi, tp(gj) 95 = 5] tp(gx) Ik

xVik xYik
to(g;) 9i ™ g I¥

= x5 7k [
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= x°7V* S(g;, gi)
Donde x¥i* = mem(mp(g;), mp(gy)). Asi existen las constante cj, € k tales que
Ym=s tP(h)gi = Xji Cjie x° VI8 S(gj, gie) (5)

El proximo paso es usar nuestra hipétesis de que el residuo de S(g;, gx) en la division por
los g4, ..., 8¢ es cero. Usando el algoritmo de la division, esto significa que cada S —

polinomio puede ser escrito en la forma

S(g;,9x) = Xi-1 aijrgi (6)

Donde a;j, € K[x4, ..., x,]. El algoritmo de la division también nos dice que

multigrad (a;jxg;) < multigrad (S(g;, gx)) (7)

Para todo i, j, k ver Teorema (42). Intuitivamente, esto dice que cuando el residuo es cero,
podemos encontrar una expresion para los S(g;, gx) en términos de G donde los términos

principales no todos se cancelan.
Para explotar esto, multiplique la expresion para los S(g;, g,) por x®~Yik para obtener
t
x®7VikS(g;, gi) = Z bijrgi
i=1
Donde b, = x5‘kaaijk. Entonces (7) y el Lema (56) implica que
multigrad (bijkgl-) < multigrad (x‘s"’ka(gi,gk)) <é (8)
Si sustituimos la expresion de arriba para x®~YiS(g;, gx) en (5), obtenemos la ecuacion.
tp(hi)g; = Z cire x°7V% S(gj, gx) = Z Cik (Z biiji) = Z hig:,
La que por (8) tiene la propiedad que para todo i,

multigrad (hg;) < &
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Para el paso final de la prueba, sustituyamos Y., ;)=s tp(h;)g; = X; h;g; en la ecuacion (4)
para obtener una expresion para f como una combinacion polinomial de los g; donde todos
los términos tienen multigrado < & esto contradice la minimalidad de & y completa la

prueba del teorema. m

Teorema 58. (Algoritmo de Buchberger)
Sea G = (g1,--,9s) € (p")*una tupla no nula de elementos los cuales generan un
submodulo M = (gy, ...,gs) € p". Para i = 1,...,s5 , sea mp,(g;) = ¢;tie,, con ¢; € K\

{0},t; e T", yy; € {1, ...,r}. Considere la siguiente secuencia de instrucciones.

1) SeaS’=syB=={(i,j) |1Si<j£ s',yizyj}.

2) Si B =@, retorna el resultado G. De otro modo, escoger un par (i,j) EB Yy
eliminarlo de B.
3) Calcular
Sij = 7 9i — L 9gj
7 emed(ty, ty) cymed(t;, t;)

Y RNg;(S;;). Siel resultado es RN, (S; ;) = 0, continuar con el paso 2).

4) Incrementar s' en uno. Afiadir g, = RN;¢(S;;) a G y el conjunto de pares

{(i,j) |1 i<j< s,y = yj} a B. Entonces continuar con el paso 2).

Este es un algoritmo, es decir que se detiene después de un numero finito de pasos. Retorna

unan — uplas G de vectores los cuales forman una ¢ — base de Grobner de M.

Prueba. Cada vez que el paso 2) es ejecutado, un par es cancelado de B. El conjunto B es
ampliado solo en el paso 4). Cuando esto ocurre, un elemento es afiadido a G el cual tiene
un término principal, con respecto a o, que no estd en el submoédulo generado por los
términos principales de los elementos previos de M. Por consiguiente, el paso 4) debe ser
ejecutado solo un numero finito de veces, es decir, el procedimiento se detiene después de

un namero finito de pasos.
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Ejemplo 59. Encontrar una base de Grobner para el ideal 1.

Consideremos el anillo K[x, y, z] con el orden lexicografico y sea:
I ={f1, fo) = (x*y? — z, ,xy*z — xyz).

fi=x%y" —z

fo = xy%*z —xyz

f1, f> Se encuentran ordenados segun el orden lex.

Ahora encontrando S — polinomios parafi, f,, tenemos la formula.

xP xP

BB = 5y h oG

)fZ

xP = x2y’z
tp(f1) = x*y?
tp(f2) = xy*z

S(fufe) = 3;223;222 (x?y2—2z)— (xy Z — XYyZ)

xy2z
S(fufz) = 2(x*y* — 2) — x(xy*z — xyz)
S(fufz) = x%y%z —z% — x*y?z + x%yz

S(fufe) = —z* + x*yz

Ordenado segun Lex.

S(fufz) = x*yz — 2*
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Luego utilizando el algoritmo de la division para S(flfz) por f1 Yy fs.

a,:0
a,:0 r
f,=x*y* -z x’yz —1°

f, =xy’z—xyz 0

x’yz —7°
— 7’ — X’ Y7
0 e— )(Zyz_y2

Ya que nuestro residuo no es nulo. Por tanto, debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador, como un nuevo generador. f3 = xzyz — 7?2

Entonces  F = {fi fo, fs} = {x*y? — z,xy?z — xyz, x*yz — z°}.

—F
Por otro lado determinando S(flfz) Obtenemos:

a:0

a,:0

a;:1
f1:)(2 ‘-z : 2 2
s , Xyz -1
fz:xzyz—)?zl —Xyz+ 2
s =

S(f1,f2)F =0
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Encontrando S — polinomio S(f4 f3)

xP = x%*y?’z
tp(f1) = x%y?
tp(f3) = x*yz

x2y2z x2y2z
S(fufs) = 57 (x?y?—z)— o

(x*yz —z?)
S(fufs) = 2(x*y* — 2) — y(x*yz — z%)

S(fufs) = x%y%z — 2% — x*y?z + yz°

S(fufs) = —z* + yz*

Ordenado segln Lex.

S(f1,f3) = yz? — z*

Luego utilizando el algoritmo de la divisién para S(f1,f3) por F

a:0
a,:0
£ oxty? 7 a32.02 r
f, =xy’z—xyz e o
f, =x%yz -2z 0
yz* —7°
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Ya que nuestro residuo no es nulo. Por tanto, debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador, como un nuevo generador f, = yz? — z2.

Entonces
F= {fl,fz;f3,f4} = {x?y? — z,xy%z — xyz,x*yz — 2%, yz* — z*}

——F
Por otro lado determinando  S(f; f;) Obtenemos:

a =0

a,=0

a, =0
f,=x*y* -z % =1
1= 2y yZZ—ZZ
fZ:X{Z_ng —yZ? +7?
f,=x"yz-z B —
f4:y22_22

——————F

S(fl,f3) =0

Encontrando S — polinomio S(ff4)

xP = x%y%72
tp(f1) = x*y>
tp(fy) = yz*

2,22 2,,2,2
S(hf) =5 (x?y? —2) = 2L (y22 - 22)

S(fifs) = 22(x%y? — z) — x?y(yz?* — z?%)

S(fufa) = x*y?z?% — 2% — x%y?2% + x%yz?
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S(fl,f4-) = _Z3 + nyZZ

Ordenado segun Lex.
S(flf4) = x2yz? — 73

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f ;) por F

8 =0
a,=0
a;,=0
) s a,=0
f,=xy" -z ﬁyf—za
— w27
, =
0
f, =yz* -2

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningln cambio.
F={fifo f3. fu} = (x?y? = z,xy*z — xyz,x*yz — 2%, yz* — 2}

Encontrando S — polinomio S(f, f53)

xP = x?y*z

tp(f2) = xy*z
tp(f3) = x*yz

2,2 24,2
S(fa, f3) = =22 (xy?z — xyz ) — == (x%yz — 2%)

xy2z x2yz

S(fa f3) = x(xy*z — xyz) — y(x*yz — z?)

S(fa f3) = x*y?z — x*yz — x*y*z + yz*
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S(fz, f3) = —x2yz + yz*
S(fa f3) = —x*yz + yz*

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f,f3) por F

a, =0

a,=0

a;=-1

a, =1
£ xy 2 -x? yz+yz
S x’yz— z
f,=x*yz-2° v
3 —
S yz +2°
s =Y o0

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro
conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningan cambio.

F ={fufo. fa fu} = {x?y* — 2,xy%2z — xyz,x*yz — 2%, y2* — 2%}

Encontrando S — polinomio S(ff4)

xP = xy?z*
tp(f2) = xy*z
tp(fa) = yz*
S(f2 fa) = 72 2—2z%)

S(fa, fa) = z(xy?z — xyz) — xy(yz* — z?)

S(fy, fu) = xy?z% — xyz? — xy?z?% + xyz?
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S(fzfﬁ}) =0

Ya que nuestro S — polinomio es nulo. Por tanto, F no tiene ningun cambio.

F= {f1f2;f3:f4} = {xzyz - Z,XYZZ - xyz,xzyz — Zz,yZZ — Zz}

Encontrando S — polinomio S(f3f4)

xP = x2yz*

tp(f3) = x*yz
tp(fa) = yz*

2.,,2 2.,,2
S(f fa) = 5 (x?yz — 2% ) = =~ (yz* — z%)

x2yz yz?
S(fs, fa) = 2(x?yz — z*) — x*(yz* — z?)
S(fs fu) = x%2yz? — 23 — x%yz? + x%z2
S(fs, fa) = —2z3 + x?2z2
Ordenado segun Lex

S(fs, fa) = x?2* — 2°
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Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f3, f,) por F

a =0
a,=0
a, =0
) a,=0 r
fl=X —Z %272 _ 78
f,=xy’z-xyz 0
2 2
f,=xyz-12 PP
s Xz°-z
f,=yz° -z B 2,2

Ya que nuestro residuo no es nulo. Por tanto, debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador, como un nuevo generador fx = x2z% — z3,

Entonces

F= {f1,f2;f3»f4»f5} = {x%y? — z,xy?z — xyz,x*yz — 2%, y2* — 2%, x*2* — 7%}

Por otro lado determinando  S(f3, f2)F Obtenemos:

a, =0
a,=0
a, =0
a, =0
f,=x"y’ -z 2 =1
fl X %272 _ 73
=Xy“Z—Xyz
f2_))((z/ ) ;(z/ _X222+ZS
, = -
2 2 0
f,=yz2° -z
fo =x’2>-2°

S(fs f)" =0
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Encontrando S — polinomio S(f3f5)

xP = x?yz?

tp(f3) = x*yz
tp(fs) = x*z>

2

2 2 2
S(fsfs) = == (x?yz — z%) - ==

x2yz x2z2

(x2z% — z%)
S(fs, fs) = z(x?yz — z%) — y(x?2* — 2°)

S(fs, fs) = x*yz* — z° —x*yz® + yz°

S(fs, fs) = —=z> + yz*

Ordenado segun Lex

S(fs fs) = yz° = 2°

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f3,f5) por F

a, =0

a,=0

a, =0

a, =0
f,=x*y* -z 2;=0 —
f,=xy*z—xyz yzs _Za
f,=x%yz —2° Pt
f,=yz? —z? 0
fo=x%2°-2°

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningn cambio.

F={fufo fs fa fs} = {x?y? — 2, xy%z — xyz,x*yz — 2°,yz* — 2%, x*z* — 2%}
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Encontrando S — polinomio S(f4fs)

xP = x?yz?

tp(fa) = yz*
tp(fs) = x*z>

x?*yz? x2yz2
S(fa f5) = yz2 (yz? —z?) —W(XZZZ —z3)

S(far fs) = x*(yz* —z%) — y(x?2* — 2°)
S(fa fs) = x?yz? — x?2z% — x%yz? + yz3

S(fa fs) = —x?z* + yz°

Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f;, fs) por F

a, =0

a,=0

a;=0

a, =z

a =1
f =x?y* -z —-x?2% +yz°
f,=xy’z—xyz x?z? -7°
f,=x"yz-2° yz® - 78
f,=yz*-2° —yz*+7°
fo=x"2"-2° 0

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningan cambio.

F= {f1f2’f3:f4:f5} = {xzyz _eryzz —xyZ,nyZ _ZZ’yZZ _er x2Z2 - 23}
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Encontrando S — polinomio S(f4,fs)

xP = x2y?z?

tp(f1) = x%y?
tp(fs) = x*2>

x%y?z? x2y2z2
S(fi.fs) = x2y2 (x2y? —z) — W(xzz2 —z3)

S(fufs) = 22(x%y? — 2) — y* (x%2* — 2°)
S(fufs) = x7y22? — 23 = x2y?2% + y22°
S(fufs) = =2+ 37

Ordenado segun Lex

S(frfs) =y?z° = 2°
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Luego utilizando el algoritmo de la divisién para S(f;, f5) por F

a, =0

a, =

a; =0

a,=yr+12

a;, =0
f,=x2y? -2 yiz® - 73
f,=xy’z—xyz —y°2° +yz°
f,=x"yz-2° yz® -7
f,=yz*-12° -yz*+2°
f,=x2"-2° 0

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningln cambio.

F= {fl,fZ!fS)féL)fS} = {xzyz _leyzz —xyZ,XZyZ _ZZ'yZZ _er xZZZ - 23}

Encontrando S — polinomio S(f,,fs)

xP = x?y?z?

tp(f2) = xy*z
tp(fs) = x*2>

x2

2,2 2+,2,2
izz (xy?z —xyz) — —xszlzj (x?z?% — z3)

S(farfs) =

X
S(fa, fs) = xz(xy®z — xyz) — y*(x*z* = z%)
S(fa, fs) = x2y*z* — x*yz* — x*y?z* + y?z3

S(fa, f5) = —x%yz® + y*z3
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Luego utilizando el algoritmo de la division para S(f5, fs) por F

a =0

a,=0

a,=0

a, =yz

a =-Y
f=xy* -z - xyz* +y*7?
f, =xy’z—xyz x?yz® —yz°
f, = x2yz - 7° y2z® - yz°
f,=yz*-2° —-yz® +yz°
f,=x"2"-7° 0

Ya que nuestro residuo es nulo. Por tanto, no debemos incluir el residuo en nuestro

conjunto generador. Por tanto, F no tiene ningln cambio.

F= {fl,fZﬁfB)féL)fS} = {xzyz _leyzz —xyZ,XZyZ _ZZ'yZZ _er xZZZ - 23}

Habiendo realizado todas las combinaciones posibles podemos observar que

fufafsfaf . 1 i
Urfafafafs) =0Vi>j, Y asi concluimos que

S(fuf))

F={f1f2f3fafs)

F = {x*y* — z,xy?z — xyz,x*yz — 7%, yz* — z*, x*z* — z3}. Es base de Grobner.
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Aqui mostramos la solucion del ejemplo (59) realizado por el CoCoA.

Encontrar una base de Grobner para el ideal 1.

I'=(fif2) = (nyZ —Z,xyZZ — Xyz)

Use R 1= QQ[x,y,z],Lex;
| := Ideal(x"2y"2-z, xy"2 z-xyz),
Print "A continuacion se describe el ideal:";
Describe I;
Print "La base de Grobner es:";
GBasis(l);

A continuacion se describe el ideal:

Nota 60. Los célculos detallados para los S — polinomios del ejemplo (59) se encuentran

realizados con el CoCoA en anexo 12.2 pagina 94.

Definicidn 61. Una base de Grobner reducida de un ideal polinomial I es una base de

Grobner G de [ tal que:

(i) cp(p) = 1 Paratodop € G
(i)  Paratodo p € G, ningln monomio de p pertenece a (tp(G — {p})).
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Proposicion 62. Sea I = {0} un ideal polinomial. Entonces, para un orden monomial dado,

I tiene una Unica base de Grdbner reducida.

Demostracion:

Sea G una base de Grébner minimal de I. Decimos que g € G es residuo para G si ningin
monomio de g pertenece a (tp(G — {p})). Nuestro objetivo es modificar G hasta que todos

sus elementos sean reducidos.

Una primera observacion es que si g es reducido para G, entonces g es también reducido
para cualquier otra base de Grobner minimal de I que contenga a g y tenga el mismo
conjunto de términos principales. Esto se cumple porque la definicion de reducido

involucra solamente a los términos principales.

Ahora dado g € G, sea g’ = g¢~9} y hagamos G’ = (G — {g} U {g'}. Afirmamos que G’
es una base de Grobner minimal para I. En efecto, primero observemos que tp(g') =
tp(g) porque cuando dividimos g por G —{g},tp(g) pasa al residuo puesto que no es
divisible por algun elemento de tp(G — {g}). Esto prueba que (tp(G")) = (tp(G)). Como
G' estd contenida en I,G' es una base de Grobner, cumpliéndose la minimalidad.

Finalmente, observemos que g’ es reducido para G' por construccion.

Tomemos ahora los elementos de G y apliquemos el proceso anterior hasta que todos sean
reducidos. La base de Grobner puede cambiar cada vez que repitamos el proceso, pero por
nuestra observacion anterior, si un elemento es reducido continda siéndolo porque el

término principal no cambia, obteniéndose al final una base de Grébner reducida.

Finalmente, para probar la unicidad, supongamos que Gy G son bases de Grobner
reducidas de I. En particular G y G son bases de Grobner reducida minimales, se probara

gue estos tienen los mismos términos principales, i.e.,
tp(G) = tp(G).

Luego, dado g € G, existe § € G talque tp(g) = tp(§).si podemos probar que g’ = g, se

deducira que G = G, y la unicidad estara probada.
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Para demostrar que g = §. Consideremos g — §. Este pertenece a I, y como G es una base
de Grobner, se cumple que g — g% = 0. Pero también sabemos que tp(g) = tp(g). Por
tanto, estos términos se cancelan en g — g, y los términos restantes no son divisibles por

ningun elemento de tp(G) = tp(G) porque G y G son reducidas. Esto prueba que

g— g% =g — g,y entonces, se deduce que g — § = 0. Esto completa la prueba. =
Teorema 63. (Teorema de la Base de Hilbert)
Todo ideal I c K|[x4, ..., x,,] tiene un conjunto generador finito.

Es decir

I =(g4, ., 9¢), paraalgunos g, ..., g € I.
Demostracion:

Si I = {0}, el conjunto de generadores serd {0}, el cual es ciertamente finito. Si I contiene
algin polinomio no nulo, entonces se puede construir un conjunto generador

91, -, ge para I de la siguiente manera: por la proposicion 45, existe g4, ..., g € I tal que

(tp(D)) = (tp(g1), ..., tp(gs)). Afirmamos que I = (g4, ..., g¢)-

Es evidente que (g4, ..., g:) € I porque cada g; € I. Para la otra inclusion, sea f € I un
polinomio arbitrario. Si aplicamos el algoritmo de la division para dividir f por {g4, ..., g¢},

entonces obtenemos una expresion de la forma.
f=a91++asgc+r

Donde ningln término de r es divisible por alguno de los tp(g;), ..., tp(g:). Afirmamos
que r = 0. Para ver esto observemos que

r=—=a;91 — " —age €1

Sir # 0, entonces tp(r) € (tp(I)) = (tp(gq), ..., tp(g:)), y por el lema 18 tp(r) debe ser
divisible por algun tp(g;). Esto contradice al hecho de que r es residuo y por lo tanto, r
debe ser cero. Asi,
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f=a,9,+ +ag: + 0 €(gq, ..., gr).

Lo cual deja de manifiesto que I c (g4,...,g;) completdndose asi la demostracion.

9.4.2 Sistemas de Ecuaciones Polinomiales y VVariedades

Las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales con n incognitas se pueden
estudiar como el conjunto de puntos del espacio afin n — dimencional cuyas coordenadas
satisfacen el sistema. Los conjuntos de soluciones se corresponden con ideales del anillo de
polinomios en n variables, y muchas de sus propiedades geométricas se traducen en
propiedades algebraicas de dichos ideales y viceversa. Esta correspondencia se conoce

comUnmente como diccionario algebra — geometria.

Dados los polinomios fi, ..., f; en el anillo de polinomios P = K|[x4, ..., x,,] sobre un campo

K,el ={fi, ..., f;) si, donde ademas K es la cerradura algebraicade Ky P = K[xy, ..., x,],

podemos estudiar el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales que denotaremos por S.
f1(xq, ...:xn) =0

fi (x4, ...,.xn) =0

Definicion 64. (Variedades afin) sea K un campo y sean fi,...,f; polinomios en
K[x4, ..., x,]. Entonces

V=V(I{,..f)={(ay,..,a,) € k™ fi(as,..,a,) =0,1 <i < s}
Designamos a V(fi, ..., f;) como la variedad afin V definida por f;, ..., f;...

Lema 65. (Ideal de una variedad) sea V < k™ una variedad afin. Establezcamos que
I(V) ={f € K[xq, .., xp]: f(aq, ..., ay,) = 0,V(ay,...,a,) €V}
Si VV c k™ es una variedad afin, entonces I(V) c K[x4, ..., x,] s un ideal, llamado el ideal

deV.
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Definicidén 66. (Variedad de un Ideal) Sea I c K[xy, ..., x,] un ideal. Denotaremos por

V(1) al conjunto
V(i) ={(a4,...,ay,) EK": f(ay,..,a,) =0V f €1}

Aun cuando un ideal no nulo I siempre contenga un numero infinito de polinomios
diferentes, el conjunto V(I) puede ser definido por un conjunto finito de ecuaciones

polinomiales.

Proposicion 67. Sean V' y W variedades afines en K™. Entonces
1. VcWSiysolosi I1(V) o I(W).
2. V=W Siysolosi I(V) =1(W).

Propiedad 68. Sean K un campo algebraicamente cerrado, V,W < K™ variedades, y sean
I,] € K[x4, ..., x,,] ideales. Entonces en la correspondencia Ideal —Variedad se cumple:

L VA+)D=vI)+V(Q)

2. VI-pD=vHuvy

3. VAu)) =V nV()

4. V(N =V UV()

5. IVUW) =I1V)nIW)
6

IV W) =I(V)+I1(W)
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9.4.3 Método de Solucion

La eliminacion de variables para resolver sistemas de ecuaciones ha sido uno de los

artificios mas utilizados.

Antes de introducirnos al objetivo principal de nuestro trabajo, presentaremos un
método para resolver sistemas de ecuaciones lineales (Eliminacion Gaussiana). Del cual

no nos permite resolver sistemas de ecuaciones polinomiales.

En este capitulo se logra el objetivo principal de nuestro trabajo, a saber, resolver
sistemas de ecuaciones polinomiales. Hasta aqui ya conocemos todo lo necesario para
introducir el método que vamos a usar para darle solucion a nuestro problema.
Estudidremos el método sistematico para eliminar variable de sistemas de ecuaciones
polinomiales. La estrategia basica de la teoria de eliminacion sera dada en dos teoremas
fundamentales: el teorema de la eliminacion y el teorema de extension. Probaremos estos

resultados usando base de Grdbner.

9.4.3.1 Teorema de Eliminacion y Extension

Definicién 69.

Dado I =(f;,..,fs) € K[xq, .... x,] el | — ésima I, ideal de eliminacion I, es el ideal de

K[x;41, ..., x,] definido por
Il =InNn K[xl+1,...,xn]

Por lo tanto, I; consiste en todas las consecuencias de f; = --- = f; = 0 que eliminan las
variables x,,...,x; es facil verificar que I, es un ideal de K[x;.q,..,x,]. Sea I =

K[xy,...,x,] unideal 0 € I y lo podemos expresar como

0= Oxl_l_l + 0xl+2 + -+ Oxn € K[xl+1' ...,Xn,]
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Y por tanto,0€e[; si f,gel, I ,entonces f+ gel, como fyg pertenecen a I; ellos
solo involucran las variables x;,4,...,x, Y asi f + g involucra las mismas variables, es

decir, f + g € K[x;44, ..., xn]. Por tanto, f + g € I;. Argumentos similares muestran que

para f € K[x;41, -, XnlV g €I, fg € I,.

Observemos que I = I, es el O — ésimo ideal de eliminacion, y que diferentes ordenes de

las variables producen ideales de eliminacion diferentes.

Usando este lenguaje, vemos que la eliminacion de x4, ..., x; significa encontrar polinomios
no nulos en el [ — ésimo ideal de eliminacion I;. En suma, una solucion del paso de
eliminacién significa dar un procedimiento sistematico para encontrar elementos de I;. Con
un orden monomial apropiado, de las bases de Grobner nos permiten hacer esto

instantaneamente.
Teorema 70. (Teorema de la eliminacion)

Sean I € K[x;,4,...,X,] un ideal y G de Grobner de I respecto al orden lex donde x; >

Xy > -+ > x,. Entonces paracada 0 <[ <n, en el conjunto
G, =GNK[x141, ) Xpn]

Es una base de Grobner del [ — ésimo ideal de eliminacion I;.

Demostracion.

Fijemos [ entre 0 y n como G; c I; por construccion basta probar que (tp([;))c
(tp( G,)), debemos verificar Unicamente que para un fel, arbitrario. EIl término principal
tp(f) es divisible por tp(g) para algun g € G,. Para probar esto, que f € I;, lo cual
significa que tp(f) es divisible por tp(g), para algin g € G dado que g es una base de
Grobner de I. Como f €1, esto significa que tp(g) incluye solamente las
variables x4, ..., X,. Ahora viene la observacion crucial al usar el orden Lex con x; >
Xy > > x, , de modo que tp(g) € K[x;41, ..., X,] implica que tp(g) € K[x141, ) Xn]
implica que g € K[x;44, ..., X5, probandose que g € G,, y el teorema queda demostrado.

Seminario de Graduacion Pdgina 73



Bases de Grobner y Teoria de Eliminacion

Observacién 71. El Teorema de Eliminacion muestra que una base de Grébner con el orden
Lex elimina no solo la primera variable, sino las dos primeras variables, las tres primeras
variables, y asi sucesivamente. En algunos casos deseamos eliminar solamente algunas
variables, sin importarnos las otras. En dicha situacion, es bastante complicado calcular
bases de Grobner utilizando el orden Lex siendo cierto porque pueden obtener bases de

Grobner desagradables.

Teorema 72. (Teorema de extension)
Sea I =(f, .., fs) € C[xq, ..., x,] y sea I, el primer ideal de eliminacion de I. para cada
1 <i < s, escribamos f; en la forma

N; . .
fi = gi (xz, ..., xp)x; " + Términos en x; con grado < N;,

Donde N; =0y g; € C[x,, ..., x,] €5 no nulo. Supongamos que tenemos una solucion
parcial (a,,...,a,) € V(I}). Si (ay, ...,a,) € V(g1, ..., gs), Entonces existe un a, € C tal

que (a4, as, ...,a,) € V(I).
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9.4.3.2 Analisis del Método de Eliminacion Gaussiana y Teoria de Eliminacion

Para concluir este capitulo sefialaremos brevemente algunas de las conexiones entre el
método de Eliminacion Gaussiana y teoria de eliminacion (teorema de eliminacion y
teorema de extension) de un sistema de ecuacion lineal. El hecho aqui es que el método de
Gauss transforma la matriz de coeficientes en una matriz triangular superior. EI método
continta el proceso de transformacion hasta obtener una matriz diagonal de la cual
obtenemos los valores correspondientes para cada una de las variables. Lo que en si el
método de Eliminacion Gaussiana realiza es la eliminacion por reglones para cada una de

las variables.

Teoria de eliminacion nos permite trabajar sobre un sistema de ecuacion lineal, trasladando
estos calculos al algebra. Tomando a cada una de las ecuaciones del sistema lineal como
ideal. Para encontrar una base de Grobner para el ideal, luego a dicha base de Grobner
encontramos los ideales de eliminacion obteniendo asi el dltimo ideal de eliminacion
generado por un solo polinomio en una variable que resultaria ser factorizable. Si este
polinomio no es factorizable se utilizan métodos de aproximacion numérica (Newton-
Raphson, Runge-Kutta, Horner, etc.). Por medio del teorema de extension obtenemos cada

uno de los valores correspondientes de las variables.

Cabe recalcar que el método de Eliminacién Gaussiana resuelve Unicamente sistemas de
ecuaciones lineales no nos permite resolver sistemas de ecuaciones polinomiales, sin
embargo, la teoria de eliminacion (teorema de eliminacion y teorema de extensién) nos da
solucién no Unicamente a un sistema de ecuaciones lineal sino también a sistema de

ecuaciones polinomiales lo cual es el objetivo de nuestro trabajo.
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Ejemplo 73. Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de
Eliminacion Gaussiana, es decir, obteniendo una forma escalonada reducida de dicho

sistema

w—2x+2y—3z=15
3w+4x—y+z=-6
2w—3x+2y—z=17
w+x—3y—2z=-7

Para ello, trabajamos directamente sobre la matriz ampliada asociada al
sistema, teniendo presente en todo momento que es lo que representan los
coeficientes de dicha matriz:

1 -2 2 -=3| 15

0 10 -7 10 |-51

0o 1 -2 5 |-13
0O 3 -5 1 [|-22

3 - —6\) R, =—2R, +Ry -
2 -3 2 —=1]17 R.— —R- +R
1 1 -3 —=21|-7 4 1 4

1 —2 2 —3 |15
R, = —10R; + R, 0 10 —7 10 |-51 _
R, =—3R;+R, 0 0 13 —40 |79 |Re= 13Ra+Rs—
0 0 1 —14117
1 —2 2 —3 |15 1 —2 2 =315
0 10 —7 —10 |-51 _ 0 10 —7 10 |-51
0 0 13 —40 |79 |Ra=R/142=0 0 o 13 40 | 79
0 0 0 —142 |142 0o o o 1 |l-1
1 -2 2 —31]15
R; = —10R, + R; 0 10 -7 0 |—41 .
R; = 40R, + R o 0o 13 o |39 |R3=Rs/13-
o o o 1 |=-1
1 —2 2 —31]15 1 -2 0 0] 6
0 10 —7 0 |—41 \Ri=—-2R3+R, 0O 10 0 0 |—20
0 0 1 0|3 |R,=7R;+R, o o 1 0] 3
o o o 1 l=-1 0 0 0 1]-1
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1 -2 0 06 100 02

_ 0 1 0 0|2 _ 01 0 0]-2
Re=R2/10=>1 ¢ o | o3 |Fa=2Rz+Ri—={g g 1 of3
0 0 0 1l-1 000 1]-1

La ultima matriz ampliada representa el sistema en forma escalonada reducida. El sistema

es, por tanto. Compatible queda determinada su solucién.

Ejemplo 74. Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones del ejemplo 73 por medio

de software CoCoA aplicando teoria de eliminacion.

w—2x+2y—3z=15
3w+4x —y+z=-6
2w—3x+2y—z=17
w+x—3y—2z=-7

Inicialmente encontramos la base de Grébner

Use R 1= QQ[w,x,y,z],Lex;
| := Ideal(w-2x+2y-3z-15,3w+4x-y+z+6,2W-3x+2y-2-17 ,W+x-3y-22+7);
Print "A continuacion se describe el ideal:";
Describe |;
Print "La base de Grobner es:";
GBasis(l);

A continuacioén se describe el ideal:

Record[Type := IDEAL, Value := Record[Gens := [w - 2x + 2y - 3z - 15, 3w + 4X -
y+z+6,2w-3x+2y-z-17,w+x-3y-2z+7]]]

71/24]
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Una vez obtenida la base de Grébner encontramos el ideal de eliminacion respecto a x.

Use R ::= QQ[w,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del primer ideal de eliminacion respecto a x es:";
Elim(x,Ideal(w-2x+2y-3z-15,5/2x-4y-3/2z+31/2,-16/5y-38/15z+106/15,
71/24z + 71/24));

El resultado del primer ideal de eliminacidn respecto a x es:

Ideal(71/24z + 71/24, -16/5y - 38/15z + 106/15,1/2w - 1)

Luego encontramos el ideal de eliminacion respecto a y.

Use R 1= QQ[w,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del segundo ideal de eliminacion respecto a 'y es:";
Elim(y,Ideal(71/24z+71/24, -16/5y - 38/15z + 106/15, 1/2w- 1));

El resultado del segundo ideal de eliminacion respecto a y es:
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Luego encontramos el ideal de eliminacion respecto a z.

Use R ::= QQ[w,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del tercer ideal de eliminacion respecto a z es:";
Elim(z,Ideal(71/24z + 71/24,1/2w - 1));

El resultado del tercer ideal de eliminacidn respecto a z es:

Entonces tenemos que:
I, =INnQ[y,z] =(71/24z + 71/24,—16/5y — 38/15z + 106/15,1/2w — 1)
L =1nQ[z] =(1/2w — 1,71/24z + 71/24)
L=InQ[z] =(1/2w — 1)
Entonces procedemos a encontrar los valores de w, x, y, z.

Encontraremos primeramente el valor de w en la ecuacion asociada en el polinomio del

tercer ideal de eliminacion.

Luego encontraremos el valor de z en la segunda ecuacién asociada al segundo polinomio

en el segundo ideal de eliminacion obtenemos.
71/24z + 71/24 =0

z=-1
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Sustituyendo el valor z en la segunda ecuacién asociada al primer polinomio del ideal de

eliminacion obtenemos.
—16/5y — 38/15z + 106/15 =0
y=-3

Finalmente, sustituyendo el valor de w,y,z en el primer polinomio de nuestra base de

Groébner obtenemos.
w—2x+ 2y — 3z —15=0
x=—2

Como podemos observar la teoria de eliminacion nos permite resolver sistemas de
ecuaciones lineales ahora mostraremos como la teoria de eliminacion es capaz de resolver

sistemas de ecuaciones polinomiales mas complejos.
Ejemplo 75.

Consideremos los tres polinomios

fi=x*+y*+z%2—-4
fo=x%+2y%?—5

f3=xz—1

fi.f2,fs en P=Q[x,y,z] que definen el sistema de ecuaciones
polinomiales f; = f, = f3 = 0 y generan el ideal
I =(f1,f2, f3) en P.

Encontremos a continuacion las soluciones de

x?+2y%2=5

{x2+y2+22=4
xz=1
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Primero, calculemos una base de Grobner de I con respecto al orden Lex, usando el
CoCoA:

Use R ::= QQ[x,y,z],Lex;
| := Ideal(x"2+y"2+z"2-4, x"\2+2y"2-5, xz-1);
Print "A continuacion se describe el ideal:";
Describe 1,
Print "La base de Grobner es:";
GBasis(l);

A continuacion se describe el ideal:

Record[Type := IDEAL, Value := Record[
Gens = [x"2+y"2+z2/"2-4, x"2+2y"2- 5, xz - 1]]]

La base Grobner esta dada por los polinomios.
gr=y*—z*—-1
g2 =—x—2z>+3z

gs = —2z%*+3z% — 1.

Usando siempre el CoCoA, encontramos los ideales de eliminacion:
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Ideal de eliminacién de x

Use R ::= QQJw,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del primer ideal de
eliminacion respecto a x es:"”;
Elim(x,ldeal(y*2-z"2-1, -x-2z"3+3z, -
2z2"M+3z"2-1));

El resultado del primer ideal de eliminacion

respecto a x es:

Ideal de eliminacién de y

Use R 1= QQ[w,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del segundo ideal de eliminacién respecto a 'y es:";
Elim(y,ldeal(y"2-z"2-1, -2z"4+32"2-1));

El resultado del segundo ideal de eliminacién respecto a y es:

Ideal(-2z2"4+32"2-1)
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Entonces tenemos que:

Il :In(@[ylz]
=(y?2—z2—-1,-2z*+3z2 - 1)
12 =] ﬂQ[Z]

=(—-2z*+3z* - 1).
Por el método de factorizacion por evaluacion, conocido desde la secundaria, obtenemos que
2z —3z224+1=(z-1D(z+1(2z%-1).

Consecuentemente la variedad de I, es:

V(l,) = {1, —1,%, —%}

Utilicemos ahora el Teorema de extension. Sustituyendo los valores de z en la ecuacién

asociada al primer polinomio en la primera ideal eliminacién, encontramos la variedad de I,

VL) —{(+\/_ 1) (+v2,-1), <—\2F \/1-> <+% _%>}

Finalmente, la tercera ecuacion de nuestro sistema original nos da los correspondientes
valores de "x", los cuales son reciprocos de los valores de z. De esta manera obtenemos que

la variedad de I, y por tanto la solucién de nuestro sistema, es:

v = {(L4VZ 1), (-1, 42, -1),(VZ £ 2
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9.5 Solucion de un Problema Aplicado

En nuestra vida cotidiana estamos acostumbrados a utilizar toda clase de dispositivos
electronicos que fundamentalmente tienen la complicada mision de solucionarnos o
simplificarnos una gran cantidad de dificultades o problemas que tenemos, convirtiéndose
entonces en una herramienta de trabajo mas y en muchas ocasiones hasta nos permite
reducir el tiempo de trabajo o bien incrementar notoriamente la productividad vy

rendimiento.

En la década de 1800, Augustin-Louis Cauchy, un pionero en el andlisis matematico,
estudio la rigidez de un "octaedro articulado™, que es el antepasado del hexapodo. En 1949,
VE avances Gough en la investigacion y construido un mecanismo paralelo para probar
neumaticos de bajo varias cargas. Unos afios mas tarde, en 1965, D. Stewart comienza a
utilizar una variante del hexapodo para simuladores de vuelo. El robot que construyd en su
nombre pasara a llamarse la "plataforma Stewart”. Como es de los afios, el hexapodo fue

actualizado por varios ingenieros (K. Cappel, McCallion, etc.).

Un hexapodo es un dispositivo de base mecatrénico fija (Stewart-Gough plataforma) o cuya
locomocion se basa en tres pares de patas moviles. El estudio de los insectos a pie es de
particular interés para presentar una alternativa a las ruedas de uso de robots de
locomocion. Asi, el término se refiere a los robots de inspiracion bioldgica imitando en este
caso los animales hexapodos tales como insectos. Robots hexapodos se consideran mas
estables que los robots bipedos que en la mayoria de los casos, el hexapodo son
estaticamente estables. Por lo tanto, no dependen de controladores en tiempo real para estar
de pie o caminar. Sin embargo, se ha demostrado que las grandes velocidades de

desplazamiento, los insectos son dependientes de factores dindmicos.

Plataformas o hexapodo Stewart estructuras han sido utilizado durante mucho tiempo en los
simuladores de vuelo para proporcionar rapido movimiento multi-eje. Sistemas similares
aussi aparecié recientemente en parques tematicos para simular montafias rusas, coches de

carreras, las arrugas de dinosaurios etc.
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A mediados de la década de 1990 tiene totalmente nueva aplicacion lleva del campo de la
medicina. El Instituto Fraunhofer de Ingenieria de Produccion y Automatizacion (IPA), IP
acerco con la idea de un robot quirtrgico. La M-850 versatilidad de movimiento, viene muy
cerca de igualar la manera que un cirujano mueve su mano. La diferencia es la del que
hexapodo puede ser programada para suprimir las fluctuaciones y los viajes pueden ser
limitadas a los rangos de seguridad predefinidas. Proporcionar mayor rigidez, capacidad de
carga y la precision en un paquete mas pequefio que los posicionadores de varios ejes
convencionales "apilados", el principio hexapodo permite precision sub-micras incluso bajo

cargas elevadas.

La M-850 Hexéapodo es el primer sistema de micro posicionamiento disponible en el
mercado proporcionando buenos seis grados de libertad con 1 micra resolucion que permite
al usuario definir el punto de giro en cualquier lugar dentro o fuera del sistema. Rotacion
sobre ese punto de giro se puede especificar (con la resolucion microradian) para cualquier
eje de rotacion. Tarea de posicionamiento de alta precision compleja donde se requiere

movimiento independiente en seis grados de libertad.

El Software également Permite una facil programacion de las secuencias de movimiento.
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9.5.1 Estabilidad del Robot M-850

La resolucion del sistema de ecuacion polinomial nos permite la estabilidad del Robot M-

850. Este es un robot que se utiliza en medicina especificamente en el area de cirugias, es
decir, que se mueve con la mano del cirujano.

9x% + 44xy — 53y? — 84x + 22y = —75
y 4+xy=-1
xy? —5xy +5y>+9x — 3y =8
Consideremos el Ideal:
I =(9x? + 44xy — 53y% — 84x + 22y + 75,y + xy + 1,xy? — 5xy + 5y% + 9x — 3y — 8)

No es facil encontrar a mano las soluciones de este sistema. Utilizaremos el software
CoCoA (4.7.5). Para encontrar una base de Grobner, luego encontraremos nuestro ideal de

eliminacion I;. Con la ayuda del teorema de extension encontramos la variedad de 1.

Robots M-850.
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Encontrando la Base de Grobner para el ideal 1.

Use R ::= QQI[x,y],Lex;
| := Ideal(9x"2+44xy-53y"2-84x+22y+75,y"3+xy+1,xy"2-5xy+5y"2+9x-3y-8);
Print "A continuacion se describe el ideal:";
Describe |;
Print "La base de Grobner es:";
GBasis(l);

A continuacion se describe el ideal:

Record[Type := IDEAL,Value := Record[Gens := [9x"2+44xy-84Xx-53y"2+
22y+75, xy+y"3+1, xy"2-5xy+9x+5y"2-3y- 8]]]

La base de Grobner es:

[-OX+y™-5yA3-5y"2+4y+3, 1/9y"5-5/9y~4+4/9y"3+4/9y 2+1/3y+1]

Encontrando el ideal de eliminacion 1.

Use R ::= QQ[w,x,y,z],Lex;

Set Indentation;

Print "El resultado del primer ideal de eliminacién respecto a x es:";
Elim(x,ldeal(-9x+y"4-5y"3-5y"2+4y+3, 1/9y"5-5/9y"4+4/9y"3+4/9y"2+1/3y+1));

El resultado del primer ideal de eliminacion respecto a x es:

Ideal(y"5 - 5y + 4y"3 + 4y"2 + 3y + 9)
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Entonces tenemos que:
L =1InQ[y] =(y"5 — 5y"4 + 4y"3 + 4y"2 + 3y + 9)
Entonces procedemos a encontrar los valores de x, y
Encontraremos primeramente el valor de y en la ecuacion asociada en el polinomio del
ideal de eliminacion.
y*5 — 5y*4 + 4y"3 + 4y*2 + 3y + 9=0
Por el método de factorizacion por evaluacion obtenemos que:
G+ D -320*+1)
y = (—1,3, i)

Utilizando el CoCoA para factorizar I;.

Use R ::= QQ[x,y,z],Lex;
F:=y"5-5y™M + 4y"3 + 4y"2 + 3y + 9;
Print "La factorizacion de f es:";
Factor(F);

La factorizacion de f es:

Utilizando el teorema de extensidn. Sustituyendo el valor de y en la ecuacion asociada al

primer polinomio del ideal de la base de Grobner obtenemos el valor de x.

= (0.2 1+1)
x =07 1+i
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Como podemos observar los puntos de estabilidad del Robot M-850 son:
= (o 28 14 )
X = , 3 , 1Tl
y =(-13,%0)

Nota 76. Esquema del robot M-850 en anexo 12.4 pagina 100.

9.5.2 Otras aplicaciones de las base de Grobner

Las bases de Grobner han sido estudiadas intensamente en los Gltimos afios, sin embargo,
es desde fechas relativamente recientes que su aplicacion ha experimentado un auge, sin

duda motivado por la aparicion de maquinas con capacidad de célculo suficiente.

Existen aplicaciones interesantes en varias ramas de las matematicas tales como el algebra
conmutativa, el algebra homoldgica, el algebra diferencial, la geometria algebraica, la
teoria de grafos, entre otras. Ademas, las bases de Grobner han sido usadas en ciencias

aplicadas tales como estadistica, robdtica y teoria del control.

Nota 77. Més aplicaciones de las bases de Grobner en anexo 12.3 pagina 99.
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10 Conclusiones

10.1 En relacion a los objetivos de la investigacion

Resolver sistemas de ecuaciones polinomiales ha sido una de las tareas mas comunes en
matematica y a la vez una de las més dificiles. Por ello, desde la antigliedad se han buscado
técnicas para resolverlos de forma eficaz y menos compleja, lo que ha conducido a la
invencion de una serie de métodos para solucionar estos sistemas que traen consigo una
cantidad sorprendente de resultados provenientes de muchas disciplinas matematicas. En
nuestro trabajo lo primero que se aborda es una tematica muy general sobre el
conocimiento de las estructuras mas importantes para el desarrollo de nuestro tema (anillo

polinomial, ideal polinomial, etc.).

Ha quedado patente que el método de bases de Grobner para reducir la complejidad de un
sistema de ecuaciones es util en casos en los que los sistemas estdn compuestos por
polinomios en varias variables teniendo, a priori, una solucion engorrosa de calcular

mediante los métodos tradicionales.

10.2 En relacion a la metodologia aplicada

No se ha de olvidar que el célculo de las bases de Grobner con el algoritmo de Buchberger
es relativamente tedioso pero, gracias al uso de los computadores, esta tarea puede llevarse

a cabo con relativa facilidad.

En el caso de la eliminacion podemos concluir que este método, aplicado a un sistema de
ecuaciones lineales, coincide con el de Eliminacién Gaussiana, conocido por nosotros
desde la secundaria, es decir, que Eliminacion Gaussiana es un caso particular de la teoria

de eliminacion que aqui exponemos.
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10.3 Perspectivas de futuro (Recomendaciones)

X/
L X4

A los profesores del departamento, se les insta fomentar en los estudiantes de
matematica la investigacion en este tema de la Geometria Algebraica. También, se
aconseja que se tome en cuenta, en este contexto de transformacion curricular, este

tema para su incorporacion en clases como Estructuras Algebraicas.

A los estudiantes de matematica, utilizar el presente documento como base para
estudios futuros acerca del tema y profundizar un poco mas sobre las aplicaciones

de los sistemas de ecuaciones polinomiales en diversas areas.

Instar a los estudiantes del departamento de matematica y estadistica hacer uso de
estos nuevos métodos para resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales por

medio de bases de Grobner.

Experimentar méas usos de software computacionales matematicos (CoCoA,
MAPLE, SINGULAR) para una mejor explotacion de los cursos en el departamento

de Matematica y Estadistica.
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12 Anexos

12.1 Mas ejemplos de 6rdenes monomiales

Ordenando los términos de los polinomios.

Polinomio Polinomio

F:5xy%z + 5z% — 6x3 + 8x%z2 € Q[x,y, 2] G: x*y+y+y3—x—1+xy%2€eQ[x,y,2]

Orden Resultados Orden Resultados

Lex —6x3 + 8x2z% + 5xy?z + 522 Lex xly+xy?—x+y3+y—1

Deglex | 8x%z? + 5xy?z —6x3z+5z? | Deglex x’y+axy?+yi—x+y-—1

DegvReLex| 5xy?z+ 5x?z? —6x3 +5z? | DegRevLlex] x*y+xy?+y3—x+y—1

Lexin 8x2z% + 5z% + 5xy?z — 6x3 Lexin yi+axy?+xly+y—x—1
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12.2 Detalles del ejemplo (59) con CoCoA

Aqui mostramos todos los S — polinomios del ejemplo (59) realizados por el CoCoA.

S — polinomio (f1,f2)

S — polinomio (f4, f3)

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F1:= x"2y"2-z;

F2:= xy"2z-xyz,
TP1:=LT(F1);
TP2:=LT(F2);
M:=LCM(TP1, TP2);
SPOLY:=(M/TP1)*(F1)-
(M/ITP2)*(F2);

Print "El S-polinomio es:";
SPOLY;

El S-polinomio es:

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
Fl:= x"2y"2-z;

F3:= x"2yz-z"2;
TP1:=LT(F1);
TP2:=LT(F3);
M:=LCM(TP1, TP2);
SPOLY:=(M/TP1)*(F1)-
(M/TP2)*(F3);

Print "El S-polinomio es:";
SPOLY;

El S-polinomio es:
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S — polinomio (f1,f4)

S — polinomio(f,, f3)

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
Fl:= x"2y"2-z,

F4:= yz"2-2"2;
TP1:=LT(F1);
TP2:=LT(F4),
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F1)-
(MITP2)*(F4);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F2:= xy"2z-xyz;

F3:= x"2yz-z"2;
TP1:=LT(F2);
TP2:=LT(F3);
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F2)-
(MITP2)*(F3);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:
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S — polinomio (f,,f4)

S — polinomio (f3,f4)

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F2:= xy"2z-xyz;

F4:= yz"2-2"2;
TP1:=LT(F2);
TP2:=LT(F4),
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/ITP1)*(F2)-
(MITP2)*(F4);

Print "El S-polinomio es:";
SPOLY;

El S-polinomio es:

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F3:= x"2yz-z"2,

F4.= yz"2-2"2;
TP1:=LT(F3);
TP2:=LT(F4),
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F3)-
(MITP2)*(F4);

Print "El S-polinomio es:";
SPOLY;

El S-polinomio es:
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S — polinomio (f3,f5)

S — polinomio (fy,fs)

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F3:= x"2yz-z"2,

F5:= x"2 z/'2-2"3,;
TP1:=LT(F3);
TP2:=LT(F5);
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F3)-
(MITP2)*(F5);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F4:= yz"2-2"2;

F5:= x"2z2"2-2"3,;
TP1:=LT(F4);
TP2:=LT(F5);
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F4)-
(MITP2)*(F5);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:
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S — polinomio (f1,f5)

S — polinomio (f5, fs)

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
Fl:= x"2y"2-z,

F5:= x"2z2"2-2"3,
TP1:=LT(F1);
TP2:=LT(F5);
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F1)-
(MITP2)*(F5);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:

Use R ::= QQIx,y,z],Lex;
F2:= xy"2z-xyz;

F5:= x"2z2"2-2"3,;
TP1:=LT(F2);
TP2:=LT(F5);
M:=LCM(TP1, TP2);

SPOLY:=(M/TP1)*(F2)-
(MITP2)*(F5);

Print "El S-polinomio es:";

SPOLY;

El S-polinomio es:
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12.3 Otras aplicaciones de las bases de Grébner

En la siguiente lista presentamos las mayores areas en las que las bases de Grobner han sido

aplicadas con gran éxito.

Geometria Algebraica y teoria de los Algebra conmutativa y no conmutativa

ideales Polinomiales

Teria de cddigs

Combinatoria

Criptografia

Teoria de Invariantes

Programacion Entera

Teoria de Grafos

Estadistica

Integracion simbolica

Ecuaciones diferenciales

Teoria de sistemas

Algunas aplicaciones practicas de la teoria de las bases de Grobner son:

Resolver sistemas de ecuaciones
Polinomiales

Resolver el problema de la pertenencia a un ideal

Decidir si dos ideales son iguales

Demostracion automatica de teoremas

Operaciones con ideales

Calculos con matrices de transferencia

Solucién del problema de Cauchy

Calculo de componentes irreducibles

Seminario de Graduacion

Pdgina 99



12.4 Esquema del robot M-850
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